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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

VORLKSUNGKN    iJBER    DIE    TnEORIK    DER    ElVSTICITAT    DER    FESTEX    KoRPER   UND 
DES  LIGHTATHERS.  GeHALTEN  AN  DER  UnIVERSITAT  KoNIGSBERG,  SQXiVf  FrcillZ 

Neumann,  Professer  der  Physik  und  Minéralogie;  herausgegeben  von 
D'  Oskar-Emil  Meyer,  Professer  der  Physili  an  der  Univers! la t  Breslau. 
Leipzig;  Teubner,  i885. 

Le  Livre  dont  nous,  allons  rendre  compte  fait  partie  du  Cours  de 
Physique  mathématique  publié  par  les  élèves  de  Fr.  Neumann, 
d'après  ses  Leçons.  Il  a  été  rédigé  par  M.  O.-L.  INlever  principale- 
ment, d'après  ses  notes  sténographiées  et  celles  de  son  frère,  Lothar 
Meyer.  Les  Leçons  ainsi  recueillies  en  iSS^-oS  se  retrouvent  dans 
les  Chapitres  1  à  VU,  IX,  XI,  IsAW  et  XV  à  XX.  Colles  de  l'année 
1869-60  ont  fourni  la  matière  des  Chapitres  Vlll,  X  et  XIV. 
M.  Meyer  a  pu  aussi  profiter  des  notes  recueillies  par  M.  Baum- 
garten  pendant  l'année  180*9-70  et  par  M.  V.  Voigt  pendant  Thi- 
ver  1873-74.  De  ces  dernières  on  a  tiré  tout  le  Chapitre  XII  sur 
l'élasticité  des  cristaux,  et  le  Chapitre  XXI  sur  la  (lexion  des  pou- 
tres. Le  Chapitre  Xll  était  jusqu'ici  roslé  inédit.  Los  Leçons  XX 
et XXI  portent  sur  des  parties  mal  connues  do  la  ihéorie,  choo  dos 
barres,  vibrations  des  lanu^s.  Los  Cliapiln^s  IX  ol  XA'll  contien- 
nent l'exposition  des  travaux  do  ^oumann  sur  les  dél'ormalions 
ihermiques  et  sur  la  dispersion. 


6  PKEMIEUE  PARTIE. 

Après  une  courte  introduction  historique,  dans  laquelle  les  rôles 
des  fondateurs  de  la  théorie,  Fresnel,  Navier,  Poisson,  Gauchj, 
sont  nettement  indiqués,  M.  Neumann  définit  la  pression  en  un 
point  à  peu  près  comme  Lamé.  Lorsqu'on  se  place  au  point  de  vue 
de  la  théorie  moléculaire,  la  définition  de  M.  de  Saint- Venant  me 
paraît  bien  préférable. 

Les  théorèmes  mécaniques  sur  les  pressions  font  l'objet  du  Cha- 
pitre IL  Au  lieu  de  raisonner  sur  des  éléments  de  volume,  l'auteur 
raisonne  sur  des  volumes  finis  (parallélépipède  ou  tétraèdre),  en 
supposant  que  les  forces  élastiques  soient  développables  en  série 
de  Taylor.  Les  calculs  sont  notablement  allongés  sans  grand 
avantage;  il  reste  en  effet  nécessaire  de  terminer  par  la  vérification 
que  les  conditions  internes  et  superficielles  ainsi  obtenues  sont 
suffisantes  pour  l'équilibre  d'une  portion  finie  quelconque  du 
corps. 

Dans  le  Chapitre  III,  la  représentation  géométrique  des  pres- 
sions sur  les  divers  éléments  plans  qui  passent  par  un  même  point 
est  étudiée  en  détail. 

Le  Chapitre  IV  est  consacré  à  l'étude  géométrique  de  la  distri- 
bution des  dilatations,  et  le  Chapitre  V  à  l'établissement  des  rela- 
tions entre  les  pressions  et  les  déformations  pour  un  solide  iso- 
trope, lorsqu'on  regarde  comme  évident  que  ces  équations  sont 
linéaires. 

Théorie  moléculaire.  Forces  centrales.  —  Dans  les  trois  Cha- 
pitres qui  suivent, VI,  VII,  VIII,  l'auteur  se  place  au  point  de  vue 
de  la  théorie  moléculaire.  Il  expose  d'abord  la  théorie  de  Navier, 
qui  ne  donne  que  les  équations  aux  dérivées  partielles  de  l'inté- 
rieur du  corps;  puis  la  théorie  de  Poisson  qui  fournit  les  condi- 
tions à  la  surface,  enfin  sa  théorie  propre,  dans  laquelle  il  trouve 
commode  l'emploi  du  principe  des  déplacements  virtuels. 

La  notion  de  pression  n'était  pas  introduite  dans  la  théorie  de 
Navier;  elle  est  introduite  dans  la  théorie  de  Poisson,  mais  d'une 
manière  qui  ne  s'applique  qu'aux  cristaux  qui  ont  trois  plans  de 
symétrie  orthogonaux;  les  calculs  directs  ne  s'appliquent  qu'à  ces 
plans,  et  c'est  par  le  théorème  du  tétraèdre  que  l'on  détermine  les 
pressions  sur  des  plans  obliques.  Pour  le  calcul  direct  en  effet,  on 
cherche  l'action  d'une  file  de  molécules  limitée  à  l'élément  plan, 
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sur  toute  la  partie  du  milieu  qui  est  située  au  delà  de  cet  élément, 
en  supposant  que  cette  file  est  normale  à  l'élément  plan.  Dans  ce 
Chapitre,  INeumann  distingue  comme  Poisson  les  premières  som- 
mations, qu'il  faut  faire  comme  des  additions,  en  acceptant  la  struc- 
ture réticulaire  du  milieu,  et  les  suivantes  que  l'on  peut  remplacer 
par  des  intégrations.  Mais  il  réserve  pour  le  Chapitre  suivant, 
relativement  aux  points  situés  près  de  la  surface,  des  remarques 
qui  auraient  pu  trouver  place  avantageusement  dans  ce  Chapitre 
sauf  au  point  de  vue  historique,  et  qui,  à  dire  vrai,  devraient  être 
exposées  au  début  du  Livre,  bien  dégagées  de  toute  considération 
théorique  particulière,  car  elles  sont  d'ordre  expérimental,  et  au- 
cune théorie  ne  peut  s'y  soustraire.  C'est  à  ce  point  de  vue  que  je 
vais  les  exposer,  à  peu  près  comme  je  l'ai  fait  dans  des  Leçons 
autographiées  il  J  a  quatre  ans  ('). 

Considérons  à  l'intérieur  d'un  corps  une  surface  PQ,  qui  le 
divise  en  deux  parties  A  et  B.  Si  l'on  supprime  la  partie  B  du 
corps,  il  faudra,  pour  maintenir  la  partie  A  dans  le  même  état, 
ajouter  aux  forces  que  subit  déjà  chacun  de  ses  éléments  un 
système  convenable  de  nouvelles  forces,  dites  y"o/cc.v  ('lastiqucs. 
L'expérience  montre  que  ces  nouvelles  forces  sont  appliquées  à 
une  partie  de  A,  comprise  entre  la  surface  de  séparai  ion  PQ  et  une 
surface  très  voisine  P'Q'.  Les  actions  égales  et  op|)osées  que  A 
exerce  sur  B  ont  aussi  leurs  points  d'application  conq)ris  entre  la 
surface  PQ  et  une  surface  très  voisine  P'Q";  en  sorte  que  les  ac- 
tions mutuelles  de  A  et  de  B  ne  dépendent  que  de  l'état  de  la  por- 
tion de  matière,  comprise  entre  deux  surfaces  situées  de  pai"t  et 
d^autre  de  la  surface  de  séparation  et  très  près. 

De  quel  ordre  de  grandeur  est  la  distance  de  ces  deux  surfaces? 
Des  expériences  de  Quincke  (1869)  permettent  de  r('j)on.lre  à  cette 
question,  et  de  fixer  à  ()""",oooo5  environ  l'épaisseur  de  matière 
solide  qui  présente  les  mêmes  propriétés  qu'un  solide  indéfini.  On 
observe  l'ascension  d'un  liquide  entre  deux  lames  de  verre  paral- 
lèles, sur  lesquelles  on  a  déposé  une  couche  d'argent,  forrjianl  un 
prisme  très  aigu  à  arête  verticale.  Ce  dépôt  peut  se  fair(^  \\\cv  uru» 


(')    fierons    sur    /'elnsticité,  l'ocucillios    par    MM.    Knlniiv,    <'ini;;ii(^s.     Liicroix, 
Lugul.  Toulouse,  picinicr  scincslrc  i88'|-83. 
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très  grande  perfection  an  moyen  du  procédé  Martin  pour  Targen- 
ture  du  verre.  Là  où  le  verre  est  nu,  le  niveau  de  l'eau  atteint  une 
certaine  hauteur;  à  partir  de  Tarête  où  commence  le  dépôt  d'ar- 
gent ce  niveau  s'abaisse  peu  à  peu,  pour  atteindre  de  nouveau 
une  hauteur  fixe,  là  où  la  couche  d'argent  équivaut  à  nne  lame 
d'argent  plein.  Le  niveau  dessine  ainsi  une  courbe  allongée  ayant 
deux,  asymptotes  horizontales.  Dans  une  expérience,  la  hauteur 
de  l'eau  au  contact  du  verre  était  de  14™"';  elle  s'abaissait  graduel- 
lement jusqu'à  moins  de  9™"'  au  contact  de  l'argent.  Marquant  la 
position  delà  génératrice,  pour  laquelle  le  niveau  de  l'eau  est  de- 
venu horizontal,  on  détermine  l'épaisseur  de  la  lame  transparente 
d'argent  à  cet  endroit  par  nne  méthode  optique.  M.  Quincke  a 
trouvé  ainsi,  pour  les  épaisseurs  équivalentes  à  une  masse  indé- 
finie : 


mm 


Argent  au  contact  de  l'eau >  o,oooo54 

Sulfure  d'argent-mercure 0,000048 

lodure  d'argent-mercure 0,000069 

Gollodion-mercure 0,000080 

Les  essais,  faits  pour  déterminer  la  plus  petite  épaisseur  d'une 
membrane  liquide,  qui  conserve  une  tension  superficielle  inva- 
riable, donnent  des  nombres  de  même  ordre  de  grandeur. 

Telle  est  l'épaisseur  de  la  couche  superficielle  de Neumann,  dont 
la  déformation  intérieure  est  négligée  dans  tous  les  problèmes  élas- 
tiques. Mais  il  y  a  plus;  en  supposant  les  pressions  élastiques 
appliquées  exactement  dans  la  surface  de  séparation,  on  néglige  la 
distance  du  point  d'application  effectif  à  la  surface  de  séparation, 
distance  qui  est  de  même  ordre  de  grandeur  que  cette  épaisseur, 
et  qui  dépend  de  la  loi  d'action  aux  diverses  profondeurs.  Pour 
avoir  le  droit  d'agir  ainsi,  il  faut  que  dans  les  applications  la  pres- 
sion soit  suffisamment  uniforme  dans  une  surface  et  varie  linéaire- 
ment dans  un  volume  dont  les  dimensions  sont  très  grandes,  par 
rapport  à  cette  épaisseur,  par  exemple  1000  fois  plus  grandes. 
Ces  observations  restituent  à  la  théorie  de  l'élasticité  son  carac- 
tère de  théorie  approchée,  en  même  temps  qu'elles  montrent  net- 
tement à  quelles  conditions  on  peut  compter  sur  son  accord  avec 
l'observation.  Il  faut  que  les  actions  élastiques  et  par  suite  les 
déformations  varient  assez  lentement  pour  être  bien  représentées 
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dans  un  intervalle  de  1000  x  o'"'",oooo5  ou  de  tt^  de  millimètre 
environ  par  une  formule  linéaire;  par  bien  représentées,  j'entends 
que  l'écart  ne  dépasse  pas  0,001  en  valeur  relative  par  exemple. 
Ces  limites  n'ont  évidemment  rien  d^absolu,  elles  dépendent  de 
la  précision  des  observations;  si  nos  moyens  de  mesure  deviennent 
10  fois  plus  précis,  les  écarts  tolérés  entre  la  formule  linéaire  et  la 
réalité  dans  l'étendue  de  -^^  de  millimètre  devront  être  seulement 
de  0,0001  en  valeur  relative.  L'ensemble  de  ces  remarques  peut 
être  résumé  en  deux  mots  :  l'élément  de  volume  dont  on  peut  con- 
sidérer la  déformation  comme  homogène  a,  dans  la  théorie  de  l'élas- 
ticité des  solides  naturels,  environ  o™",  o5  de  côté  ;  il  a  même  valeur 
à  peu  près  pour  les  liquides  dans  la  théorie  de  l'Hydrodynamique. 
Quant  aux  gaz,  les  dimensions  du  plus  petit  volume  qu'on  puisse 
traiter  comme  jouissant  des  propriétés  d'une  masse  très  grande 
augmentent  considérablement  quand  la  pression  diminue.  Sans 
adopter  pour  cela  la  théorie  cinétique  des  gaz,  on  peut,  à  titre  de  ren- 
seignement, lui  emprunter  les  résultats  suivants  :  le  chemin  moyen 
varie  en  raison  inverse  de  la  pression  et  proportionnellement  à  la 
racine  carrée  de  la  température  absolue.  Il  en  est  de  même  de  l'élé- 
ment de  volume  qu'on  doit  introduire  dans  la  théorie  des  mou- 
vements d'ensemble  des  gaz.  Si,  sans  changer  la  température,  on 
réduitla  pression  à  i'"'"  de  mercure,  puis  à  TjjVn"  ^^  millimètre,  ce 
qui  est  à  peu  près  la  limite  du  vide  que  l'on  sait  produire  actuelle- 
ment, le  côté  de  l'élément  de  volume  devient  environ  lo-'  et  10® 
fois  plus  grand  qu'à  la  pression  atmosphérique.  Cela  fait  pour 
l'épaisseur  minimum  qui  présente  les  propriétés  d'un  gaz  indéfini, 
indépendantes  de  la  présence  des  parois,  au  moins  o'""',o5  puis 
5o'"™  en  supposant,  ce  qui  est  un  minimum,  tpie  cette  épaisseur 
soit  dans  les  gaz  sous  la  ])ression  atmosphérique  la  même  que 
dans  les  liquides  o'""',oooo5  environ.  Sous  les  très  faibles  pressions 
ces  dimensions  sont  directement  visibles;  c'est  justement  sous  ces 
pressions  que  se  produisent  tous  les  pliénoniènes  révélés  par 
M.  Crookes,  et  groupés  sous  \v.  nom  général  de  j)ro[)riétés  de  la 
matière  radiante.  Ils  sont  observables  dès  cpie  les  dimensions  des 
mobiles  sont  de  même  ordre  de  grandeur  (jue  l'épaisseur  équiva- 
lente à  une  masse  indéfinie.  La  pression  (pii  les  rend  observables 
est  d'autant  plus  faibb^  que  l'appareil  esl  [)lus  grand.  Aux  très 
faibles  pressions,  les  iwoVs  Icnipéralurc  et  pression  du  gaz  en  un 
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point  n'ont  de  sens  que  si  ces  quantités  sont  uniformes  dans  des 
volumes  de  plusieurs  décimètres  cubes.  Non  seulement  des  vo- 
lumes plus  petits  ne  restent  pas  formés  de  la  même  matière,  ainsi 
que  l'indi(fue  ladilTusion;  mais  les  actions  mutuelles  de  deux  por- 
tions de  gaz  situées  de  part  et  d'autre  d'une  surface  proviennent  de 
couclies  de  gaz  de  plusieurs  centimètres  d'épaisseur.  Ainsi,  sous 
une  pression  de  o""",oi  de  mercure,  les  lois  générales  de  l'élasti- 
cité peuvent  donner  des  renseignements  sur  certains  phénomènes 
dont  la  variation  dans  l'espace  est  très  lente,  lorsque  le  volume 
du  gaz  étudié  sera  de  plusieurs  mètres  cubes;  elles  sont  inappli- 
cables à  ce  qui  se  passe  dans  un  volume  de  quelques  centimètres 
cubes,  les  définitions  fondamentales  n'ajant  plus  de  sens.  Ce  qui 
se  passe  dans  ces  petits  volumes  dépend  de  ce  que  M.  Helmlioltz 
a  fort  bien  appelé  les  mouvements  non  coordonnés  de  la  matière; 
il  en  est  de  même  dans  les  liquides  pour  des  volumes,  visibles  au  mi- 
croscope, de  moins  d'un  cent-millionième  de  millimètre  cube 
(o'^'^jOoi  à  o'"'",oo2  de  côté),  comme  l'a  fait  remarquer  très  jus- 
tement M.  Gouj,  à  propos  du  mouvement  brownien,  bien  connu 
des  micrographes,  des  très  petites  particules  solides,  plongées  dans 
un  liquide. 

Dans  la  théorie  moléculaire,  ces  remarques  se  présentent  de  la 
manière  suivante.  Pour  les  éléments  de  surface  situés  trop  près  de 
la  surface  limite  du  corps,  les  sommes  sont  incomplètes,  le  volume 
auquel  il  faut  les  étendre  étant  partiellement  extérieur  au  corps; 
elles  n'ont  pas  la  même  valeur  qu'à  l'intérieur  du  corps,  et  en 
particulier  certaines  compensations  indiquées  par  la  symétrie 
cessent  de  se  produire.  Dans  une  couche  superficielle  peu  épaisse, 
toutes  ces  sommes  passent  très  rapidement  de  la  valeur  constante 
relative  à  l'intérieur  du  corps  à  une  autre  valeur  toute  différente 
relative  à  la  surface  limite  elle-même.  On  peut  connaître  des  rela- 
tions entre  les  valeurs  extrêmes;  mais,  quant  à  la  distribution  des 
valeurs  intermédiaires  dans  l'épaisseur  de  la  couche,  elle  dépend 
directement  de  la  loi  d'action  de  deux  molécules  en  l'onction  de 
la  distance,  et  cette  loi  nous  est  inconnue.  Les  seuls  problèmes 
qu'on  puisse  traiter  sans  l'aire  d'hypothèse  sur  cette  loi  sont  ceux 
dans  lesquels  on  peut  négliger  les  déformations  intérieures  d'un 
|)etil  prisuïc  normal  à  la  surface  limite,  assez  long  pour  occuper 
toute  l'épaisseur  de  la  couche  de  variation  rapide.  Cette  condition, 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  ii 

qui  est  de  loiite  évidence,  est  bien  mise  en  lumière  par  Neumann 
(p.  91  et  suivante)  au  moyen  des  équations  déduites  du  principe 
des  vitesses  virtuelles.  Mais  il  n'a  peut-être  pas  dit  assez  explici- 
tement que  cette  condition  n'est  pas  spéciale  à  la  surface  limite, 
mais  s'applique  en  réalité  à  tout  l'intérieur  du  corps  solide.  La  dé- 
formation dans  l'étendue  de  la  sphère  d'action  doit  pouvoir  être 
considérée  comme  uniforme;  sans  quoi  aucune  des  sommations 
étendues  à  tout  ce  volume  ne  peut  plus  être  réduite  à  la  forme 
simple  qu'on  a  adoptée,  et  la  théorie  est  arrêtée  dès  son  début. 
Lorsqu'on  applique  le  principe  des  vitesses  virtuelles  comme  le 
fait  Neumann  au  Chapitre  VIII,  il  suffit  que  la  déformation  soit 
uniforme  dans  l'étendue  de  la  sphère  d'action.  Mais  lorsque,  plus 
loin,  on  considère  l'énergie  d'un  volume  fini  comme  la  somme 
des  énergies  des  éléments  de  volume  dont  il  se  compose,  et  qu'on 
néglige  les  énergies  mutuelles  des  éléments  contigus,  il  faut  sup- 
poser les  dimensions  linéaires  de  l'élément  de  volume  uniformé- 
ment déformé  très  grandes  par  rapport  au  rayon  de  la  sphère 
d'action.  Pour  que  les  énergies  mutuelles  soient  négligeables,  il 
faut  en  effet  que  le  volume  auquel  elles  se  rapportent  soit  petit 
par  rapport  au  volume  conservé,  c'est-à-dire  que  l'élément  de 
volume  soit  grand  par  rapport  au  produit  de  sa  surface  par  le  rayon 
d'activité.  On  est  ainsi  ramené  à  la  même  conclusion  relativement 
à  la  grandeur  de  l'élément  de  volume  dans  lequel  la  déformation 
doit  être  uniforme. 

Pour  les  déformations  qui  se  succèdent  plus  rapidement  dans 
l'espace,  la  théorie  ordinaire  de  l'élasticité  reste  impuissante. 

Il  en  est  de  même  à  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux 
différents;  on  est  obligé  de  négliger  les  déformations  intérieures 
d'un  petit  cylindre  qui  s'étend  de  part  et  d'autre  de  la  surface  de 
séparation  dans  toute  l'épaisseur  des  deux  couches  superficielles. 

Dans  les  ap[)licalions  à  la  llu-orie  de  la  lumière,  cerlains  j)li<'no- 
mènes,  les  uns  superficiels,  la  (luoresc-cnce,  la  phosphoiH'seenre,  les 
aulres  internes,  la  dispersion,  exigciout  des  hypothèses  supplé- 
mentaires. 

Au  cours  de  ce  Chapitre,  Neumann  rclrouxc  les  formules  dues  à 
Poisson;  celles-ci,  par  suiU;  de  la  SNnjéliMe  supj)()sée  par  rapj)orl  à 
Irois  plans  reclangulaii*es,  ne  eoni  icnncnl  en  évi(l<Miee  (pie  six  ron- 
slanles,  soit  en   loul  neuf,  en    IcnanI   eoui|)le  ile>  lr(»is  e()n>lanles 
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d'orienlatioii  du  système  d'axes,  au  lieu  des  quinze  que  donne  la 
lluH^rie  moléculaire  dans  le  cas  général. 

IjC  Chapitre  IX  est  consacré  aux  déformations  produites  par  les 
changements  de  température.  Duhamel,  à  qui  nous  devons  les 
premiers  Mémoires  sur  ce  sujet,  avait  établi  les  équations  fonda- 
menlales  de  la  manière  la  plus  simple  :  il  regardait  la  déformation 
totale  comme  la  somme  des  déformations  dues  aux  actions  élas- 
tiques, et  de  celles  dues  à  l'élévation  de  température.  Il  est  à 
regretter  que  M.  Neumann  ait  cru  devoir  regarder  les  actions 
mutuelles  des  molécules  comme  la  différence  de  deux  forces,  l'une 
attractive,  l'autre  répulsive  due  à  l'action  de  la  chaleur,  et,  pour 
expliquer  celle-ci,  s'embarrasser  d'hypothèses  sur  les  atmosphères 
moléculaires,  qui  ne  permettent  guère  d'espérer  l'accord  avec 
l'expérience.  Heureusement  le  résultat  est  le  même  que  celui  de 
Duhamel.  Dans  les  corps  isotropes  une  élévation  de  température, 
uniforme  ou  non,  équivaut  à  une  augmentation  des  pressions  nor- 
males seules,  indépendante  de  l'orientation  de  l'élément  pressé, 
proportionnelle  à  l'élévation  de  température  de  cet  élément.  Une 
élévation  uniforme  de  température  équivaut  à  une  pression  super- 
ficielle uniforme. 

Pour  les  cristaux,  au  moins  pour  ceux  qui  sont  doués  de  trois 
plans  de  symétrie,  il  est  naturel  d'admettre  que  l'élévation  de 
température  transforme  une  sphère  en  un  ellipsoïde  ayant  les 
mêmes  plans  de  symétrie;  les  équations  générales  s'obtiennent 
par  le  principe  de  superposition  des  petites  déformations.  Les 
explications  de  Neumann  (p.  i  i5-i  i6)  n'ont  peut-être  pas  toute 
la  netteté  désirable.  L'élévation  de  température  uniforme  n'équi- 
vaut plus  à  une  pression  uniforme. 

Les  modifications  que  doit  subir  l'équation  de  la  conductibilité 
des  corps  isotropes,  eu  égard  aux  déformations  qui  accompagnent 
le  mouvement  de  la  chaleur,  font  l'objet  d'un  dernier  paragraphe. 
L'auteur  admet,  comme  Duhamel,  que  la  quantité  de  chaleur 
dégagée  parla  déformation  d'un  solide  isotrope  ne  dépend  que  de 
sa  compression  cubique  ;  pour  l'établir,  il  faudrait  avoir  recours  à 
des  considérations  de  Thermodynamique,  que  M.  Neumann  paraît 
avoir  un  peu  trop  systématiquement  exclues  de  tout  ce  Volume. 

Ce  Chapitre  reste  isolé  ;  les  principes  qui  y  sont  établis  ne  sont 
appliqués  à  la  solution  d'aucun   problème   particulier  :  quelques 
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exemples  auraient  pu  être  empruntés  soit  aux  Mémoires  de 
Duhamel,  soit  à  celui  d'Yvon  Villarceau  sur  la  compensation  des 
chronomètres;  l'étude  de  la  flexion  d'une  lame  formée  de  deux 
métaux  soudés  sur  toute  leur  longueur,  du  thermomètre  métallique 
de  Bréguet,  aurait  utilement  terminé  le  Chapitre  XI  consacré  aux 
applications. 

Le  Chapitre  X  est  consacré  aux  théorèmes  généraux  de  Kirch- 
hofl"  :  les  équations  de  l'équilibre  ou  du  mouvement  ont  dans 
chaque  cas  une  solution  unique  et  déterminée.  Le  dernier  para- 
graphe contient  l'expression  de  l'énergie  d'un  corps  isotrope  dé- 
formé à  la  fois  par  des  forces  extérieures  et  par  élévation  de  tem- 
pérature. 

Dans  le  Chapitre  XI  sont  traités  avec  détails  tous  les  problèmes 
particuliers  qui  peuvent  fournir  des  méthodes  de  détermination 
expérimentale  des  coefficients  d'élasticité  d'une  substance  iso- 
trope, et  en  particulier  du  rapport  des  deux  constantes.  Les  mé- 
thodes de  Cagniard  de  la  Tour,  de  Wertheim,  de  {virchboff"  et 
d'Okatow,  et  enfin  de  M.  Cornu  sont  successivement  décrites. 
On  trouve  encore,  dans  ce  Chapitre,  les  conditions  de  résistance 
à  la  rupture,  par  pression  interne,  d'un  réservoir  cylindrique  ou 
sphérique,  la  déformation  d'une  enveloppe  sphérique,  comme  un 
réservoir  de  thermomètre  ou  les  réservoirs  des  liquides  dans  le 
piézomètred'OErstedt,  enfin  la  déformation  par  pression  extérieure 
d'une  sphère  pleine  entourée  d'une  enveloppe  sphérique  de  ma- 
tière différente.  Les  problèmes  de  la  torsion  et  de  la  flexion  des 
barres  sont  traités,  le  premier  dans  le  cas  de  la  section  circulaire, 
le  second  pour  une  barre  fléchie  par  un  couple  dans  le  plan  d'un  axe 
d'inertie  de  la  section.  La  torsion  des  prismes  quelconques  n'esl 
pas  étudiée  dans  l'Ouvrage  ;  la  flexion,  non  circulaire,  est  examinée 
dans  le  dernier  Chapitre,  surtout  au  point  de  vue  des  vibrations 
des  lames  rectilignes. 

Résumant  les  résultats  connus  sur  le  rapport  des  deux  constantes 
de  Lamé,  Neumann  reconnaît  que  l'expérience  donne  un  rapport 
variable  avec  la  substance.  Est-ce  défaut  d'isolropismc  des  sub- 
stances étudiées,  est-ce  réellement  que  la  théorie  moléculaire  soit 
inadmissible,  on  ne  saurait  le  décider  encore;  mais  une  consé- 
quence pratique  à  en  tirer,  c'est  que  |)()ur  les  substances  cristal- 
lisées, qui  font  l'objet  du  Chapitre  Xll,  il  importe  de  laisser  in- 
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dépendantes  les  Lrenle-six  consLanles  de  Lamé,  l'expérience  seule 
pouvant  apprendre  si  les  relations  indiquées  par  la  théorie  molé- 
culaire sont  elTectivement  satisfaites.  Voici  le  contenu  de  ce  Cha- 
pitre, dont  M.  Voigt  avait  utilisé  un  certain  nombre  de  résultats 
dans  ses  recherches  sur  le  sel  gemme,  avant  l'impression  de  ce 
Volume.  Les  trente-six  constantes  se  réduisent  à  vingt,  puis  à  douze, 
lorsqu'il  y  a  un  ou  deux  plans  de  symétrie  rectangulaire,  que  l'on 
prend  pour  plans  de  coordonnées;  dans  ce  dernier  cas  il  y  a  aussi 
un  troisième  plan  de  symétrie  perpendiculaire  aux  deux  premiers. 
Ces  constantes  se  réduisent  à  sept,  puis  à  trois,  lorsque  deux  ou 
irois  axes  rectangulaires  sont  équivalents.  Enfin  il  ne  reste  plus 
que  deux  constantes  lorsque  l'orientation  des  axes  est  indéter- 
minée. Pour  les  cristaux  hexagonaux  qui  ont  déjà  deux  plans  de 
symétrie  rectangulaires,  une  rotation  de  60°  autour  de  l'axe  prin- 
cipal ne  changeant  rien,  les  douze  constantes  se  réduisent  à  six. 
Pour  les  cristaux  rhomboédriques  qui  ont  six  plans  de  symétrie 
passant  par  une  même  droite  et  inclinés  à  60*^,  mais  qui  n'ont  pas 
de  plan  de  symétrie  perpendiculaire  à  cet  axe  principal,  et  qui 
en  outre  ne  changent  pas  par  une  rotation  de  120",  il  reste  huit 
constantes.  En  réalité,  si  l'on  tient  compte  des  constantes  d'orien- 
tation des  axes,  il  faut  en  compter  vingt-deux  dans  le  premier  cas, 
quinze,  dix,  six,  neuf  et  onze  dans  les  cas  suivants.  INeumann  in- 
dique quelles  réductions  supplémentaires  exigerait  la  théorie  mo- 
léculaire^ mais,  je  ne  sais  pourquoi,  il  ne  parle  pas  des  réductions 
intermédiaires  dues  à  l'existence  de  l'énergie  de  déformation 
comme  fonction  des  dilatations  et  des  glissements  seuls  (^).  Il  est 
pourtant  important  de  ne  pas  regarder  comme  des  confirmations 
de  la  théorie  moléculaire  les  relations  qui  ne  dépendent  que  de 
l'existence  de  l'énergie. 

Jusqu'à  présent  on  n'a  fait  de  mesures  complètes  que  pour  deux 
cristaux  (uibiques  :  le  sel  gemme  dont  les  constantes  satisfont  aux 
conditions  de  la  théorie  moléculaire,  et  le  spath  fluor  dont  une 
des  trois  constantes  est,  d'après  M.  Voigt,  plus  petite,  d'après 
iVL  Klang  plus  grande  d'un  tiers  que  ne  l'indiquerait  la  théorie 
moléculaire. 


(')  Voir  la  brochure  de  M.  Élie,  Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques 
et  naturelles  de  Bordeaux;  188G. 
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Après  avoir  établi  ces  reJations,  l'auteur  examine  comment  doit  se 
déformer  un  prisme  taillé  dans  une  direction  quelconque  et  soumis 
à  une  traction  longitudinale.  On  peut  représenter  les  résultats  en 
portant  sur  la  direction  du  prisme  les  allongements  produits  par 
une  traction  déterminée.  La  surface  ainsi  définie  a  pour  rayons 
vecteurs  les  modules  d'élasticité  de  traction  des  prismes  de  même 
direction.  Ces  surfaces  ont  naturellement  même  s}'métrie  que  le 
cristal.  Ce  sont  des  surfaces  du  quatrième  ordre.  M.  Neumann 
détermine  leur  forme  pour  les  cristaux  cubiques  et  rhomboé- 
driques,  il  indique  les  directions  de  maximum  et  de  minimum.  Il 
étudie  aussi  la  déformation  de  la  section  droite,  et  les  changements 
des  angles  dièdres  sons  l'influence  d'une  pression  unilatérale. 

Double  réfraction.  — Les  Chapitres  XIII,  XIV,  XV  sont  con- 
sacrés à  la  théorie  élastique  de  la  propagation  de  la  lumière  dans 
les  milieux  cristallisés.  Le  problème  général  est  de  trouver  l'état 
du  milieu  indéfini  à  une  époque  quelconque  connaissant  l'état  ini- 
tial, c'est-à-dire  les  déplacements  et  les  vitesses  à  une  époque 
arbitraire  prise  pour  origine.  Les  divers  Chapitres,  sans  être  abso- 
lument indépendants,  ne  marquent  pourtant  pas  des  étapes  suc- 
cessives dans  le  développement  d'une  même  théorie  générale. 
M.  Neumann  s'est  peut-être  un  peu  trop  astreint  à  reproduire  les 
Mémoires  des  divers  auteurs  qui  ont  traité  celte  question,  à  des 
points  de  vue  variés,  à  peu  près  tels  qu'ils  ont  été  publiés,  au  lieu 
de  grouper  dans  une  même  exposition  d'ensemble  tous  les  résul- 
tats acquis,  en  les  accompagnant  bien  entendu  de  toutes  les  indi- 
cations historiques  nécessaires. 

Ainsi  le  Chapitre  XIII  est  consacré  au  développement  des  idées 
de  Cauchy,  en  prenant  pour  point  de  départ  les  équations  à  six 
constantes  seulement  tirc'cs  de  la  théorie  moléculaire.  Dans  le 
Chapitre  XIV,  on  recommence  à  établir  longuement  les  équations 
fondamentales  pour  bien  montrer  comment  Tincompressibilité 
supposée  de  l'éther  en  faisant  disparaitre  la  dilatation  cubique  des 
équations  du  mouvement  exige  qu'on  v  introduise  en  évidence  une 
autre  fonction  qui  est  une  pression  hydrostatique.  Ce  sont  là  les 
idées  de  Cari  Neumann  (i8()3);  on  a  continué  à  enq)loyer  les  équa- 
tions de  la  théorie  moléculaire.  Au  Chapitre  XV  c'est  à  [)eu  près 
le  mode  d'exposition  de  Lamé  (dans  sa  dix-septième  Leçon)  qui  est 
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adopté,  et  cette  fois  nous  partons  des  équations  les  plus  i^énérales 
avec  leurs  trentc-si\  constantes.  Après  avoir  étudié  les  ondes  qui 
se  propagent  sans  condensation,  tout  en  supposant  l'éther  com- 
pressible, l'auteur  montre  que  l'hypothèse  de  l'éther  incompres- 
sible fait  retomber  sur  des  équations  presque  identiques  à  celles  de 
Cari  Neumann,  employées  au  Chapitre  précédent. 

Pour  tirer  la  théorie  de  Fresnel  de  la  théorie  de  l'élasticité,  il 
faut  emprunter  à  l'expérience  un  certain  nombre  de  notions  qui 
permettent  de  réduire  le  nombre  des  constantes  caractéristiques; 
cette  réduction  se  fait  de  la  manière  la  plus  nette  et  rigoureuse- 
ment en  partant  avec  Lamé  du  fait  d'expérience  que  chaque  onde 
plane  peut  propager  plus  d'une  vibration  rectiligne  rigoureusement 
transversale,  qu'elle  peut  en  propager  deux  de  directions  diffé- 
rentes, avec  des  vitesses  différentes  d'ailleurs.  Des  trente-six  con- 
stantes, il  n'en  reste  plus  que  douze,  dont  six  comme  coefficients 
de  la  dilatation  cubique,  les  six  autres  comme  coefficients  des 
glissements;  ces  dernières  se  réduisent  à  trois  par  un  choix  con- 
venable des  axes  :  ce  sont  les  seules  qui  interviennent  dans  la 
théorie  de  la  lumière.  L'existence  de  l'énergie  réduit  à  une  seule 
les  six  premières  constantes,  sans  rien  changer  aux  trois  autres. 
La  distribution  des  vitesses  de  propagation  des  ondes  planes  est 
alors  la  même  que  celle  donnée  par  Fresnel,  mais  à  la  condition 
de  prendre  comme  Neumann,  et  à  l'opposé  de  Fresnel,  pour  plan 
de  polarisation  le  plan  de  la  vibration. 

Les  notions  qu'il  faut  emprunter  à  l'expérience  pour  obtenir  la 
même  concordance  dans  la  théorie  de  Cauchy  sont  plus  nom- 
breuses, et  en  toute  rigueur  incompatibles.  On  invoque  comme 
fait  d'expérience  la  forme  de  la  section  de  la  surface  d'onde  par  les 
trois  plans  principaux  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  loi  de  pro- 
pagation des  ondes  planes  normales  à  chacun  des  trois  plans  de 
symétrie  du  milieu.  Pour  que  cette  section  se  compose  d'une  cir- 
conférence et  d'une  ellipse  pour  les  vibrations  transversales,  trois 
relations  du  second  degré  entre  les  six  coefficients  sont  nécessaires. 
Quand  on  les  satisfait  rigoureusement,  une  vibration  est  rigoureu- 
sement transversale,  les  deux  autres  approximativement  longitu- 
dinale  et    transversale.  La  surface   d'onde    longitudinale  est  un 

ellipsoïde  dont   les  axes    sont  de    l'ordre  du  produit  par  y/3  des 
vitesses  de  propagation  des  vibrations  transversales.  La  relation  du 
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plan  de  polarisation  avec  le  plan  de  vibration  est  d'ailleurs  celle 
de  Neumann  et  non  celle  de  Fresnel.  On  obtient  exactement  la 
surface  d'onde  de  Fresnel  et  les  vibrations  transversales,  en  em- 
plovant  au  lieu  des  relations  rigoureuses  des  relations  linéaires 
approchées  qu'on  en  peut  déduire  en  négligeant  les  carrés  des  dif- 
férences des  vitesses  de  propagation  principales. 

Dans  la  théorie  de  Neumann,  où  l'éther  est  incompressible,  les 
relations  entre  les  constantes  de  Poisson  sont  les  mêmes;  l'onde 
longitudinale  n'existe  plus;  mais  à  sa  place  la  pression  hydrosta- 
tique se  propag-e  avec  les  ondes  transversales.  De  même  que  la 
théorie  de  Cauchy,  elle  ne  conduit  à  la  surface  d'onde  de  Fresnel 
que  d'une  manière  approchée. 

L'auteur  n'a  point  marqué  de  préférence  entre  les  deux  théories  ; 
on  peut  même  lui  reprocher  de  n'avoir  point  fait  de  comparaison. 
Il  y  a  pourtant  quelques  remarques  utiles  à  faire.  Les  deux  théories 
de  Lamé  et  de  Poisson  sont  incompatibles;  on  ne  peut  pas  ra- 
mener les  équations  générales  de  Poisson  aux  équations  réduites 
de  Lamé  sans  faire  disparaître  toute  structure  anisotrope  (^).  La 


(')  Équations  de  Lamé  (Neumann,  p.  2G7  )  : 

du        ùv        dw 

A  =  —  +  —  -)-  —  1 
dx        ôy        ô^ 

ô-ii  _      d^.  â\  rjA  A.  f'I^  ^  ^\  _  ;  A/^  _  ^  \ 

'  ôF  ~      d^  '^  ^  d^  '^     '  (Tz  ~^'  '''  dx  W  ~~  ùi)~     ô~z\dx        dzj 

Équations  générales  de  Poisson  (p.  ■?.o'\)  : 

ù'u        ,  ô-u  ô-u       ,  ô'^u  d'^v  ,    d-w 

=   A h  C    ,  —    +  t> 1-  2  C  -; 7 \-  -2  0 


dt-        '    ôx-        '  ôy""  ôz-        "  '  ôx  ôy  ôx  dz 

Relations  entre  les  constantes  de  Lamé  pour  l'existence  de  l'énergie  : 
A  =  B  =  G,        A,  =  B,  =  C,  =:^  o. 

Relations  entre  les  constantes  de  Poisson,  pour  la  théorie  de  Cauchy  (p.  aS/j): 
(G-a)(B-a)  =  4«%  (V  -  ^)  (G  -  ^)  =^ /|  ^S  (B  -  c)(  A -c)  =  4c^ 

Relations  approchées  qu'on  leur  substitue,  et  qui  conduisent  aux  mêmes  équa- 
tions de  propagation  des  vibiations  transversales  que  la  théorie  de  Lamé  : 

A  =  3(^;-i-c  — a),        B--=  3(a-hc  — ^),        C  ^^  :\{a  +  b  -  c). 

Relations    entre    les   constantes    de    Lamé,    |)our    la    réduction    à    la   forme  de 
Ihill.  des  Sciences  niat/iem..   !"  série,  t.  Mil.   (Janvier  1889.)  « 
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ihcoiic  (le  Lamé,  dans  laquelle  les  deux  vibrations  sont  rigoureu- 
sement transversales,  est  donc  incompatible  avec  Thypothèse  mo- 
léculaire. Celle-ci,  d'autre  part,  ne  permet  de  retrouver  rigoureu- 
sement ni  les  deux  vibrations  transversales,  ni  surtout  !a  surface 
d'onde  de  Fresnel. 

Une  discussion  très  délicate  d'expériences  de  grande  précision 
sur  les  cristaux  biaxes  pourrait  seule  apprendre  si  la  surface 
d'onde  de  Fresnel  représente  rigoureusement  les  phénomènes  ^ 
jusqu'ici  les  expériences  ne  permettent  point  de  décider  si  l'accord 
est  complet  ou  très  approché.  Pourtant  des  essais  très  soignés  faits 
sur  un  uniaxe  très  biréfringent,  le  spath,  ont  montré  que  la  sur- 
face d'Hujgens  est  tout  à  fait  satisfaisante;  en  particulier,  elle  est 
préférable  à  une  surface  très  peu  différente  déduite  d'une  théorie 
proposée  par  M.  Stokes  et  par  Lord  Rajleigh  comme  plus  con- 
forme aux  idées  de  Fresnel,  et  dans  laquelle  l'élasticité  du  milieu 
est  indépendante  delà  direction,  tandis  que  l'inertie  des  molécules 
mobiles  dépend  de  la  direction  (^). 

Relativement  à  la  direction  des  vibrations,  tout  ce  qu'il  est  légi- 
time de  conclure  des  expériences  d'interférences  des  rayons  pola- 
risés, c'est  que  les  vibrations  lumineuses  sont  rigoureusement 
transversales  dans  les  milieux  isotropes.  Quant  à  l'intérieur  des 
cristaux,  on  peut  seulement  dire  que  les  deux  plans  de  polarisation 
correspondant  à  un  même  rayon  sont  sensiblement  perpendicu- 
laires; mais,  si  la  vibration  est,  comme  semblent  l'indiquer  la 
plupart  des  théories  élastiques,  dans  le  plan  de  polarisation,  rien 
ne  prouve  qu'elle  y  doive  être  normale  au  rayon.  C'est  donc  une 


Poisson  : 

A,=  B,r=:   C,  rz  o, 

A  —  c  =  2c,        B  —  «  =  2a,         G  —  b  =  -ib, 
X  —  b  —  ^b,         B  —  c  =  -2  6,         C  —  a  =  2  a. 

Ces  relations  sont  incompaliblcs  avec  la  double  réfraction,  elles  donnent,  en  eiïet, 

A=:  B=  C  ^  3a  =  36  =  3c. 

(')  C'est  ce  qui  arrive  pour  un  ellipsoïde  plongé  dans  un  liquide.  Il  suffit  donc 
de  se  représenter  les  molécules  d'éther  comme  ayant  une  forme  non  sphérique, 
et  plongées  dans  un  milieu  liquide  indéfini.  C'est  une  image  mécanique  dont  je  ne 
défends  point  la  vraisemblance,  mais  assurément  ingénieuse  en  ce  qu'elle  n'intro- 
duit directement  que  trois  constantes  distinctes,  les  trois  inerties  principales. 
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hypothèse,  phitôt  qu'un  résultat  d'expérience,  que  Lamé  a  pris 
pour  point  de  départ.  Est-elle  nécessaire  pour  retrouver  rigoureu- 
sement la  surface  d'onde  de  Fresnel?  Il  aurait  été  intéressant  de 
le  dire. 

Dans  le  Chapitre  XIll,  M.  Neumann  insiste  sur  les  propriétés 
des  ondesplanes  et  montre,  en  particulier,  comment,  dans  une  onde 
plane  qui  se  propage  dans  un  sens  déterminé,  les  déplacements  et 
les  vitesses  sont  liés  de  telle  sorte  que  l'onde  ne  peut  se  propager 
que  dans  une  seule  direction.  C'est,  on  le  sait,  ce  qu'on  n'arrive  à 
voir  nettement  ni  par  l'application  pure  et  simple  du  principe 
d'Huygens,  ni  par  la  théorie  de  la  diffraction  de  Fresnel.  Dans  le 
Chapitre  XV,  l'éditeur  résume  les  connaissances  acquises  sur 
les  divers  phénomènes  par  lesquels  se  révèle  l'anisotropie  des 
cristaux;  malheureusement  on  n'a  pas  réussi  à  saisir  une  relation 
simple  avec  la  forme  cristalline  pour  les  cristaux  biaxes. 

Dispersion,  —  Le  Chapitre  XVI  contient  l'exposé  rapide  de  la 
théorie  de  la  dispersion  de  Cauchy.  Il  semblerait  d'ailleurs  que  la 
cause  assignée  par  Cauchy  doive  subsister  dans  l'éther  des  espaces 
célestes,  tandis  qu'on  n'y  peut  observer  aucune  dispersion.  La 
cause  doit  donc  être  différente,  et  tenir  à  la  présence  de  la  matière 
et  aux  réactions  mutuelles  de  la  matière  et  de  l'éther.  Dès  l'an- 
née i84i,  Fr.  Neumann  a  proposé  une  théorie  qu'il  expose  dans 
le  Chapitre  XVfl.  Il  en  définit  fort  bien  le  caractère,  en  disant  que 
les  molécules  pondérables  agiraient  sur  les  ondes  lumineuses  à 
peu  près  comme  les  îles  d'un  archipel  sur  les  ondes  de  la  mer.  ]1 
regarde  en  effet  les  actions  de  l'éther  sur  la  matière  comme  insuf- 
fisantes pour  en  modifier  le  mouvement  et  traite  ses  molécules 
pondérables  comme  immobiles.  D'ailleurs,  d'après  la  manière  dont 
le  calcul  est  conduit,  on  suppose  que  la  sphère  d'action  d'une  mo- 
lécule d'éther  contient  un  très  grand  nombre  de  molécules  ma- 
térielles, et  réciproquement.  Pour  obtenir  la  force  motrice  sur  une 
molécule  d'éther,  il  suffit  d'ajouter  aux  termes  que  donne  la  théorie 
ordinaire  de  l'élasticité  un  terme  proportionnel  au  déplacemonl. 
par  rapport  aux  molécules  pondérables,  c'est-à-dire  au  déplace- 
ment absolu.  Une  première  approximation  donne  dans  l'indice 
deréfraction  un  ternie  pro|)ortionnel  au  carré  de  la  longueur  d'onde. 
Une    seconde   apj)ro\imalion    conduit     à    un    développement    île 
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l'inverse  du  carré  de  la  période^  suivant  les  puissances  paires  deJa 
lon<j;ueur  d'onde;  par  suite,  le  carré  de  l'indice  de  réfraction  est 
développé  en  série  de  puissances  paires  de  la  période. 

Là  s'arrête  la  discussion.  M.  Neumann  ajoute,  sans  citer  de 
nombres,  que  sa  formule  satisfait  fort  bien  aux  mesures  de  Fraun- 
Iiofer,  comme  d'ailleurs  celle  de  Cauchj.  Depuis  lors,  les  mesures 
d'indices,  en  fonction  de  la  longueur  d'onde  ont  été  singulièrement 
étendues,  d'abord  par  l'emploi  de  la  Photographie  dans  le  spectre 
ultra-violet,  plus  récemment  parl'emploi  du  bolomètre  de  M.  Lan- 
gley  dans  le  spectre  infra-rouge.  On  trouvera  dans  un  Mémoire  de 
M.  Mascart  et  dans  un  plus  récent  de  M.  Langley  une  discussion 
des  diverses  formules  proposées,  d'où  il  résulte  que  la  meilleure 
représentation  des  résultats  d'expérience  pour  la  plupart  des  verres, 
pour  le  spath,  le  quartz  et  le  sel  gemme,  est  obtenue  au  moyen  de 
la  formule  à  qualre  termes 

telle  que  Ta  proposée  M.  Briot.  Les  écarts,  considérables  avec 
toute  autre  formule  dans  l'infra-rouge,  restent  faibles  quoique 
certains.  D'adleurs,  la  découverte  des  phénomènes  de  dispersion 
anormale  est  venue  montrer  qu'une  telle  formule  ne  saurait  être 
générale.  C'est  en  tenant  compte  de  la  mobilité  des  molécules 
matérielles,  surtout  lorsque  la  période  de  leur  mouvement  naturel 
diffère  peu  de  la  période  du  mouvement  lumineux,  que  divers 
physiciens  allemands  ont  réussi  à  rendre  compte  de  ce  nouveau 
phénomène.  Mais  il  n'en  est  pas  question  dans  ce  Livre,  qui  repro- 
duit la  Leçon  professée  sur  ce  sujet  par  M.  F.  Neumann  pendant 
l'hiver  de  iSo'y-iSoS. 

Fibrations  des  solides.  —  L'Ouvrage  se  termine  par  quatre 
Chapitres  consacrés  aux  vibrations  transversales  des  cordes,  des 
membranes,  des  lames,  et  au  choc  longitudinal  des  prismes. 

Dans  chaque  Chapitre,  les  équations  fondamentales  sont  établies 
avec  méthode  et  clarté,  un  peu  longuement  peut-être,  et  sans 
mettre  suffisamment  en  lumière  le  lien  entre  la  forme  mathéma- 
tique des  hypothèses  et  leur  énoncé  en  langage  ordinaire.  Il  ne  faut 
d'ailleurs  pas  chercher  dans  ces  Chapitres  une  discussion  un  peu 
approfondie  comme  celle  du  Livre  de  Clebsch;  ce  ne  sont  que  des 
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exemples  pris  sous  leur  forme  la  plus  simple.  Ainsi  les  cordes 
vibrantes  sont  supposées  libres  dans  toute  leur  étendue,  mais  fixées 
à  des  obstacles  rigides  à  leurs  deux  extrémités;  l'auteur  ne  traite 
aucun  cas  de  vibrations  forcées.  Pour  mettre  en  évidence  les  pro- 
priétés du  mouvement  propagé,  il  examine  deux  cas  très  simples 
au  point  de  vue  mathématique  :  1°  déplacement  initial  d'un  seul 
point  delà  corde,  sans  vitesses  initiales;  2"  vitesse  initiale  com- 
muniquée à  un  seul  point  de  la  corde  sans  déplacement.  Ces  cas 
simples  ont  un  défaut  plus  grave  que  d'être  physiquement  irréali- 
sables; l'étudiant  dont  on  vient  de  retenir  l'attention  sur  de 
pareilles  discontinuités,  et  qui  arrive  au  paragraphe  suivant, 
consacré  à  l'étude  de  deux  cordes  attachées  bout  à  bout,  ne  doit 
plus  être  frappé  de  l'évidence  des  conditions  imposées  à  la  jonction 
des  deux  cordes  :  identité  du  déplacement  et  des  tensions  au  point 
de  jonction  de  quelque  côté  qu'on  les  évalue.  Ce  problème  n'est 
d'ailleurs  traité  que  dans  le  cas  de  cordes  indéfinies  et  pour  com- 
parer Tamplitude  du  mouvement  transmis  à  celle  du  mouvement 
réfléchi.  Les  amplitudes  sont  les  mêmes  qu'a  retrouvées  Fresnel 
pour  la  lumière  sous  l'incidence  normale.  L'auteur  ne  paraît  pas 
avoir  songé  au  problème  analogue  pour  les  vibrations  transversales 
d'une  membrane  plane  indéfinie,  uniformément  tendue,  mais  dont 
les  deux  moitiés  de  part  et  d'autre  d'une  droite  indéfinie  ont  des 
densités  superficielles  diflerentes;  la  propagation  d'une  onde  rec- 
tiligne  dans  cette  membrane  complexe  suit  toutes  les  lois  de  di- 
rection et  d'intensité  établies  pour  la  réflexion  et  la  réfraction  des 
ondes  planes  lumineuses  par  Fresnel  pour  le  rayon  dont  les  vibra- 
tions sont  normales  au  plan  d'incidence.  Les  vibrations  tangen- 
tielles  sans  variation  de  densité  superficielle  sont  également  inté- 
ressantes. 

Dans  le  Chapitre  relatif  aux  cordes,  l'auteur  s'est  servi  unique- 
ment des  intégrales  générales  contenant  les  fonctions  arbitraires 
nécessaires;  les  solutions  simples  sont  au  contraire  employées  dans 
le  Chapitre  XïX,  relatif  aux  membranes.  Après  avoir  établi  les 
équations  générales  relatives  à  une  nuMubrane  plane,  l'auteur 
montre  que  les  vibrations  tangentielles  ne  dépendent  que  de  l'élas- 
ticité de  la  matière,  tandis  que  les  vibrations  transversales  ne  dé- 
pendent que  de  la  tension  appliquée  au  contour  de  la  n)embranc. 

Il  étudie  spécialement  une  membrane  rectangulaire  soumise  à  des 
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tensions  inégales  parallèlement  aux  côtés,  et  en  particulier,  suppo- 
sant nulle  une  des  tensions,  revient  au  problème  des  cordes  pour 
introduire  l'emploi  des  solutions  simples.  Il  passe  ensuite  à  l'étude 
de  la  membrane  carrée  uniformément  tendue,  montre  comment  se 
classent  les  sons  simples  successifs,  les  uns  incommensurables,  les 
autres  formant  série  harmonique;  enfin  comment  plusieurs  figures 
nodales  distinctes  peuvent  correspondre  au  même  son.  Toute  cette 
étude,  moins  complète  que  celle  de  Lamé,  n'est  accompagnée 
d'aucun  commentaire  expérimental;  le  lecteur  trouvera  encore 
grand  profit  à  étudier  les  Mémoires  de  M.  Bourget  et  la  discus- 
sion qui  les  accompagne. 

Le  Chapitre  XX,  qui  n'avait  point  encore  été  publié,  est  consacré 
à  la  théorie  du  choc.  Dans  le  premier  paragraphe  est  exposée  la 
théorie  donnée  dans  les  Cours  de  Mécanique  rationnelle  ;  on  admet, 
le  plus  souvent  sans  le  dire  et  toujours  sans  le  justifier,  que  l'é- 
nergie interne  de  chacun  des  corps  est  après  le  choc  la  même 
([u'avant  le  choc.  Cette  hypothèse  est  inexacte;  le  mouvement  relatif 
produit  par  le  choc  se  propage  dans  l'intérieur  de  chaque  corps, 
et,  au  moment  de  la  séparation,  les  vitesses  internes  ne  sont  géné- 
ralement pas  distribuées  comme  celles  d'un  corps  solide  indéfor- 
mable, ou  bien  les  corps  sont  comprimés  ou  dilatés  uniformément. 
Les  corps  se  séparent  emportant,  outre  leur  force  vive  apparente, 
une  certaine  quantité  d'énergie  de  vibration  qu'il  est  impossible 
d'évaluer  sans  employer  la  théorie  de  l'élasticité.  Dans  quelques 
cas  particuliers  seulement,  Tétat  vibratoire  est  nul  et  la  théorie 
élémentaire  exacte.  L'auteur  traite  du  choc  longitudinal  de  cylindres 
de  même  diamètre  et  de  même  matière.  Tant  que  les  deux  cylin- 
dres sont  en  contact,  le  mouvement  se  propage  comme  s'ils  for- 
maient un  cylindre  continu.  La  séparation  commence  lorsque  la 
discontinuité  des  \itesscs,  après  s'être  propagée  de  part  et  d'autre 
de  la  surface  de  contact,  et  s'être  réfléchie  à  la  surface  libre  du 
corps,  revient  changée  de  signe  à  la  surface  de  contact.  C'est  alors 
du  côté  du  corps  antérieur  qu'est  la  plus  grande  vitesse;  celui-ci 
s'échappe.  Deux  cas  particuliers  sont  seulement  traités  :  quand 
les  deux  cylindres  ont  des  longueurs  égales,  il  y  a  échange  de  leurs 
vitesses  de  translation;  quand  le  cylindre  antérieur  animé  d'une 
vitesse  (^  a  une  longueur  dt)uble  de  l'autre,  dont  la  vitesse  initiale 
esl  v' ,  il  ne  prend  qu'une  vitesse  ^(^v  -f-  c'),  ce  (jui  n'est  point  cou- 
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forme  à  la  théorie  élémentaire;  mais,  au  moment  de  la  sépara- 
tion, il  est  encore  comprimé  et,  par  conséquent,  reste  animé  d'un 
mouvement  vibratoire  longitudinal.  Dans  les  deux  cas,  la  durée 
du  choc  est  la  période  du  son  fondamental  du  plus  court  des  deux 
cylindres. 

L'éditeur,  M.  Mejer,  rappelle  les  travaux  théoriques  de  M.  de 
Saint-Venant  et  le  Mémoire  de  M.  Hertz  sur  le  choc  des  sphères;  il 
donne  enfin  une  liste  de  Mémoires  expérimentaux,  dont,  dit-il, 
l'accord  avec  la  théorie  élastique  n'est  pas  très  satisfaisant,  peut- 
être  parce  qu'on  a  négligé  de  tenir  compte  de  la  chaleur  dégagée; 
je  crois  plutôt  que  les  moindres  chocs  produisent,  dans  le  voisi- 
nage de  la  surface  de  contact,  des  déformations  trop  grandes 
et  trop  rapides  pour  que  les  forces  leur  soient  proportionnelles,  et 
pour  que  les  frottements  et  les  déformations  permanentes  soient 
entièrement  négligeables. 

Le  dernier  Chapitre  est  consacré  à  la  flexion  des  lames.  Pour  éta- 
blir l'équation  ibndamentale  l'auteur  emploie  un  mode  de  raison- 
nement (déjà  utilisé  dans  le  Chapitre  précédent)  bien  souvent  cri- 
tiqué à  juste  titre,  notamment  par  M.  Maurice  héwy  dans  son 
Mémoire  sur  la  flexion  des  plaques  métalliques.  11  suppose  que,  si 
la  section  transversale  de  la  lame  est  assez  petite,  on  peut  représen- 
ter les  déplacements  d'un  point  cjuelconque  d'une  section  droite  jus- 
qu'au bord  par  les  premiers  termes  d'un  développement  en  série  de 
Taylor  par  rapport  aux  deux  coordonnées  transversales.  Ce  qui  est 
évident,  c'est  qu'un  pareil  développement  peut  être  emplové  dans 
une  aire  très  petite  par  rapporta  la  section  droite,  petite  ou  grande; 
pour  avoir  le  droit  de  l'étendre  à  toute  la  section  droite,  sous  ])ré- 
texte  qu'elle  est  petite,  il  faudrait  montrer  sous  quelles  conditions 
les  équations  aux  dérivées  partielles  relatives  à  un  élémcnl  de 
volume  quelconque  sont  satisfaites  avec  une  approximation  suffi- 
sante. Ce  mode  d'exposition  n'est  pas  beaucouj)  plus  court  (|ue 
celui  de  M.  de  Saint-Venant,  et  est  bien  moins  satisfaisant.  Il  n'v 
a  pas  d'indication  de  l'existence  des  deux  plans  principaux  de 
flexion,  cl  de  leur  relation  avec  les  axes  d'inerlic  de  la  section 
droite.  Le  principal  problème  traité  est  celui  dos  vibralions  Irans- 
versales  des  lames  rectilignes,  dont  les  exlr(''mil('s  sont  libres. 
L'auteur  s'arrête  après  avoir  calculé  la  position  dv<  iKvuds,  cl  dit 
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en  deux  lignes  que  Strelilke  les  a   trouvés  craccord   avec  l'expé- 
rience. 

Ici  finit  le  Livre;  son  caractère  est  nettement  accusé  par  l'ab- 
sence d'un  Chapitre  sur  la  flexion  des  plaques,  et  d'un  autre  sur 
les  déformations  permanentes  et  leurs  effets  optiques,  étudiés  par 
M.  Fr.  Ncumann  presque  au  début  de  sa  carrière.  Toutes  les  appli- 
cations controversées  ou  exigeant  une  discussion  délicate  sont 
systématiquement  exclues.  C'est  donc  bien  un  Livre  élémentaire, 
un  Ouvrage  d'enseignement  excellent  à  recommander  aux  étudiants 
qui  veulent  apprendre  les  généralités  de  la  théorie  mathématique 
de  l'élasticité,  son  application  à  la  théorie  de  la  lumière,  et  les  pro- 
blèmes particuliers  les  plus  simples  qu'elle  permet  de  traiter  seu- 
lement à  titre  d'exemples,  mais  à  l'exclusion  des  plus  difficiles 
d'entre  eux.  Quant  aux  expériences,  le  lecteur  curieux  de  les  con- 
naître avec  précision  devra  recourir  aux  traités  de  Physique  ou  aux 
Mémoires  originaux.  Marcel  Buillouin. 
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BERTRAND  (J.)-  —  Calcul  des  probabilités,   i  vol.  in-8°;  Lvn-339-  p. 
Paris,  Gauthier- Villars  el  Fils;  1889. 

Les  personnes  peu  versées  dans  les  Mathématiques  s'étonnent 
d'habitude  quand  elles  entendent  parler  de  l'élégance  d'une  dé- 
monstration ou  d'un  calcul.  Les  mathématiciens  de  profession, 
eux  aussi,  s'émerveilleraient  sans  doute  qu'on  osât  louer  ce  qu'il 
j  a  de  fin  et  de  spirituel  dans  un  Livre  de  Mathématiques.  Il 
faut  pourtant  s'y  résoudre  cette  fois  ;  au  reste,  l'étonnement  di- 
minue quand  on  pense  au  nom  de  l'auteur.  Il  convient  aussi 
d'ajouter  que  la  finesse  n'est  pas  absente  de  tous  les  écrits  ma- 
thématiques, bien  que,  d'ordinaire,  on  se  plaise  davantage  à  y 
admirer  la  vigueur  avec  laquelle  les  déductions  sont  poursuivies; 
elle  est  nécessaire  dès  que  l'on  touche  aux  principes  et  que  l'on 
veut  regarder  les  choses  en  elles-mêmes.  «  11  n'est  question  que 
d'avoir  bonne  vue,  mais  il  faut  l'avoir  bonne,  car  les  principes 
sont  si  déliés  et  en  si  grand  nombre,  qu'il  est  presque  impossible 
qu'il  n'en  échappe.  Or  l'omission  d'un  principe  mène  à  l'erreur; 
ainsi  il  faut  avoir  la  vue  bien  nette  pour  voir  tous  les  principes, 
et  ensuite  l'esprit  juste  pour  ne  pas  raisonner  faussement  sur  les 
principes  connus.  »  Cette  phrase  de  Pascal  s'applique  parfaite- 
ment au  Calcul  des  probabilités  ;  il  faut  avoir  la  vue  bien  nette 
pour  s'en  occuper,  pour  ne  point  faire  d'omissions  dans  les  énumé- 
rations,  et  distinguer  des  choses  qui  se  ressemblent  singulière- 
ment, plus  que  ne  font  d'habitude  la  vérité  et  l'erreur. 

Ceux  qui  ont  la  vue  bonne  aiment  à  l'exercer;  c'est  peut-être 
là  une  des  raisons  qui  ont  amené  le  Secrétaire  perpétuel  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  à  traiter  de  ce  calcul,  qu'il  regrette  de  voir 
aussi  délaissé  qu'il  est.  Ce  n'est  pas  la  seule,  assurément  ;  il  y  a 
là  souvent,  entre  deux  équations,  belle  matière  à  raillerie.  Les  lec- 
teurs de  M.  Bertrand  ne  regretteront  pas  qu'il  s'y  complaise  et 
qu'il  crève  les  prétentions  de  ceux  qui  voudraient  porter  le  «  llam- 
beau  de  l'Algèbre  »  où  il  n'a  que  (aire  ;  parfois  même  la  fantaisie 
se  donne  carrière,  c'est  merveille  alors.  Le  pau\  re  /lo/nnic  moyen 
de  Quetclet  n'est  pas  épargné;  écoule/,  la  iiii  de  son  porirail  : 
Bull,  des  Sciences  rnat/icni.    2'  série,  l.  Mil.  (l'i-vricr  iSSi).)  3 
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«  Dans  le  corps  de  l'homme  moyen,  Fauleiir  belge  place  une  âme 
moyenne.  11  faut,  pour  résumer  les  qualités  morales,  fondre  vingt 
mille  caractères  en  un  seul.  L'homme  type  sera  donc  sans  passions 
et  sans  vices,  ni  fou,  ni  sage,  ni  ignorant,  ni  savant,  souvent 
assoupi  :  c'est  la  moyenne  entre  la  veille  et  le  sommeil  ;  ne  répon- 
dant ni  oui  ni  non;  médiocre  en  tout.  Après  avoir  mangé  pendant 
trente-huit  ans  la  ration  moyenne  d'un  soldat  bien  portant,  il 
mourrait,  non  de  vieillesse,  mais  d'une  maladie  moyenne  cpie  la 
Statistique  révélerait  pour  lui.  )>  N'est-ce  pas  achevé?  Cela,  à  la 
vérité,  est  tiré  de  la  Préface,  où  la  verve  de  l'écrivain  se  déploie  à 
l'aise  -,  mais  souvent  elle  perce  ailleurs. 

Ce  n'est  pas  tout  :  plus  d'un  problème  classique  du  Calcul  des 
probabilités  conduit  à  des  résultats  fort  paradoxaux,  et  l'on  soup- 
çonne la  joie  qu'a  eue  l'auteur  à  se  jouer  parmi  ces  paradoxes,  à 
percer  à  jour  ceux  qui  n'ont  point  de  solidité,  et  à  bien  mettre  en 
lumière  la  part  de  vérité  que  contiennent  les  autres.  Enfin  le 
Calcul  des  probabilités  permet  de  poser  et  de  résoudre  des  pro- 
blèmes bien  «  plaisants  et  délectables  »,  et  l'auteur  ne  s'est  pas 
refusé  ce  plaisir.  On  trouvera  dans  son  Livre  jusqu'à  des  solutions 
politiques,  que  M.  Bertrand,  il  est  vrai,  a  la  modestie  de  ne  pas 
préconiser.  Voulez-vous,  par  exemple,  dans  un  pays  de  suffrage 
universel,  où  les  deux  partis  opposés  sont  presque  numériquement 
égaux,  avoir  une  Chambre  bien  homogène?  Supposons  dix  millions 
d'électeurs,  4^00000  d'une  opinion,  5  5oo  000  de  l'autre.  Le  pro- 
blème semble  difficile.  Eh  bien,  groupez  les  électeurs  par  vingt 
milles,  tirés  au  sort  dans  les  dix  millions;  que  chaque  groupe  élise 
un  député  :  sur  les  cinq  cents  députés  nommés  de  cette  façon, 
pas  un  n'appartiendra  à  la  minorité  ;  ou  plutôt,  s'il  en  entre  un  à 
la  Chambre,  le  parti  de  la  minorité  devra  s'estimer  beaucoup  plus 
heureux  qu'un  joueur  qui  tirerait,  l'un  après  l'autre,  deux  quines 
à  la  loterie.  N'y  a-t-il  pas  là  un  beau  projet,  une  bonne  loi  élec- 
torale «  bien  juste  »,  que,  sans  les  difficultés  d'application,  on 
ferait  aisément  accepter  par  d'honnêtes  libéraux,  soucieux  d'en- 
lever au  pouvoir  central  la  possibilité  de  fausser  le  vote  par  le 
remaniement  des  circonscriptions? 

En  lisant  la  Préface  du  Livre  de  M.  Bertrand,  intitulée  Les  lois 
du  hasard^  on  ne  peut  s'empêcher  de  penser  à  cette  inoubliable 
Introduction  que  Laplacc  a  mise  en  tête  de  la  Théorie  analytique 
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des  probabilités.  Quel  contraste!  Ce  ne  sont  plus  ces  magnifiques 
périodes,  légèrement  solennelles,  où  Laplace  expose  les  principes 
d'une  philosophie  un  peu  trop  sûre  d'elle-même,  et  déroule  les 
conséquences  d'une  science  admirable,  mais  parfois  trop  confiante 
dans  sa  portée  :  ce  sont  des  anecdotes,  des  petits  faits  probants,  des 
petites  phrases  nettes,  précises,  courtes,  pressées,  dont  chacune 
semble  comprimée  par  la  pensée  qui  va  suivre,  et  qui  a  hâte  de 
sortir  ;  point  de  principes  hasardeux  ;  une  critique  toujours 
éveillée,  et  comme  joyeuse  d'avoir  à  s'exercer.  «  L'empreinte  du 
hasard,  dit  M.  Bertrand,  est  marquée,  très  curieusement  quelque- 
fois, dans  les  nombres  déduits  des  lois  les  plus  précises.  Une 
table  de  logarithmes  en  témoigne.  Pour  10  000  nombres  succes- 
sifs, dans  les  Tables  à  10  décimales  de  Véga,  je  prends  la  septième 
figure  du  logarithme  :  rien  dans  ce  choix  n'est  laissé  au  hasard. 
L'Algèbre  gouverne  tout,  une  loi  inflexible  enchaîne  tous  les 
chiffres.  Si  l'on  compte  cependant  les  résultats,  on  aura,  à  très 
peu  près,  sur  10  000,  1000  fois  le  chifî're  i  et  ainsi  des  autres  :  la 
formule  se  conforme  aux  lois  du  hasard.  Vérification  faite,  sur 
10  000  logarithmes,  le  septième  chilfre  s'est  trouvé  990  fois  égal 
à  I,  99.3  fois  égal  à  2,  1012  fois  égal  à  4-  En  partageant  les  loooo 
nombres  en  dix  séries  et  prenant  pour  chacune  les  moyennes  des 
écarts,  j'entends  la  diflerence  entre  le  nombre  des  apparitions  de 
l'un  des  chiffres  et  le  nombre  normal  100,  et  les  comparant  à  la 
moyenne  du  carré  des  écarts,  le  rapport  des  nombres,  qui,  d'après 
les  lois  du  hasard,  devrait  être  i,5'-0796,  moitié  du  nombre  que 
les  géomètres  désignent  habituellement  par  la  lettre  tt,  se  trouve 
être  égal  à  i,56i  :  le  même  calcul  fait  à  l'aide  du  chiffre  i  donne 
1,098,  et  la  moyenne  de  ces  deux  résultats  est  1,5-9.  ^es  trois 
premiers  chiflVes  sont  exacts.  »  Des  observations  analogues,  si  je 
ne  me  trompe,  ont  été  faites  sur  les  chiffres  décimaux  du  nombre  t.. 
Certes,  voilà  des  faits  curieux,  et  qui  donnent  à  penser,  sur  les 
sujets  les  plus  graves.  Mais  \\  est  clair  (pTil  n'y  a  aucune  conclu- 
sion positive  à  tirer  de  ce  rapproclicmcnt  entre  des  phénomènes 
entièrement  déterminés  et  d'aulres  dont  la  nature,  les  causes  et 
les  lois  (si  elles  existent)  nous  sont  entièrement  inconnues.  Ce 
n'est  pas  M.  Bertrand  qui  écrit  :  <(  Tous  les  événements,  ce\\\  mémo 
qui  par  leur  petitesse  semblent  ne  pas  tenir  aux  grandes  lois  de  la 
nature,  en  sont  une  suite  aussi  nécessaire  que  les  révolutions  du 
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Soleil.  Dans  l'ignorance  des  liens  qui  les  unissent  au  système 
entier  de  l'univers,  on  les  a  fait  dépendre  des  causes  finales  ou  du 
hasard,  suivant  qu'ils  arrivaient  et  se  succédaient  avec  régularité 
ou  sans  ordre  apparent  ;  mais  ces  causes  imaginaires  ont  été  suc- 
cessivement reculées  avec  les  bornes  de  nos  connaissances,  et  dis- 
paraissent entièrement  devant  la  saine  philosophie,  qui  ne  voit  en 
elles  que  l'expression  de  l'ignorance  où  nous  sommes  des  véri- 
tables causes.  »  On  peut  s'en  fier  au  jugement  et  à  la  prudence  de 
M.  Bertrand  :  dans  le  brillant  résumé  qui  ouvre  son  Livre,  il 
touche  aux  questions  philosophiques  que  pose  le  Calcul  des  pro- 
babilités, il  ne  les  tranche  pas  avec  la  sérénité  d'un  homme  qui 
ignore  le  doute  -,  on  reste  avec  lui  sur  le  terrain  vraiment  scien- 
tifique, et  les  applications  à  la  Statistique,  celles  à  la  théorie  des 
jugements,  que  Stuart  Mill  déclarait  le  scandale  des  Mathéma- 
tiques, sont  réduites  à  leur  valeur,  qui,  souvent,  est  petite. 

Je  me  suis  bien  attardé  (non  sans  plaisir)  à  ces  préliminaires  ; 
j'ai  hâte  d'arriver  à  l'analyse  de  la  partie  mathématique  de  l'Ou- 
vrage. 

Il  est  divisé  en  treize  Chapitres.  Les  trois  premiers  sont  con- 
sacrés aux  définitions,  à  des  exemples  qui  les  éclaircissent,  à  divers 
problèmes  qui  peuvent  se  résoudre  directement.  Tout  d'abord, 
l'auteur  insiste  sur  la  nécessité  de  supposer,  dans  la  définition  de 
la  probabilité,  les  différents  cas  également  probables.  Cette  re- 
marque suffit  à  faire  justice  du  paradoxe  de  d'Alembert  qui  ne 
comptait  jamais  que  deux  cas,  le  cas  favorable  et  le  cas  défavo- 
rable, et  qui  concluait  plaisamment  que  la  probabilité  de  tout 
événement  est  ^.  Ce  raisonnement-là  fera  toujours  la  joie  de  ceux 
qui  n'ont  pas  envie  d'apprendre  le  Calcul  des  probabilités.  Pour 
les  autres,  M.  Bertrand  donne  des  exemples  très  nets,  qui  mon- 
trent bien  les  précautions  à  prendre.  Un  peu  plus  loin  il  signale 
les  difficultés  qui  se  présentent  quand  le  nombre  de  cas  possibles 
est  infini. 

((  On  trace  au  hasard  une  corde  dans  un  cercle.  Quelle  est  la 
probabilité  pour  qu'elle  soit  plus  petite  que  le  côté  du  triangle 
équi latéral  inscrit? 

»  On  peut  dire  :  si  l'une  des  extrémités  de  la  corde  est  con- 
nue, ce  renseignement  ne  change  pas  la  probabilité  ^  la  symétrie 
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du  cercle  ne  permet  d'y  attacher  aucune  influence,  favorable  ou 
défavorable,  à  l'arrivée  de  l'événement  demandé. 

»  L'une  des  extrémités  de  la  corde  étant  connue,  la  direction 
doit  être  réglée  par  le  hasard.  Si  l'on  trace  les  deux  côtés  du 
triangle  équilatéral  ayant  pour  sommet  le  point  donné,  ils  for- 
ment entre  eux  et  avec  la  tangente  trois  angles  de  60".  La  corde, 
pour  être  plus  grande  que  le  côté  du  triangle  équilatéral,  doit  se 
trouver  dans  celui  des  trois  angles  qui  est  compris  entre  les  deux 
autres.  La  probabilité  pour  que  le  hasard  entre  trois  angles  égaux 
qui  peuvent  la  recevoir  la  dirige  dans  celui-là  semble,  par  dé- 
finition, égale  à  |. 

»  On  peut  dire  aussi  :  si  l'on  connaît  la  direction  de  la  corde, 
ce  renseignement  ne  change  pas  la  probabilité.  La  symétrie  du 
cercle  ne  permet  d^y  attacher  aucune  influence,  favorable  ou  dé- 
favorable, à  l'arrivée  de  l'événement  demandé. 

»  La  direction  de  la  corde  étant  donnée,  elle  doit,  pour  être 
plus  grande  que  le  côté  du  triangle  équilatéral,  couper  l'un  ou 
l'autre  des  rayons  qui  composent  le  diamètre  perpendiculaire  dans 
la  moitié  la  plus  voisine  du  centre.   La  probabilité  pour  qu'il  en 

soit  ainsi  semble,  par  définition,  être  égale  à  -,  •  •  •  » 

Voilà  qui  est  rassurant.  Toutes  les  fois  qu'on  rencontre  des  rai- 
sonnements de  ce  genre,  il  n'y  a  qu'à  passer  outre. 

A  la  vérité,  le  terrain  de  la  science  des  probabilités,  pour  rester 
aussi  solide,  semble  devoir  être  bien  restreint.  Laissons  de  côté 
les  problèmes  où  le  nombre  de  cas  possibles  est  infini,  et  où,  pour 
avoir  un  sens,  la  probabilité  doit  évidemment  être  définie  à  nou- 
veau; parmi  les  autres  même,  ceux  où  l'on  aperçoit  nettement 
l'égale  probabilité  des  divers  cas  possibles  sont  assez  limités,  et  il 
semble  qu'on  ne  puisse  avoir  affaire  qu'à  ces  questions  concernant 
les  coups  de  dés,  les  jeux  de  cartes,  le  tirage  des  boules  placées 
dans  des  urnes,  qui  ont  donné  naissance  au  Calcul  des  probabi- 
lités; dans  ces  problèmes,  on  peut  presque  dire  que  l'égalité  des 
chances  entre  les  différents  cas  est  objective,  indépendante  de 
l'intelligence  (pii  l'affirme,  tant  les  causes  complexes  et  les  lois 
douteuses  qui  amènent  un  événement  plutôt  qu'un  aiilre  échapjM^nt 
à  toute  évaluation  ol  à  loulc  connaissance.  Pour  applupicr  le  calcul 
des  probabilités  à  d'aulres  problèmes,  il  csl  néccssairi^   dclondre 
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la  (IcliniLion  de  la  probal)iliLé.  «  La  probabililé  d'un  événement, 
quelle  qu'en  soit  la  nature,  est  dite  égale  à  une  fraction  donnée/?, 
lorsque  celui  qui  attend  I  événement  pourrait  échanger  indifFé- 
remment  les  craintes  ou  les  espérances,  les  avantages  ou  les  in- 
convénients attachés  à  l'arrivée  de  cet  événement  contre  les  con- 
séquences supposées  identiques  de  la  sortie  d'une  boule  puisée 
dans  une  urne  dont  la  composition  fait  naître  une  probabilité  égale 
k  p.  »  En  admettant  cette  définition,  on  pourra  aborder  les  pro- 
blèmes où  la  probabilité  est  toute  relative  à  celui  qui  fait  cette 
assimilation,  dépend  de  sa  connaissance  ou  de  son  ignorance  de 
certains  faits  et  repose  sur  une  évaluation  toute  personnelle. 
Quoi  qu'il  en  soit,  la  solution  de  ces  problèmes  et  de  tous  ceux 
où  l'on  acceptera  la  précédente  définition  vaudra  ce  que  vaut 
l'assimilation;  qu'elle  soit  pleinement  justifiée  ou  qu'on  l'accepte 
simplement,  il  faudra  en  accepter  les  conséquences.  Par  exemple, 
en  supposant  acquise  la  notion  de  la  probabilité  composée  et  cette 
proposition  fondamentale  :  «  La  probabilité  d'un  événement  com- 
posé est  le  produit  de  la  probabilité  du  premier  événement  par  la 
probabilité  qu'acquiert  le  second  quand  on  sait  que  le  premier  est 
arrivé  )>,  on  sera  en  droit  de  dire  :  «  Si,  après  avoir  appelé  un 
médecin,  on  évalue  à  -j^  la  probabilité  pour  qu'il  vienne,  et  à  |^  la 
probabilité  pour  qu'il  procure,  s'il  vient,  la  guérison  du  malade  ; 
sans  discuter  ces  chiffres,  celui  qui  les  admet  peut  ajouter  :  la  pro- 
bilité  pour  que  le  malade  soit  visité  et  guéri  par  le  médecin  est, 
pour  moi, 

Q  I  3 

—  X  X  =  — .  » 
lo        3        lo 

L'application  du  principe  des  probabilités  composées  exige  l'in- 
dépendance des  événements  que  Ton  considère;  si  l'arrivée  du 
premier  événement  change  la  probabilité  du  second,  le  principe 
ne  vaut  plus.  Il  y  a  là  une  source  d'erreurs  contre  lesquelles 
M.  Bertrand  met  le  lecteur  en  garde  :  il  en  cite  des  exemples 
bien  intéressants,  entre  autres  le  raisonnement  par  lequel  Maxwell 
a  obtenu  la  formule 

comme  donnant  la  probabilité  pour  qu'une  molécule,  prise  dans 
une  masse  de  gaz,  ait  une  vitesse  dont  la  composante  parallèle  à 
une  direction  donnée  soit  égale  à  x. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  3i 

A  côté  du  principe  des  probabilités  composées  se  place  le  prin- 
cipe des  probabilités  totales  :  si  l'on  partage  les  cas  favorables  en 
plusieurs  groupes,  la  probabilité  de  l'événement  sera  la  somme 
des  probabilités  pour  qu'il  appartienne  à  chacun  des  groupes  :  ces 
groupes  sont  arbitraires,  mais  ils  doivent  enfermer  tous  les  cas 
possibles  sans  qu'aucun  s'y  rencontre  deux.  fois.  C'est  faute  d'ob- 
server ces  conditions  indispensables  qu'on  se  trompe  le  plus  sou- 
vent en  appliquant  ce  principe. 

A  ces  notions  viennent  s'ajouter  celles  de  V espérance  mathé- 
matique et  de  la  valeur  probable  d'une  grandeur.  L'espérance 
mathématique  d'un  joueur  qui  a  la  probabilité  p  de  recevoir  la 
somme  S  est  mesurée  par  le  nombre  pS;  si  des  événements  ayant 
pour  probabilités  les  nombres  /:>,,  p,^  .  .  .,  pn  donnent  droit  aux 
sommes  S<,  So,  .  .  .,  S/^,  l'espérance  mathématique  est 

P\  Si  -4-/>2  So  -H  . . .  -f-/>/iS/i  ; 

de  même  la  valeur  probable  d'une  grandeur  inconnue  x  qui  peut, 
selon  les  décisions  du  hasard,  prendre  lés  valeurs  X\,  x-y^  .  .  . ,  x„, 
pour  lesquelles  les  probabilités  respectives  sont/?,,/?2>  •  •  •  7/^/0  est 

P\  ^l  ~T- Pl^l  +  .  .  .  +  Pn^ii' 

La  valeur  probable  d'une  fonction  de  plusieurs  grandeurs  incon- 
nues ne  s'obtient  pas,  en  général,  en  substituant  dans  cette  fonction 
les  valeurs  probables  de  ces  grandeurs;  cela,  toutefois,  arrive 
quand  la  fonction  est  une  somme,  et  aussi  quand  elle  est  un  pro- 
duit àe  facteurs  indépendants. 

Telles  sont  les  notions  fondamentales  que  M.  Bertrand  introduit 
dans  les  trois  premiers  Chapitres  et  dont  il  développe  les  consé- 
quences. Je  citerai  un  peu  au  hasard  quelques-uns  des  problèmes 
qu'il  traite.  Ceux  qui  appartiennent  à  un  même  Chapitre  ont  été 
réunis  dans  un  même  alinéa. 

Quelle  est  la  probabilité  pour  qu'en  jetant  deux  dés  n  fois  de 
suite  on  amène  sonnez  au  moins  une  fois?  —  La  probabilité  d'un 
événement  est  /;,  combien  faut-il  tenter  d'épreuves  pour  que 
la  probabilité  de  voir  l'événemenl  se  [)roduire  au  moins  une  fois 
dépasse  une  fraction  donnée  /?  —  Pierre  et  Paul  sont  soumis  à  un 
scrutin  de  ballottage;  l'urne  contient  ni  bulletins  favorables  à 
Pierre,  n  favorables  à  Paul  ;  ni  est  j>lus  grand  ([iie  //  :  Pierre  sera 
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<''lii.  Quelle  est  la  probabilité  |)onr  que,  pendant  le  dépouillement 
du  scrutin,  les  bulletins  sortent  dans  un  ordre  tel  que  Pierre  ne 
cesse  pas  un  seul  instant  d'avoir  l'avantage? 

Probabilité  des  brelans  au  jeu  de  la  bouillotte.  —  Est-il  avanta- 
geux pour  le  ponte  ou  pour  le  banquier  de  demander  une  carte 
au  jeu  de  baccarat  quand  il  a  le  point  5?  —  /?  -j-  i  joueurs  A<, 
Ao,  .  .  • ,  A,i  jouent  aux  conditions  suivantes  :  Aj  et  Ao  jouent  une 
première  partie;  A3  remplace  le  perdant;  A/,,  A5,  .  .  .  luttent  suc- 
cessivement contre  le  perdant  de  la  partie  précédente.  La  poule 
continue  ainsi  jusqu'à  ce  qu'un  joueur  ait  gagné  successivement 
tous  les  autres  et,  par  conséquent,  /^  parties  de  suite.  Quelle  est  la 
probabilité  que  la  partie  se  termine  au  coup  de  rang  xl 

On  trace  sur  un  plan  indéfini  des  lignes  parallèles  équidi- 
stantes.  Une  aiguille  est  lancée  au  liasard  sur  le  plan  ;  Pierre  re- 
cevra i^""  par  rencontre  de  l'aiguille  avec  une  des  parallèles.  Quelle 
est  l'espérance  mathématique  de  Pierre?  —  Un  nombre  n  de 
joueurs  ayant  déposé  chacun  i^''  jettent  un  nombre  [i.  de  dés. 
L'enjeu  total  appartient  à  celui  qui  amènera  la  plus  grande  somme 
de  points,  ou  sera  partagé  entre  ceux  qui  auront  amené  le  même 
nombre  de  points,  plus  grand  que  celui  des  autres  joueurs.  Pierre 
joue  le  premier,  il  amène  k  points.  Quelle  est,  avant  que  les 
adversaires  aient  joué,  son  espérance  mathématique?  —  Pierre 
ayant  obtenu  le  point  A',  quel  est  le  nombre  d'adversaires  le  plus 
favorable  à  ses  intérêts,  c'est-à-dire  quel  est  celui  qui  lui  laisse  la 
plus  grande  espérance  mathématique? —  Paradoxe  de  Saint-Pé- 
tersbourg. 

Les  deux  Chapitres  qui  suivent  sont  consacrés  au  théorème  de 
Jacques  Bernoulli. 

La  probabilité  d'un  événement  est  p\  on  fait  un  très  grand 
nombre  [ji  d'épreuves;  le  nombre  le  plus  probable  d'arrivées  pour 
cet  événement  est  [ji/?;  tel  est,  au  fond,  le  théorème  de  Bernoulli; 
mais  il  y  a  plus,  on  peut  calculer  la  probabilité  de  ce  nombre  d'ar- 
rivées ou  d'un  nombre  qui  s'en  écarte  ;  les  probabilités  des  divers 
écarts  suivent  des  lois  simples. 

M.  Bertrand  donne  trois  démonstrations  distinctes  du  théorème 
de  Bernoulli  :  la  première,  qui  conduit  à  tous  les  résultats  qui 
viennent  d'être  signalés,  est  particulièrement  lumineuse. 

Soit/?  la  probabilité  d'un  événement,  q  =:  i  — p  la  probabilité 
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de  l'événemeDt  contraire;  on  fait  |i,  épreuves  dans  les  mêmes  con- 
ditions. Quelle  est  la  probabilité  pour  que  le  premier  événement 
se  présente  ji  fois,  le  second  ]j.  —  n  fois? 

Si  l'on  considère  un  ordre  déterminé  dans  lequel  le  premier 
événement  se  produit  ainsi  n  fois,  le  second  \l  —  n  fois,  la  proba- 
bilité pour  que  cet  ordre  se  réalise  est 

Il  y  a  autant  de  ces  ordres  qu'il  j  a  de  permutations  de  \x  objets 
dont  n  sont  égaux  à  A,  et  [J.  —  az  à  B,  c'est-à-dire 

1.2...   \J. 


I  .  2  .  .  .  /i  X  I  .  2 .  .  .    \J.  —  Il 


puisque  tous  ces  ordres  sont  également  probables,  la  probabilité 
cherchée  est 

.    .  1  .2.  .  .  [JL 

(i) p^^qV--'K 

\  .1 . .  .  n  X  i  .1 .  .  .  \j.  —  il  ^     ^ 

Pour  connaître  le  nombre  d'arrivées  le  plus  probable,  il  faut  cher- 
cher pour  quelle  valeur  de  Ji  l'expression  précédente,  où  p,  q^  a 
sont  donnés,  est  la  plus  grande  possible;  cela  a  lieu  sous  les  con- 
ditions 

V-P  -^q  >  ri>  \J-P  —  q', 

n  est  déterminé  par  ces   inégalités  et  l'on  peut  prendre  iKp  pour 
sa  valeur  approchée. 

L'application  de  la  formule  de  Stirling  à  l'expression  (i),  dans 
laquelle  on  suppose  p.  très  grand  eX,  n=  ^p  —  h  voisin  de  la  va- 
leur [A/?,  donne  la  valeur  approchée  que  voici  : 

/r- 


(2)  -^———  e    ^iW; 

y  '/.Tzixpq 

elle  est  acceptable  même  quand  l'écart  h  est  grand,  en  raison  des 
valeurs  très  petites  qu'elle  fournit  alors  pour  la  probabilité;  elle 
se  réduit,  pour  h  =  o^  à 


s/ 2-^1 


ixpq 


c'est  la  probabilité  du  nombre  d'ariivécs  le  plus  probable,  cl  l'on 
voit  que  cette  probabilité  tend  vers  zéro  quand  a  augmente  indéfi- 
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niinenl.  La  probabilité  pour  (jiie  TécarL  soit,  en  valeur  absolue, 
inférieur  à  a  est  donnée  approximativement  par-  la  formule 

en  posant 

la  fonction  B(^),  dont  une  Table  placée  à  la  fin  du  Volume  donne 
les  valeurs  numériques,  tend  rapidement  vers  l'unité  quand  t 
augmente.  Ces  formules  approchées  se  trouvent  confirmées  d'une 
façon  très  curieuse  par  diverses  applications  qu'indique  M.  Ber- 
trand, et  où  la  valeur  exacte  delà  probabilité  est  connue  a  priori: 
par  exemple,  la  probabilité  pour  que  la  valeur  absolue  de  l'écart 
soit  comprise  entre  zéro  et  l'infini  est  manifestement  égale  à  l'unité, 
et  c'est  ce  que  donne  exactement  la  formule  précédente,  bien 
qu'elle  ne  soit  qu'approchée. 

Ces  diverses  formules,  dont  les  conséquences  sont  étudiées  avec 
le  plus  grand  détail,  fixent  nettement  le  sens  du  théorème  de  Ber- 
nouUi  et  des  propositions  qui  le  complètent. 

Je  laisse  de  côté,  malgré  leur  intérêt  propre,  les  deux  autres 
démonstrations  que  M.  Bertrand  donne  de  ce  théorème;  mais  je 
dois  signaler  un  lemme  sur  lequel  repose  l'une  d'elles,  à  cause  de 
l'importance  qu'il  prendra  dans  la  suite. 

Soient  A,,  k-2-,  •  •  •  ?  ^«  les  valeurs  possibles  d'une  grandeur; 
P\iPii  -''->  Pli  leurs  probabilités  respectives.  On  a  dit  plus  haut 
que  la  valeur  probable  de  cette  grandeur  était  par  définition 

Supposons  que,  pour  mesurer  cette  grandeur,  on  ait  fait  un 
grand  nombre  d'épreuves  et  que  l'on  ait  trouvé  ainsi  les  nombres 
j:",,  ^Ts,  .  .  . ,  x^,\  la  moyenne  arithmétique 

a"i  -+-  37-2  -f-  .  .  .  -h  ^M. 


différera  peu  de  la  valeur  probable  de  cette  grandeur;  c'est-à-dire 
que  la  valeur  probable  du  carré  de  la  diftércnce 


X\-\-  X',-^-  .  .  .  -\-  X 
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tendra  vers  zéro  quand  jjl  augmentera  indéfînimeQt  :  ce  carré,  en 
effet,  peut  s'écrire 

— î 2 H  G2  ; 

en  désignant  par  H  la  valeur  probable 

d'une  quelconque  des  quantités  j;^,  œl,   ...,  Jy_,  on  trouve   de 
suite  que  la  valeur  probable  du  carré  considéré  se  réduit  à 

H~G2 


elle  tend  évidemment  vers  zéro  avec  -  • 

Le  Chapitre  VI  est  intitulé  Laruùie  des  joueurs.  Lorsque  deux 
joueurs  luttent  indéfiniment  l'un  contre  l'autre,  il  est  inévitable  que 
l'un  d'eux  finisse  par  se  ruiner.  C'est  au  fond  une  conséquence 
des  formules  qui  montrent  que  la  probabilité  d'un  écart  supérieur 
à  un  nombre  donné  se  rapproche  de  la  certitude  quand  le  nombre 
des  épreuves  augmente  indéfiniment.  A  la  vérité,  la  probabilité  de 
la  ruine  ne  croît  que  très  lentement  avec  le  nombre  de  parties.  Par 
exemple,  au  jeu  de  pile  ou  face,  la  mise  étant  de  i^*",  pour  que 
la  probabilité  d'une  perte  de  looooo'"^  atteigne  0,999,  il  faut 
environ  sept  millions  de  milliards  de  parties.  La  chance  de 
ruine  est  moins  effra^'ante  que  le  nombre  de  parties,  mais  on  a 
supposé  que  l'on  réglait  seulement  les  comptes  à  la  fin  du  jeu. 
Habituellement,  au  contraire,  la  mise  doit  être  déposée  à  chaque 
partie;  si  donc,  à  un  certain  moment,  la  perte  du  joueur  dépasse 
sa  fortune,  il  ne  sera  pas  admis  à  continuer,  et  il  perdra  toute 
chance  de  se  relever.  Dans  ces  conditions,  les  chances  de  ruine 
croissent  bien  plus  rapidement.  De  même,  si  un  seul  joueur  lutte 
indéfiniment  contre  une  infinité  de  joueurs,  la  ruine  est  certaine  si 
le  jeu  est  équitable;  à  ce  point  de  vue,  un  certain  avantage  pour 
celui  qui  tient  une  banque  de  jeux  est  chose  équitable.  Il  va  sans 
dire  que,  dans  la  pratique,  cet  avantage  est  calculé  de  façon  que 
la  chance  de  ruine  soit  à  peu  près  nulle. 

Voici  (piclques-uns   des  problèmes  Irailés  dans  ce  Chapitre. 

Pierre  cl  Paul  foui  un  nombre  ilb'niité  de  parties  à  un  jeu  dont 
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les  condilious  sont  équitables  (ou  non);  leui's  fortunes  sont  m  et 
11.  Quelle  est,  pour  chacun  d'eux,  la  probabilité  de  ruiner  l'autre? 
—  Pierre  joue  à  un  jeu  équitable  ou  non,  mais  dans  des  conditions 
invariables  d'une  partie  à  l'autre  contre  tout  adversaire  qui  se  pré- 
sente. Quelle  est  la  probabilité  pour  qu'il  finisse  par  se  ruiner?  — 
Pierre  et  Paul  jouent  à  un  jeu  de  hasard.  La  probabilité  de  gagner 
chaque  partie  est/?  pour  Pierre  et  q  pour  Paul.  L'enjeu  de  Pierre 
est  a  francs,  celui  de  Paul  h  francs.  Pierre  possède  m  francs,  Paul 
/^  francs;  le  jeu  est  équitable.  Quelle  est  la  valeur  probable  du 
nombre  de  parties  qui  seront  jouées  avant  la  ruine  de  l'un  des 
joueurs?  —  Solution,  due  à  M.  Rouclié,  du  même  problème,  quand 
le  jeu  n'est  pas  équitable. 

Les  causes,  qu'il  s'agit  de  rechercher  dans  le  Chapitre  suivant, 
n'ont  rien  à  faire  avec  la  Métaphysique:  ce  sont  simplement  quel- 
ques circonstances  ou  accidents  d'un  événement  que  ion  a  observé. 
((  Pierre  a  parié  d'amener  avec  trois  dés  un  point  supérieur  à  16; 
il  a  gagné  :  tel  est  l'événement.  Le  point  amené  peut  être  17  ou  18; 
telles  sont  les  causes  possibles  du  succès.  »  Des  boules,  blanches 
ou  noires,  sont  placées  dans  une  urne;  chacune  est  marquée  de 
l'un  des  numéros  i,  2,  ...,  /?  ;  la  probabilité  d'amener  une  boule 
marquée  du  numéro  ?  est  m/,  c'est-à-dire  que  le  rapport  du  nombre 
de  boules  portant  le  numéro  i  au  nombre  total  de  boules  estTrji-; 
la  probabilité  d'amener  une  boule  blanche  marquée  du  numéro  i 
est/?/,  c'est-à-dire  que  le  rapport  du  nombre  de  boules  blanches 
marquées  du  numéro  i  au  nombre  de  boules  blanches  ou  noires 
marquées  du  même  numéro  est  pi.  On  tire  une  boule,  elle  est 
blanche  :  c'est  l'événement  observé;  on  demande  la  probabilité 
pour  qu'elle  soit  marquée  du  numéro  i.  Cette  probabilité,  comme 
on  le  voit  sans  peine,  est 

pf^i 

Ici  les  divers  numéros  1,2,  ...,/?  sont  regardés  comme  les  causes 
de  l'événement,  et  le  problème  précédent  peut  être  regardé  comme 
le  type  d'un  problème  général,  admettant  la  même  solution,  que 
l'auteur  formule  comme  il  suit  : 

«  Diverses  causes  E,,  E2,  ...,  En  ont  pu  produire  un  événe- 
ment observé.  Les  probabilités  de  ces  causes,  lorsque  le  résultat 
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n'était  pas  encore  connu,  étaient  ïït,  ,  rn.,,  .  • .,  C7„.  1^'événement  se 
produit;  la  cause  E^-,  lorsqu'on  est  certain  que  c'est  elle  qui  agit, 
donne  à  l'événement  la  probabilité  pi.  Quelle  est  la  probabilité  de 
chacune  de  ces  causes  qui  sont,  on  l'admet,  les  seules  possibles?  » 

lues  causes,  dans  l'exemple  particulier,  étaientles  numéros  dont 
les  boules  sont  marquées.  On  voit  que  le  mot  est  quelque  peu  dé- 
tourné de  son  sens  habituel,  assez  vague  d'ailleurs.  Quoi  qu'il  en 
soit,  l'application  du  principe  précédent  demande  beaucoup  de 
précautions,  que  M.  Bertrand  met  bien  en  évidence.  Soit,  par 
exemple,  le  problème  suivant  :  «  Une  urne  contient  des  boules 
noires  ou  blanches  en  proportion  inconnue.  On  y  fait  ^  tirages, 
en  remettant  dans  l'urne,  après  chaque  tirage,  la  boule  qui  en 
est  sortie.  On  a  obtenu  7?i  boules  blanches  et  71  boules  noires. 
Quelle  est  la  composition  la  plus  probable  de  l'urne?  Les  données 
sont  insuffisantes  ;  on  peut  supposer  toutes  les  compositions  de 
l'urne  également  probables;  on  trouve  alors  sans  peine  que  la  com- 
position la  plus  probable  est  celle  qui  rend  les  probabilités  de 
sortie  des  boules  blanches  ou  noires  proportionnelles  aux  nombres 
de  fois  qu'elles  se  sont  montrées  ;  en  outre,  on  peut  regarder  la  for- 
mule 

£-  i/n  -hn) 


Ge        -^P'I 


où  G  est  une  constante  indépendante  de  s,  comme  donnant  ap- 
proximativement la  probabilité  pour  que  la  composition  de  l'urne 
donne  à  la  sortie  d'une  boule  blanche  la  probabilité 


711 

P  = 


711  -i-  71 


et  à  celle  d'une  boule  noire  la  probabilité 


71 


771  -+-  71 


Mais  les  résultats  seront  très  différents  si  l'on  ne  suppose  pas 
que  toutes  les  compositions  de  l'urne  soient  également  probables; 
si,  par  exemple,  on  sait  que  le  hasard  a  présidé  à  la  composition 
de  l'urne,  que  l'on  y  a  mis  N  boules  en  lirant  à  chaque  fois,  à  pile 
ou  face,  s'il  faut  mettre  une  boule  blanche  ou  une  boule  noire, 
la  composition  la  plus  probable  de  l'urne  donne  à  la  sortie  d'une 
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boule  blanche  la  j)robal)ilil(' 

N  +  -2  m 


Si  (  iN  H-  ni  H-  Il  ) 


1  m 

comprise  entre  -  et 


m 


Après  avoir  traité  ces  problèmes  précis,  M.  Bertrand  critique 
avec  détail  les  solutions  que  l'on  a  voulu  donner  de  questions  que 
l'on  pourrait  être  tenté  d'assimiler  à  ceux-là^  mais  où  l'on  n'a  aucun 
renseignement  sur  les  probabilités  respectives  des  causes;  tel  est 
le  problème  traité  par  Poisson  :  Buffon  a  jeté  une  pièce  de  mon- 
naie 4o4o  fois  et  obtenu  2o48  fois  face.  Quelle  est  la  probabilité 
pour  que  la  pièce  de  BufTon  donnât  à  l'arrivée  de  face  une  proba- 
bilité plus  grande  que  celle  de  pile?  Telles  sont  encore  les  recher- 
ches auxquelles  a  donné  lieu  la  régularité,  révélée  par  la  Statistique, 
du  rapport  des  naissances  masculines  et  féminines;  les  recherches 
de  Mitchell  relatives  au  rapprochement  des  étoiles.  Il  faut  encore 
condamner  plus  fortement,  s'il  est  possible,  la  prétention  que  l'on 
a  eue  d'évaluer  la  probabilité  pour  que  le  Soleil  se  lève  demain, 
en  raison  du  nombre  de  fois  que  l'on  a  observé  son  lever. 

Les  Chapitres  VJII,  IX,  X,  XI  sont  consacrés  à  l'application  du 
Calcul  des  probabilités  à  la  théorie  des  observations.  L'extrême 
importance  du  sujet  méritait  assurément  les  développements  que 
lui  a  donnés  l'auteur. 

11  expose  d'abord  le  célèbre  raisonnement  que  Gauss  a  donné 
dans  la  TJieoi'la  motus  corporam  cœlestiuni  pour  établir  l'expres- 
sion 

0  —  Ai) 

relative  à  la  probabilité  d'une  erreur  d'observation  égale  à  z,  et 
qui  se  rapproche  si  nettement  de  la  loi  des  écarts  dans  le  théorème 
de  Bernoulli.  La  démonstration  repose  sur  deux  postulats  : 

r*  Soient  x^^  X2-,  .  .  .^  Xa  les  valeurs  observées  d'une  même  gran- 
deur x^  faites  dans  les  mêmes  conditions  et  dignes  de  la  même 
confiance,  la  valeur  la  plus  probable  de  cette  valeur  x  est  la 
moyenne  arithmétique 

7i  ' 
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■>.°  La  probabilité  pour  que  l'erreur  d'une  mesure  soit  comprise 
entre  z  el  z  -{-  dz  peut  se  représenter  par  '^(3)  dz. 

Ces  deux  postulats  admis,  la  démonstration  est  aisée;  il  sufflt, 
en  effet,  d'écrire  que  la  fonction  de  x 

'^(.r  —  Xy)':i{x  —  Xi).  .  .  o(x  —  x,i) 

est  maxima  quand  on  attribue  à  x  la  valeur 

Xi-^-X2^  ■  .  .-^  X,i 
71 

pour  obtenir  une  équation  fonctionnelle  qui  permet  de  déterminer 
aisément  la  dérivée  logarithmique  de  '-d(x). 

Mais  les  postulats  ne  sont  pas  évidents  ;  Gauss  le  reconnaissait 
bien,  ainsi  qu'il  résulte  du  texte  même  de  la  Theoria  motus,  et  de 
la  façon  dont  il  est  revenu  sur  le  sujet  dans  les  Mémoires  contenus 
sous  le  titre  :  Theoria  combinat  10 nis  ohserçationum  erroribiis 
minimis  ohnoxiœ.  M.  Bertrand  leur  adresse  diverses  critiques, 
dont  la  force  n'est  guère  douteuse. 

Tout  d'abord  il  convient  d'éviter  une  confusion  de  mots  :  on  a 
bien  démontré  que,  n  croissant  indéfiniment,  la  moyenne  arithmé- 
tique 

^1  H-  .r.2  H-  .  .  .  H-  Xn 


n 


devait  se  rapprocher  de  la  valeur  probable  de  la  quantité  à  mesurer. 
Ce  n'est  nullement  une  raison  pour  regarder  cette  moyenne  comme 
étant  la  valeur  la  plus  probable  de  x]  c'est-à-dire  celle  dont  la 
probabilité  est  la  plus  grande  ])0ssible. 

«  La  règle  des  moyennes,  dit  l'auteur,  n'est  ni  démontrée  ni 
exacte.  S'il  était  admis  que  la  moyenne  entre  plusieurs  mesures  fût 
toujours  la  valeur  la  plus  probable,  il  en  résulterait  des  contra- 
dictions. Quand  on  mesure  une  grandeur,  on  mesure,  jmr  cela 
même,  toutes  les  fonctions  de  cette  grandeur,  son  carré  par 
exemple,  ou  le  logarithme  du  nombre  qui  la  représente.  Pourquoi 
la  valeur  la  plus  probable  du  carré  ne  serait-elle  pas  la  luovenne 
des  valeurs  obtenues  pour  le  carré,  et  la  valeur  probable  du  loga- 
rithme, la  moyenne  des  logarithmes? 

»  l^a  valeur  la  plus  probable  d'une  grandeui"  dont  les  mesures 
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successives  sont  .r,,  ^'o,  ...,  x,i  serait  alors  représentée  par  l'une 
ou  l'autre  des  formules 


/■ 


oc  \  —T"  Ou  S)  —\— .  • .  — j—  oc  j^ 


n 

"/~ 

y  X\ ,  x^ ,  .  .  . ,  Xt 


))  ...  La  seconde  supposition  indispensable  à  la  démonstration, 
la  possibilité  d'exprimer  la  probabilité  d'une  erreur  en  fonction  de 
cette  erreur  seulement,  implique  également  contradiction.  Une 
grandeur  étant  égale  à  X,  on  lui  trouve,  en  la  mesurant,  la  va- 
leur x^  ;  l'erreur  est  X  —  x^.  L'erreur  sur  le  carré  est  X-  — ■  x'^.  Si 

l'on  pose 

X  —  Xx  =  z, 
on  aura 

La  probabilité  d'une  erreur  étant  es (.:),  celle  de  l'erreur  ^XiZ-^z'-^ 
sur  le  carré  sera  aussi  o(^).  Elle  n'est  pas  une  fonction  de  l'er- 
reur commise.  » 

Et  se  plaçant  à  un  autre  point  de  vue  : 

La  probabilité  d'une  erreur  «  ne  dépend-elle  pas  de  la  grandeur 
mesurée?  Si  l'on  fait  une  pesée,  si  l'on  mesure  un  angle,  lorsque 
le  poids  est  un  nombre  exact  de  milligrammes,  lorsque  l'angle 
contient  un  nombre  exact  de  secondes,  n'a-t-on  pas  plus  de 
chances  d'évaluer  juste  que  s'il  faut  ajouter  une  fraction  ?  Si  cette 
fraction,  que  l'instrument  ne  donne  pas,  est  exactement  égale  à  |, 
n'a-t-on  pas,  en  l'évaluant,  moins  de  chances  d'erreur  que  si 
elle  est  0,27  ?  » 

Pourtant,  si  imparfaitement  démontrée  qu'elle  soit,  la  formule 
de  Gauss  garde  assurément  toute  son  importance  pratique,  en 
raison  des  vérifications  expérimentales  qu'elle  a  reçues  et  qu'elle 
reçoit  continuellement;  M.  Bertrand  rapporte  avec  détailla  confir» 
mation  de  ce  genre  que  lui  a  donnée  Bessel  par  la  discussion  de 
470  observations  de  Bradley  portant  sur  les  coordonnées,  aujour- 
d'hui bien  connues,  d'une  même  étoile.  L'accord  est  des  plus 
curieux. 

Admettons  donc  cette  formule;  le  premier  problème  auquel  elle 
donne   lieu  est  le  calcul  de  la  constante  k  qui,  selon  Gauss,  me- 
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sure  la  précision  de  la  série  d'observations  que  l'on  considère. 
Supposons  d'abord  que  l'on  connaisse  la  valeur  exacte  de  la  gran- 
deur observée,  en  sorte  que  les  erreurs  soient,  elles  aussi,  exacte- 
ment connues.  On  s'appuiera  sur  cette  proposition  signalée  plus 
haut  :  lorsque  l'on  a  un  grand  nombre  d'observations  d'une  même 
grandeur,  la  valeur  probable  de  cette  grandeur,  c'est-à-dire  la 
somme  des  valeurs  observées  respectivement  multipliées  par 
leurs  probabilités,  diffère  peu  de  la  moyenne  des  valeurs  ob- 
servées. La   probabilité   d'une  erreur  z  étant 

la  valeur  probable  de  la  valeur  absolue  de  z  et  celle  de  z-  seront 
données  par  les  formules 

g— A-^      (-[^     —. 


si   donc  on   désigne  par  ej,  e^f  ...,  Cn  les  erreurs  d'observation, 
qui  sont  connues,  et  si  l'on  pose 


.^ 

^1  +  ^2-^«  • 

•■+■6,1 

n 

n 

7 

h 

_  e\-^el-\-. 

n 

ïi 

on  pourra  poser  approximativement 

1      _  Si  '     _  ^2 . 

d'où  la  curieuse  formule  de  vériflcation 

S, 
r  n 


'1  /Si 

n 


M.  Bertrand   donne   d'autres  formules  analogues  pour  le   calcul 
de  k  ;  il   indique  diverses   modifications   qui  rendent  plus   avan- 
tageuses celles  qui  précèdent  ;  enfin  il  discute  soigneusement  le 
finU.  des  Sciences  mathém.,  2"  série,  t.  XIII.  (Février  1889.  4 
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degré  do  confiance  qu'il  convient  d'accorder  à  ces  diverses  for- 
mules. D'autres  méthodes,  qui  reposent  sur  le  groupement  des 
erreurs,  permettent  encore  de  calculer  A,  et  fournissent  tout  au 
moins  des  vérifications. 

Lorsqu'on  n'a  pas  la  valeur  exacte  de  la  grandeur  x  pour  la- 
quelle on  a  trouvé  les  mesures  x^^  X2,  ..-,  ^n,  on  prendra  pour 
cette  valeur 

^           Xi-+-  X^-h  .  .  .■+■  Xti 
A  =   7 

n 

et  l'on  calculera  k  comme  précédemment.  Diverses  corrections 
ont  d'ailleurs  été  proposées  ;  Gauss  a  donné  des  raisons  plausibles 

pour   prendre  la  valeur  approchée  de  —7;^  égale,   non   à  la   /z"'"'^ 

partie  de  la  somme  des  carrés  des  erreurs  approchées  X — x^-, 
X  —  X'2^  ...,  X  —  Xni  mais  bien  à  la  (/^  —  j  ^'«me  partie  de  cette 
même  somme.  M.  Bertrand  indique  en  outre  quelques  résultats 
plus  généraux.  Il  passe  ensuite  à  la  discussion  de  cette  délicate 
question  :  dans  une  série  de  mesures,  doit-on  négliger  celles  qui 
s'écartent  trop  de  la  moyenne?  Une  autre  question  du  même 
genre,  mais  à  laquelle  on  peut  faire  une  réponse  plus  précise,  est 
celle-ci  :  Lorsqu'on  a  plusieurs  séries  d'observations  d'une  même 
grandeur  qui  n'ont  pas  la  même  précision,  c'est-à-dire  pour  les- 
quelles la  constante  k  n'a  pas  la  même  valeur,  comment  doit-on 
les  faire  intervenir  dans  le  calcul  de  la  grandeur  à  déterminer?  Un 
raisonnement  très  simple  conduit  à  adopter  la  formule 

Otl  k\  a?!  +  «2  A^l  ^2  +  •  •  •  +  ^n  kJiXii 

«1  k\  -t-  «2  A I  -1- ...  4-  a,i  kl 

dans  laquelle  xi  est  la  moyenne  des  valeurs  dans  la  ?"'"'*'  série,  que 
l'on  suppose  contenir  a/  observations,  de  précision  ki  ;  le  rôle 
essentiel  que  jouent  les  constantes  k]  justifie  le  nom  spécial  de 
poids,  qui  leur  a  été  donné  par  Gauss. 

Tous  ces  résultats,  si  importants  pour  les  Sciences  physiques, 
sont  fondés  sur  une  loi  qui  n'est  qu'imparfaitement  démontrée. 
On  ne  doit  pas  s'étonner  si  Gauss  a  cherché  à  les  établir  indépen- 
damment de  cette  loi  ;  il  y  est  parvenu,  en  supposant  seulement 
qu'il  en  existe  une.  C'est  ce  que  M.  Bertrand  expose  dans  le 
Chapitre  intitulé  :  La  théorie  des  moyennes. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  43 

Soit  encore  ^(^)  la  fonction  qui  caractérise  la  probabilité  crime 
erreur  z\  elle  doit  évidemment  satisfaire  à  la  condition 


/: 


o  (  ^  )  dz  =  o , 


et  si,  comme  on  l'a  toujours  supposé  jusqu'ici,   les  mesures   ne 
comportent  pas  d'erreur  systématique,  aux  conditions 


/ 


z(i^(z)  dz  =  o  ; 


dans  le  cas  où  une  telle  erreur  existerait,  elle  serait  représentée 
par  l'intégrale  précédente,  et  il  serait  aisé  de  l'éliminer  après 
l'avoir  calculée  approximativement  en  cherchant  la  moyenne 
arithmétique  des  erreurs  ;  on  supposera  désormais  que  cela  ait 
été  fait.  Soit  maintenant 


/: 


',-(!^(z)  dz  =  m'^ 


la  valeur  probable  du  carré  de  l'erreur  ;  il  est  clair  que  la  valeur 
de  m-  peut  être  regardée  comme  mesurant  le  degré  de  confiance 
qu'il  convient  d'accorder  au  système  d'observations,  car  plus  m- 
sera  petit,  moins  on  aura  à  craindre  de  grandes  erreurs.  On  voit 

du  reste  ciue  le  calcul  de  m-  revient  à  celui  de  — tt:  la  loi  de  pro- 
habilité  des  erreurs  n'intervient  pas. 

Ceci  posé,  étant  donné  un  système  de  mesures  Xij  X2,  ...,  x,t-f 
d'une  même  grandeur  x,  on  choisira,  pour  évaluer  cette  grandeur, 
celle  des  expressions 

Aj  Xi  -+-  A2.372  +  •  •  •  "+~  ^n  ^^tii 

pour  laquelle  la  valeur  du  carré  de  l'erreur  probable  est  la  plus 
petite  possible.  Tout  d'abord  on  doit  supposer  que  les  quantités  X 
sont  liées  par  la  relation 

Xi-i-  X2  +  . .  .H-  X,i  =  I, 

afin  que,  si  toutes  les  valeurs  x^,  ...,  x„  sont  exactes,  la  valeur 
adoptée  le  soil  aussi.  Si  l'on  désii;ne  j)ar  r',,  e-^.  ...,  c,,  les  (n^reurs 
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qui  correspondent  à  Xi,  ^2,  ...,  Xfi,  on  voit  que  le  carré  de  l'er- 
reur sera 

I^ljef  -h  il^li Xy Ci ej, 

dont  on  obtiendra  la  valeur  probable  en  remplaçant  e^  et  eiej  par 
leurs  valeurs  probables  ;  puisqu'on  suppose  qu'il  n'y  a  pas  d'er- 
reurs systématiques,  la  valeur  probable  de  eiCj  sera  nulle  comme 
celle  de  ei  ;  si  toutes  les  mesures  appartiennent  à  une  même  série, 
les  valeurs  probables  de  e'^^  <?!;,  ...,  ej^  seront  égales  et  il  faudra 
déterminer  les  \  par  la  condition  que  leur  somme  soit  égale  à  un, 
et  que  la  somme  de  leurs  carrés  soit  un  minimum,  ce  qui  exige 

c'est  la  règle  de  la  moyenne  ;  si  Xi,  Xo,  ...,  ^n  résultent  de  di- 
verses séries  d'observations  pour  lesquelles  les  constantes  m^ 
aient  respectivement  les  valeurs  mj,  m^^  ...,  mj],  ces  valeurs  se- 
ront précisément  les  valeurs  probables  de  e^,  el,  . . .,  e^,  etl'onest 
amené  à  chercher  les  valeurs  des  \  qui  vérifient  la  condition 

Xi+  Xa-f-.  .  .+  X„  =  I 
et  qui  rendent  la  plus  petite  possible  la  somme 


on  trouve  sans  peine 

x.-  = 


I 

rnf  

I  I  I 

mi        ma  m 


et  l'on  retombe  ainsi  sur  la  même  règle  que  plus  haut. 

Tout  ce  qui  précède  est  relatif  à  la  mesure  directe  d'une  ou  de 
plusieurs  grandeurs.  Comment  devra-t-on  s'y  prendre  pour  cal- 
culer les  valeurs  des  grandeurs  inconnues  x,y,  z,  ..,  liées  ana- 
lytiquement,  par  des  équations  de  formes  connues,  à  des  gran- 
deurs mesurées  /<,  I.2,  4,  ...,  et  entachées  d'erreur?  Tel  est  le 
problème  capital  qui  reste  à  résoudre. 

Supposons  que  les  grandeurs  inconnues  œ^  y,  z^  ...  soient  en 
nombre  n^  et  les  grandeurs  mesurées  /, ,  l^^  . . .  en  nombre  n  -\-  p\ 
soient  e,,  ^"2,  ..-,  c-n+p  les   erreurs  inconnues  commises  sur  ces 
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dernières,  erreurs  que  l'on  suppose  assez  petites  pour  que  leurs 
carrés  soient  négligeables  ;  soient  enfin 

^{x,y,z,  ...)  =  h-^eu 


les  équations,  en  nombre  n  -+-/>,  qui  lient  les  grandeur  inconnues 
aux  grandeurs  mesurées  ;  ces  équations  seront  incompatibles  si, 
dans  les  seconds  membres,  on  néglige  les  quantités  £?<,  e.y-,  •'•'-, 
on  pourra  toutefois  en  déduire  des  valeurs  approchées  x^^y^, 
^,,  ...  qui  les  vérifieront  approximativement;  en  y  remplaçant 
^,  jK,  5,  .  .  par  ^1  +  i,jri  -t-n?  -1  +  Ç,  •••,  développant  par  la  for- 
mule de  Tavlor  et  négligeant  les  termes  qui  sont  d'un  degré  su- 
périeur au  premier  en  ^,  v],  Ç,  ...,  éliminant  ensuite  ces  dernières 
quantités,  on  parviendra  k  p  équations  de  la  forme 


(3) 


Pi 

ei  + 

P^e, 

Qi 

ei-h 

q,e. 

Ri 

ei-+- 

n^e-i 

où  les  petites  quantités  /?i,  Ao,  ...  seront  numériquement  con- 
nues. Il  s'agit  de  choisir  parmi  les  valeurs  des  e  qui  satisfont  à 
ces  équations;  les  valeurs  des  quantités  x,  y,  ^,  . . .  résulteront 
du  choix  qui  aura  été  fait.  M.  Bertrand  adopte  pour  la  valeur  de 
la  grandeur  à  laquelle  correspond  la  mesure  /,  la  forme  linéaire 

Il  -1-  Xj  /?i  +  X2  /12  H-  ^^3/^:5  + . . . , 

justifiée  par  la  petitesse  des  nombres  /^i,  /z2,  /i-i,  ..-,  et  détermine 
les  quantités  X  par  la  condition  que  la  valeur  probable  du  carré  de 
l'erreur 

^1+  ^l(Piei+  P2^2  +  .  .  .-*-P/M/;<?«+p)-+--  .  . 

soit  la  plus  petite  possible. 

En  supposant  toutes  les  mesures  dignes  de  la  même  confiance  et 
en  désignant  par  ni^  la  valeur  probal)lo  du  carré  de  l'erreur  com- 
mise sur  l'une  quelconque  d'entre  elles,  on  trouve  pour  la  valeur 
probable  du  carré  de  l'erreur  précédente  l'expression  que  voici, 
multipliée  par  m-, 

I  -I-  X2  vp2^_  Xii:Q2-4-  X2SR2  +  . .  .-r-  .>X,X2i:PQ  -■-  .>X,X3ÏPR  --...; 
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on  en  dccluil  immcdialement  les  équations  qui  déterminent  les 
valeurs  cliercliées  des  quantités  "k.  Des  transformations  analy- 
tiques très  élégantes  montrent  ensuite  qu'on  serait  parvenu  au 
même  résultat  final,  en  cherchant  les  valeurs  des  quantités  e  qui 
vérifient  les  équations  (3)  et  qui  rendent  la  plus  petite  possible  la 
somme 

ef +  e|  +...+  (?24-/;. 

On  voit  aussi  qu'on  pourra  diriger  les  calculs  sans  faire  l'élimina- 
tion des  quantités  ^,  -/),  Ç,  ...  ;  mais,  au  contraire,  en  prenant  ces 
quantités  pour  inconnues  et  en  les  déterminant  de  façon  à  satis- 
faire à  la  précédente  condition  de  minimum.  C'est  la  règle  de 
Gauss  :  elle  est  une  conséquence  de  sa  loi  des  erreurs  et  il  l'a 
donnée  comme  telle  dans  la  Theoria  motus; 'A  l'a  établie  sur 
une  autre  base  dans  la  Theoria  combinationis  ohservationuni 
{Œuvres,  t.  IV,  p.  22).  M.  Bertrand  reproduit  textuellement 
cette  dernière  démonstration,  très  différente  de  celle  qui  vient 
d'être  analysée. 

Je  laisse  de  côté  les  intéressantes  applications  que  M.  Bertrand 
fait  de  cette  théorie,  mais  il  est  impossible  de  ne  pas  dire  quel- 
ques mots  d'une  question  très  grave  qu'il  soulève  à  son  propos. 

«  Les  formules  démontrées,  dit-il,  sont  applicables  à  des  ob- 
servations qui  ne  sont  pas  encore  faites  ;  elles  indiquent  les  cal- 
culs par  lesquels  les  inconnues  devront  se  déduire  des  grandeurs 
directement  mesurées.  Les  valeurs  probables  des  carrés  des  er- 
reurs à  craindre  dépendent  de  la  précision  espérée  pour  les  me- 
sures qu'on  va  prendre.  Le  cas  où  cette  précision  est  assez  bien 
connue,  a  priori,  pour  que  les  résultats  obtenus  n'y  puissent  rien 
changer,  quoi  qu'il  arrive,  est  tout  à  fait  exceptionnel. 

»   C'est  à  lui  que  se  rapportent  les  formules. 

»  On  s'est  placé  quelquefois  à  un  point  de  vue  absolument 
opposé.  La  précision  des  mesures  est  supposée  inconnue  ;  la 
concordance  plus  ou  moins  parfaite  des  observations  est  le  seul 
renseignement  d'après  lequel  on  puisse  l'apprécier...  » 

Cette  précision,  on  veut  la  calculer  d'après  les  résultats,  qui 
sont,  cette  fois,  la  seule  donnée.  Gauss  a  proposé  une  solution  de 
ce  problème,  fondée  sur  une  formule  élégante  dont  M.  Bertrand 
donne  d'ailleurs  la  démonstration  : 
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«  La  formule  est  irréprochable,  mais  l'application  est  rarement 
permise... 

»   Le  principe  admis  est  celui-ci  : 

))  Il  est  permis,  à  titre  d'approximation,  d'égaler  une  fonction 
des  premiers  membres  des  équations  (3),  dont  la  valeur  est 
exactement  connue  à  la  valeur  probable  calculée  avant  l'épreuve. 

»  Cette  égah'té,  bien  entendu,  n'a  jamais  été  proposée  comme 
certaine.  Valor  vents,  à\l  Gauss,  pfout  fors  errores  obtulit, 
major  minorve  ineclio  ficri  potest. 

))  Ces  deux  grandeurs,  la  valeur  véritable  et  la  valeur  probable, 
que  le  hasard  peut  faire  plus  grandes  ou  plus  petites  l'une  que 
l'autre,  dans  une  proportion  inconnue,  sont  égalées  cependant 
pour  former  l'équation  dont  la  solution  est  déduite.   » 

Ces  critiques  sont  assurément  assez  fortes  ;  mais  l'auteur  va 
plus  loin  :  il  montre  comment,  le  principe  admis,  on  en  peut  dé- 
duire, pour  la  précision,  des  valeurs  très  différentes  et  dont 
aucune,  par  conséquent,  ne  mérite  confiance. 

En  résumé,  tout  porte  à  croire  que  l'on  a  là  affaire  à  un  de  ces 
problèmes  mal  posés,  où  l'on  cherche  des  causes  que  l'on  ne  peut 
atteindre,  et  dont  l'histoire  du  Calcul  des  probabilités  n'offre  que 
trop  d'exemples. 

J'ai  négligé,  pour  y  revenir  maintenant,  le  Chapitre  relatif  aux 
erreurs  de  situation  d'un  point,  qui  contient  une  importante  gé- 
néralisation de  la  loi  des  erreurs  de  Gauss. 

Soient  x^y^^  ^2,^25  --m  -^//J'/^  les  coordonnées  des  positions 
présumées  d'un  point  dont  les  coordonnées  véritables  sont  x^y. 
M.  Schuls  a  montré  comment,  en  admettant  un  postulat,  énoncé 
pour  la  première  fois  par  Cotes,  on  pouvait,  en  suivant  une  voie 
toulc  pareille  à  celle  que  Gauss  a  tracée  dans  le  cas  d'une  seule 
variable,  arriver  au  résultat  suivant,  obtenu  autrement  par  Bravais  : 

La  probabilité  d'une  erreur  comprise  entre  u  et  ti  -\-  du  pour  v 
et  entre  v  et  v  +  dv  pour  y  est  de  la  forme 

les  constantes  G,  Â",  /.',  \  ('tani  liées  pai'  la  relation 

.   -^      t'^ 
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Le  postulat  de  Cotes  est  l'analogue  du  postulat  des  moyennes  ; 
il  consiste  à  regarder  le  centre  des  moyennes  dislances  des  points 
observés  comme  la  position  la  plus  probable  du  point  cherché. 

Si  Ton  admet  la  formule  précédente,  on  voit  que  les  points 
d'égale  probabilité  sont  distribués  sur  une  même  ellipse. 

Ces  considérations  s'appliquent  au  tir  à  la  cible.  A  une  arme  et 
à  un  tireur  déterminés  correspondent  des  valeurs  des  constantes 
/»•,  A,  k'  qui  se  déterminent  approximativement  par  la  théorie  des 
moyennes.  Après  avoir  donné  des  règles  pour  ce  calcul,  M.  Ber- 
trand discute  avec  soin  la  question  de  la  règle  à  conseiller  pour 
juger  les  résultats  d'un  concours  de  tir.  C'est  encore  une  de  ces 
questions  qui  ne  paraissent  point  admettre  de  réj)onse  entière- 
ment satisfaisante. 

On  me  permettra  de  ne  pas  parler  des  deux  derniers  Chapitres 
relatifs  aux  lois  de  la  Statistique  et  à  la  théorie  des  jugements. 
Peut-être  l'extrême  finesse  dont  M.  Bertrand  a  donné  tant  de 
preuves  dans  son  beau  Livre,  et  que  l'immortel  écrivain  à  qui  l'on 
doit  les  premières  recherches  sur  le  Calcul  des  probabilités  pré- 
tendait être  si  rare  chez  les  géomètres,  n'était-elle  pas  nécessaire 
pour  ruiner  la  confiance  qu'inspirent  la  plupart  des  recherches 
mathématiques  sur  les  lois  dont  la  Statistique  laisse  soupçonner 
l'existence,  et  pour  dévoiler  les  vices  d'une  théorie  qui  scanda- 
lisait si  fort  Stuart  Mill.  A  coup  sûr,  il  faut  plus  de  sagacité  pour 
critiquer  Gauss  que  pour  trouver  Condorcet  en  défaut.  Mais 
M.  Bertrand  a  voulu  sans  doute  que  son  lecteur  se  reposât  un  peu 
et  qu'il  fermât  son  Livre  en  souriant.  J.  T. 
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COMPTES   l{EM)LS    I:T   ANALYSES. 

STEGEMANN.  —  Grundriss  von  Differiîntial-  und  Integral-Rechnung. 
I.  Theil  :  Differential-Regiinung.  Fiinfte  vollstandii;  umi^earbeitele  und 
vermehrte  Aiiflage,  herausgoiiebon  von  L.  Kiepert.  i  vol.  in-8";  xii-465  p. 
Ilannover,  Helwiiig,  1888. 

Le  Traité  de  Calcul  dilTérenliel  et  intégral  de  M.  Stegemann  a 
déjà  eu  quatre  éditions.  M.  Kiepert,  bien  connu  par  ses  beaux 
travaux  sur  les  fonctions  elb'pliqiies,  donne  aujourd'hui  une  cin- 
quième édition  du  Calcul  difïérentiel.  ((  De  nombreuses  lacunes, 
dit-il,  ont  dû  être  corrigées.  » 

Le  succès  du  Livre  auprès  des  étudiants  s'explique  par  d'incon- 
testables qualités.  Il  est  facile  à  lire,  même  pour  quelqu'un  qui 
travaille  seul;  de  nombreuses  applications  qui,  le  plus  souvent, 
sont  entièrement  développées,  éclairent  continuellement  la  théorie 
et  chaque  point  de  la  théorie;  elles  permettent  au  lecteur  de  se 
familiariser  avec  les  méthodes  et  avec  les  formules  :  un  résumé 
de  toutes  les  formules  fondamentales,  placé  à  la  fin  du  volume, 
peut  être  facilement  consulté  [)ar  ceux  à  qui  la  mémoire  fait  dé- 
faut et  permet,  pour  employer  un  mot  de  la  langue  des  écoliers, 
de  repasser  rapidement  les  théories  que  ces  formules  condensent. 
Quant  aux  démonstrations  des  principes,  fondées  assez  souvent 
sur  l'intuition  géométrique,  elles  ont  ce  degré  de  rigueur  qui 
suffit  habituellement  dans  les  applications;  elles  offrent  au  moins 
l'avantage  de  ne  pas  fatiguer  le  lecteur  par  des  subtilités  pour 
lesquelles  il  n'est  peut-être  pas  préparé.  Ce  dernier,  après  avoir 
étudié  le  Livre  de  MM.  Stegemann  et  Kiepert,  après  avoir  traité 
les  applications  qu'il  contient,  est  en  possession  des  connaissances 
de  cet  ordre  c[ue  l'on  peut  réclamer  d'un  ingénieur;  s'il  veut 
d'ailleurs  pousser  plus  loin  ses  éludes  et  pénétrer  dans  le  domaine 
de  la  Science  abstraite,  les  connaissances  qu'il  \  aura  puisées, 
l'habitude  qu'il  y  aura  prise  du  calcul  ne  lui  seront  assurément  pas 
inutiles. 

(priant  aux  matières  que  contient  cet  Ouvrage,  il  suffira  de  dire 
ICI  (jue  ce  sont  les  matières  mêmes  qui  dans  nos  lve(''es  sont 
traitées  dans  la  partie  (\\\  Coiii's  de  MalhéinalupK's  spéciales  cpii 
liull.  (les  Sciences  nutlliem.  -v  scrii',  l.  MIL  (M;u>  i8S().  )  h 
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regarde  le  Calcul  (linV'renlicl.  Oii  peut  même  ajonlef  (|iie,  à  lort 
ou  à  raison,  la  plupart  de  nos  maîlres  les  enseii^nenl  en  se  plaçant 
à  un  |)oint  de  vue  ])lus  ('levé.  J.   T. 


INIEYEK    (E.).  —    DiK   iutiowlen  ehkniîn  Cuuven  4""  Oud^ung  und  dik 
BiNARK  FoRji  (■)"''  OuDxuNG.  Inaugural-Dissertalioii.  4op.  in-8".  Konigsberg, 

i: 


Les  trois  polynômes  du  quatrième  degré,  qui  définissent  une 
courbe  rationnelle  du  même  ordre,  peuvent,  après  une  transfor- 
mation linéaire  convenable,  être  regardés  comme  les  trois  dérivées 
secondes  d'une  forme  binaire  du  sixième  degré  (').  M.  Ernst 
Meyer  s'est  proposé  de  rechercher  le  parti  que  l'on  pouvait  tirer 
de  ce  théorème  pour  l'étude  des  courbes  unicursales  du  quatrième 
ordre.  Il  calcule  d'abord  la  forme  du  sixième  degré,  en  partant 
d'un  théorème  général  de  M.  Stephanos  sur  les  combinants.  Ce 
calcul  avait  déjà  été  effectué  d'une  autre  façon  par  M.  Friedrichs  (-). 
Il  traite  ensuite  de  l'intersection  de  la  courbe  du  quatrième  degré 
par  une  droite,  de  la  recherche  des  points  d'inflexion,  des  points 
doubles  et  des  points  de  contact  des  tangentes  doubles  et  retrouve 
en  terminant  un  théorème  que  nous  signalerons  à  la  fin  du  compte 


rendu  de  la  dissertation  inaugurale  de  M.  Gross. 


J.  T. 


.I.TIllIUON. —  Histoire  de  l'Arithmétique.  Bruxelles,  VroiiiaïU.  i  vol.in-8" 

(le  VIII- 1 G  î  pages. 

Résuméde  l'histoire  de  l'Arithmétique  dans  l'antiquité  (Grecs  et 
Romains)  et  au  moyen  âge.  1.  Numération  digitale;  numération 
écrite  (hiéroglyphes,  numération  hérodienne).  2.  Numération  clas- 
sique des  Grecs  (écrite  avec  27  signes;  arénaire  d'Archlmède).  3. 
Fractions  :  les  cpiantlèmes  en  Grèce  et  en  Egypte;  fractions  sexa- 


(')  Clkrscii-Lindkmanx,  Géométrie,  p.  900. 

(  -)  Die  ralionale  Plankurve  4'""  Ovdnung  im   Zasanimcvliang   mit  der  bi- 
nàreii  Form  (J'"=''  Ordnung.  Giesscn,  iSS(i, 


MÉLANGliS.  5i 

gésiiTialos.  I.  Arillimétique  pratique  :  abaque;  multiplication  par  le 
procédé  d'Apollonius;  conjecture  sur  le  procédé  d'Arcliimède  pour 
extraire  les  racines  carrées.  5.  Pj'tliagore  et  Platon.  6.  Euclide  (et 
incidemment,  Eratosthènes,  Théon,  Nicomaque,  Jamblique,  Tliy- 
maridas).  7.  Diopliante.  8.  Les  Romains.  9.  Boèce.  10.  Les 
Indiens  (:>>2  paçes;  un  des  meilleurs  Chapitres  du  Livre).  11.  Les 
Arabes.  L'Auteur  admet  l'authenticité  de  la  Géométrie  de  Boèce, 
le  passage  des  chifïVes  indiens  sans  le  zéro  aux  néopylhagoriciens, 
puis  aux  Arabes  occidentaux;  le  zéro  vient  ensuite  des  Indiens  aux 
Arabes  orientaux.  12.  Le  premier  moven  âge;  Gerbert.  13.  Aba- 
cistes  et  algorithmistes.  Fractions  décimales  et  logarithmes.  14. 
Notes  bibliographiques.  Une  planche  donne  les  chiffres  de  l'Inde 
à  diverses  époques,  des  Arabes  et  du  moyen  âge. 


MELAN(iES. 

CONTRIBUTION  A  LA  THÉORIE  DES  LIMITES; 
Pau  m.  K.  CKSVRO. 

Il  est  intéressant  de  savoir  si,  dans  ha  recherche  de  la  limite,  pour 
n  infini,  de  l'expression 

ai  Ui  -{-  a^  Uo  -h  ■  . .  -+-  a,i  Un 
{ I  )  "- — ? 

oii  n^  _(_  u,-\-  U:\-V  •  •  •  est  une  série  divergente  à  termes  positifs, 
celle-ci  peutétrc  remplacée  par  une  série  analogues,  +  r-j  -\-  r,j4-.... 
Il  faudrait  savoir  déterminei"  Ir  phis  p(Mit  nombre  de  conditions 
(pic  doit  r(uiiplir  la  série  des  r  pour  (pi'il  soit  permis  tie  la  substi- 
tuer à  la  s('rie  des  a.  Cett(3  recherche  me  paraissant  assez,  dilTicilc, 
je  me  borncîrai  à  m()nlr(M'  que  la  subslitulion  iiulupiée  est  jieiinise 

lorsque  le  rapport  —  tend  v<m's  /.('ro  en  déeroissani ,  pourvu  (pic 
l'expression 

t'i  -i-  eo -4- . . .  H-  e,/ 
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tende,  pour  n  infini,  vers  une  liniilo  ).,  finie  el  cU'icrminée.  On  a 

rri  Ui  H-  f/o  ï/o  +  •  •  •  +  f^hi  Un 


Un  U,i^\    ^  _. 


Donc,  si  Ton  pose 

«ï^i  =  ( 

et  ([ue  l'on  observe  que 

(2)  w.  =  u.-^^^v„, 

on  peut  écrire 

«1  Ui  -H  «2  î'2  +  .  .  •  +  ««  «rt  =  ^1  «'l  +   ''-2  «'2  +  .  .  .  H-  X,i  (F/;  +  X„  (  U„  —  W„  ), 


P 


UIS 


«!««!+  «2^9-1-.  .  .-h  «,i?</?  -,  W„  /Xi(Pi4- X2  ^2  +  -  •  •+  ^««'/i  N     \ 

=    /■  n  H VT—         A  »       . 


Ui-\-  u^-\- .  . 


■"  +  TT"      \ \ \ —  ^«  / 

yj,i\      t^^i-f- w^'2  +  . .  .4- M^,i  / 


Pour  démontrer  que  le  second  membre  tend  vers  \^  il  suffit  de 
faire  voir  que  W„  croît  indéfiniment  avec  n  ;  car,  dans  cette  iiy- 

W 

pothèse,  l'identité  (2)  montre  que  -j—  est  une  fraction  proprement 

dite,  et  l'on  sait,  d'autre  part,  que 

Iim =  A. 

Wi+  tP2  +  -  •  •+  ^^rt 

Il  me  reste  donc  à  faire  voir  que  W/i  surpasse  toute  limite 
lorsque  /^  augmente  indéfiniment.  Je  remarque,  dans  ce  but,  que 
l'on  a 

puis,  par  substitution  dans  (2), 

(3)  W„>Uv-^^^Vv. 

Après  avoir  fixé  v  de  manière  que  Uv  surpasse  un  nombre 
donné  N,  arbitrairement  grand,  je  fais  croître  n  jus(pi'à  ce  que 
1  f)n  ait 
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Il  est  clair,  d'après  (3),  que  W«  surpasse  N.  Lorsque  n  croît, 
W//  reste  supérieur  à  N^  car  (v„>o.  Donc  l'expression  (i)  tend 
vers  \. 

En  particulier,  si  u^  -f-  a->-\-  W3  +  •  • .  est  une  série  divergente, 
dont  les  termes  tendent  vers  zéro  en  décroissant,  on  a 

(4)  Jim  =  Iim > 

t^iH-  W2  4-. .  .-h  M/i  n 

pourvu  que  Je  second  membre  existe.  G  est  de  ce  théorème  que 
j'ai  déduit  la  propriété  des  séries  simplement  convergentes,  dont 
il  a  été  question  dans  un  récent  article  de  M.  Baguera.  Il  suffît  de 
faire  a,i^=^  i  ou  a,i=^ —  i,  suivant  que  le  terme  cinUn  de  la  série 
considérée  est  positif  ou  négatif.  Alors  le  premier  membre  de  (4) 
est  nul,  et  le  second  membre,  s'il  existe,  est  égal  à  1  —  2tït,  tu  étant 
la  probabilité  de  rencontrer  un  terme  négatif.  Donc  m  =  {.  Dans 
une  Note  :  Sur  une  distribution  de  signes,  insérée  aux  Rendi- 
conti  dei  Lincei,  j'ai  tenu  compte  du  cas  où  ttj  n'existe  pas. 

Lorsqu'on  cherche  à  remplacer  la  variable  entière  n  par  une 
variable  continue  x^  on  trouve  que,  si  les  fonctions  o  et  ^  crois- 
sent indéfiniment  avec  x^  et  que  le  rapport  de  leurs  dérivées  tende 
vers  zéro  en  décroissant,  on  a 

(5)  lim  -  //cp'  dx  ;=  lim  -r-  //<]>'  dx^ 

pourvu  que  le  second  membre  existe.  Ce  théorème  est  évident  si 
/tend  vers  une  limite,  qui  est  alors,  d'après  la  règle  de  l'Hospital, 
la  valeur  commune  des  deux  membres  de  (5).  Mais  je  vais  démon- 
trer que  la  proposition  énoncée  subsiste  lors  même  que/*  n'admcl 

pas  de  limite.  Soit 

Sf^'  dx  =  \^^, 

F  tendant,  |)ar  hypothèse,  vers  une  limite  finie  et  déterminée. 
On  a 

/'g'=  Fo'-i-I'-'i}/1j. 


4'' 


Par  C()nsé(jiienl ,  si  Ton  pose 


o 


on   jx'iit  ('n-rire 
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ou  hicii 


f/o'  d.r==(^-y^V-fVy^d.V: 


|)IIIS 


(  7  )  '-  /y?'  ^^^-  -  I  f/'Y  dx  ==  ^^  (  -  / 1^^  t  dx  ~V\. 

Si  je  j)roiive  (jue  j  croît  à  l'infini  avec  .r,  j'aurai  démontré,  du 
même  coup,  que  le  second  membre  de  (7)  tend  vers  zéro;  car,  en 
vertu  de  (6),  le  premier  facteur  est  une  fraction  proprement  dite, 
et  la  règle  de  l'Hospital  dit  que  le  second  facteur  a  zéro  pour  limite. 
On  déduit  de  l'égalité  (6),  en  appliquant  un  théorème  de  Gaucliy, 

x(x)=cf(.„)-^|;ifi2[^.,x,-A(.r„)i-|;g^(. 


où  Jo  <iJc^<^x.  Donc 

'Ail 


(8)  /.(•^)>?(-^-o)-  -fr—i^K^^). 


Ou  peut  déterminer  Xo  de  manière  que  'f  (-^o)  surpasse  im 
nombre  donné  N,  aussi  grand  qu'on  le  veut;  puis,  ayant  fixé  .Tq, 
on  peut  faire  croître  x  jusqu'à  ce  que  l'on  trouve 

^\x)  ^(jPo) 

On  aura  aussi,  d'après  (8),  '/ (^)  ^  N,  et  cette  inégalité  subsiste 
lorsque  x  croît;  car  '/(^)  est  une  fonction  croissante.  En  effet, 

,   d   co' 
'^^^-^dx'^'^'"' 

Le  théorème  (5)  est  démontré.  En  supposant  que  y,  es',  'V  soient 
des  fonctions  du  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  x^  on 
retrouve  la  proposition  énoncée  au  commencement  de  cette  Note. 


I 
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SUR  LA  MULTIPLICATION  DES  SÉRIES  TRIGONOMÉTRIQUES  ; 
Par  m.   C.  BOUKLET. 

1.  Avant  d'entrer  dans  mon  sujet,  j'établirai  d'abord  une  pro- 
position préliminaire. 

Soit  une  fonetion/(^,y)  des  deux  variables  x  et  y^  définie  et 
finie  pour  l'ensemble  des  valeurs  qui  satisfont  aux  conditions 

Supposons  cette  fonction  inté^rable  par  rapport  à  x  pour  toutes 
les  valeurs  de  y  comprises  dans  l'intervalle  {b^b)  et  considérons 
l'intégrale 

qui  définit  une  fonction  dejr  dan-s  Tintervalle  [b^-^b).  Soit  y^  une 
valeur  donnée  de  j^,  telle  que 

et  £  un  nombre  positif,  tel  que  jko -H  ^  appartienne  à  l'intervalle 
(^0^)5  j*^  vais  montrer  que  l'intégrale 

a  pour  limite  l'intégrale 

quand  s  tend  vers  o,  si  l'on  suppose  : 

1°  Que/'(j;,  )',)-l- î)  a  une  limite  y'(.r,  yo -f- <>)  quand  x  lend 
vers  o;  2"  qu'on  peut  faire  correspondre  à  toul  noml)rc  posiliC/j 
un  autre  nombre  s,  tel  que  l'on  ait 

et  cela/;of</"  toales  les  valeurs  de  x  comprises  dans  l'intervalle 
i^a^^^ci)^  sauf  pour  certaines  valeurs  en  nombre  fini  ou  infini,  mais 
telles  (ju'en  choisissant  £  suffisammiMil  petit,  et  en  entourant  ces 
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valeurs  dans  des  InLcrvalles  suffisammcnl  |)clils,  la  soniine  do  tous 
CCS  intervalles  puisse  devenir  plus  pctiu;  (ju'une  quatililc  donnée 
A,  aussi  petite  qu'on  le  voudra.  Pour  abréger  le  langage,  nous  di- 
rons, avec  M.  llarnack,  que  cet  cnseinhic  de  valeurs  forme  une 
masse  discrète  [discrète  Menge)  dans  Tintervalle  [a^^ci). 
Considérons,  en  efïV'l,  la  somme 

-+-/(.ri-+-  0,02,  JKo -4-0)00-+-.  .  .^f{Xa-\-^  0,,o,i,7o-f-  0)0,,, 
où  je   pose 

Cl  =  X{  —  (ly\.  ^2  =  OC 2  —  -Z^i,  •  •  •  )  '^11^^  (^  —  "^/;  — 1 

(ao<  ^1<  •2"2<-.  •<  JCn-\<  Cl) 

et  de  même  la  somme 

Quand  on  fera  croître  n  indéfiniment,  chacun  des  0  tendant  vers 
o,  S/;(yoH-  ^>)  <^t  S/,(_ro4-£)  auront  pour  limites  respectivement 

lo  et  r„. 

Désignons  par  A/>  la  limite  maximum  de  la  dilïerence 

|/(.7;,7o+  £)—/( -2^,70 -<-  0)1 

pour  les  valeurs  de  x  comprises  dans  un  intervalle  o/i  qui  contient 
un  ou  plusieurs  points  discrets,  et  soit  A  la  plus  grande  des  quan- 
tités A/i  :  si  Ton  désigne  alors  par  Ji  la  somme  des  intervalles  o^ 
qui  contiennent  des  points  discrets,  on  pourra  choisir  £  suffisam- 
ment petit  pour  que,  dans  tous  les  autres  inferKCtlles,  on  ait 

l/t^r.j-o+e, -/(.r,r.-f.o)|<  ^^-A—^; 

on  aura  alors  certainement 

I  S„(7o  -+-£,)  —  S,,(7o  -^-  o  )  I  <  r,  +  h  A. 

Or  T,  peut  être  choisi  aussi  petit  qu'on  le  veut  et,  d'après  l'hj'po- 
thèse  (^"),  on  peut  choisir  les  0  suffisamment  petits  pour  que  h 
soit  aussi  petit  qu'on  le  voudra;  donc  on  pourra  choisir  z  assez 
petit  et  n  assez  grand  pour  que 


MÉLANGES.  57 

crailleurs  oq  pourra  choisir  n  suffisamnaent  grand  pour  que 

|ro-s,,(jo  +  'OI<|- 

Donc  on  pourra  choisir  £  suffisamment  pelit  pour  que 

M'o-foKs'. 
l'jj  a  donc  pour  limite  Iq. 

2.  Ces  préliminaires  étant  posés,  considérons  deux  fonctions 
y*!  (8),  y2(^)5  c[ue  nous  supposerons  développables  en  séries  de 
Fourier,  ainsi  que  leur  produit /,  (9), /o  (0)  :  je  vais  cherchera 
établir  une  règle  pour  effectuer  le  produit  de  ces  deux  séries,  c'est- 
à-dire  une  règle  qui  permette  de  calculer  les  coefficients  du  déve- 
loppement du  produit /,/2,  connaissant  les  coefficients  des  déve- 
loppements de  y,  et/o. 

Soient 

(1)     yi(6)  = h  «1  cosO  H-  ^1  sinO  -h  .  . .  H-  a, a  cos/>iô  -f-  b„i  sin  mO  -i-. . ., 

(9.)    f'ii^)  = h  ai  cosO  H-  Pi  sin  0  -f- ,  ,  ,  -h  y.,,,  cosm  0  +  '^,,1  sin  mU  -\-.  .  . 

CCS  développements,  dans  lesquels  on  a,  comme  on  sait, 

J^27I  ^271 

f       /"i  (  0  )  cos  m  0  r/0,  b,„  =  -    /       /',  (  0  )  sin  m 0  d() , 

a,;,  =  -    /       /:,  (  0  )  cos  //?  0  (10 ,  3 „,  =  -    /       /'.,  (  f)  )  >i 11  m  0  ^/O . 

^ Jo      ■  '  ■  ^4     '  " 

Supposons,  pour  un  instant,  la  multiplication  des  deux  séries 
(1)  et  (2)  possible,  et  supposons  de  plus  qu'on  puisse  intervertir 
l'ordre  des  termes,  dans  le  produit  ell'ectué,  d'une  manière  quel- 
conque; puis  cherchons,  dans  cette  hypothèse,  quels  seraient  les 
coefficients  do  cos^O  et  sin^O,  a[)rès  avoir  remplacé  les  produits 
do  sinus  c\  do  cosinus  par  des  sommes  ou  dos  dilféroucos. 
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Le  cocllIcKMil  (le  eosyO  sei'ait 


(•>> 


oc 

f  •-+-    ^^l' (fhfrpy-i)-^  f>,i}-i)':}  p-ft  i)''-(-i>^(i  ^-   ^-^p'^/iif/) 

et  eeliii  de  sin^  0 

V 

1 
0 

3o=o,  bo^o, 


(4) 


en  posant 

le  terme  constant  serait 

(5) 


•2  2 


«0  a 


0  -«•() 


^/^(rt^,a/,4-/;/,p.//) 


Gela  étant,  considérons  ces  séries  S  et  U  en  elles-mêmes,  abs- 
traction faite  de  la  manière  dont  elles  ont  été  obtenues,  et  cher- 
chons dans  quelles  conditions  elles  sont  convergentes  et  dans 
quelles  conditions  les  limites  de  S^  et  U^  sont  respectivement  A^ 
et  B(^,  A^  et  B^^  désignant  les  coefficients  de  cos^B  et  sin^  B  dans  le 
développement  du  produit/*,  (O)/'^  (B)  en  série  de  Fourier  : 

2  7t 

\,=  l  f    /i(0)/,(0)cosryO^O, 
"•  0 

l^osons,  à  cet  effet, 

0 

/// 
S//  =■  -   /  P\a,]^p  "Xp  H-  t'y-!  //[■'/jH-  (^^  p 'J- p  ^  (/ -\-  ^'pi^p-\(/) 


A 


et 
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Picmplaçons  dans  ces  expressions  les   quanlités  a.   b^  a,   (3  par 
leurs  expressions  sous  forme  d'intégrales  définies;  on  aura 


Ctrr-t-/>  "J- 


q^p  ^/; 


=  — ,    /         /      J\{^)  )  f iii)  cos  { p -r- q)^cospxcl<)  ch 
et  une  expression  analogue  pour  b,fj^p^^jp^  etc.:  donc 
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+  cos ( qz  —  /? ( 0  —  - ))  j  r/0  <:/t. 

Sous  le  signe  S  nous  avons  une  somme  de  cosinus  d'arcs  eu  pro- 
gression arithmétique. 

Par  une  transformation  bien  connue,  nous  aurons  donc 


,-2t:      ^2  71 


fin     = 


-;  /        /      /i(0)/,(x)2cos^-^ 

/«(O  —  T) 


X   COS 


(m-|-I-f-^)(e—  t) 


sm 


.     0  -- 
s;  11  


r/0  f/-; 


par  un  calcul  analogue,  on  trouverait 


'.iTT- 


/l(0)/2(^j^OSg^- 


sin(^  -f-  i) 


0  —  T 


f/0  ^/t; 


SIll 


0  I) 


on  en  tire 


C///  — 


cos  q 


O^-c 


/i(0)/2(^)      ^     O-T 


sin 


0  —  T  0 

X  I  SI  11  (7  4-  i)  — h  •).  co^{/n  -T-i  -T-  q)  - 


0— T 
<iii  /y? 


f/0  r/t, 


ce  (pu  peut  s  écrire 


(0)  s;; 


/■,(0)/;(t  )(•(>>  7 


>iii  (■.>//? -+-74-1) 

')  -î-  t  2 


0— T 


(/f)<h. 


sin 


6o 
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Faisons  alors  le  cliangemenl  de  variables  suivant 


ou 

on  aura 


0  =  ^+7,         'z  =  x—f- 
(7)    S;;'=  ~T,J  J^'''^'^''''^^'^  ^     -^  fï{^  -^  y)Moc  -  y)  co^qx  dx  dy, 

le  champ  de  cette  dernière  intégrale  étant  limité  par  les  courbes 

X -[- y  ^=  o^         X — j  =  o,         X -\- y  =^ 'iTi^         x — y  =  iiz, 

limitées  elles-mêmes  aux  quatre  points 

.r  =  o,         X  =      Tt,         a?  =  71,         ;r  =  2Tr, 
r  =  o,         j/=— TT,         JK  =  7r,         J  =  o, 

ce  qui  montre  que  l  intégrale  double  porte  sur  l'aire  intérieure  du 

carré  OABG  {fi g.  i). 

Fifif.  I. 


On  a  donc 


(«) 


le»  '    r      sin(2m  H- cr -1- i)r    ,     I    r'         y/  y/  \  ^ 

\  ''J  SI"./  "'  —  y 
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changeons  dans  la  seconde  partie  j^  en  ( —  r),  et  nous  aurons 

(9)  s;;'=-_|  F(j, -^- >Zdy, 

en  posant 

(lo)  F(jk)  =  -   /  — ^^-^ — '-^-^ "^  ^' -^—co^qx  dx. 

Supposons /i  (G)  et /2(Q)  finies  dans  tout  Tintervalle  (0,2-):  on 
voit  alors  immédiatement  que  l'on  a 

F(7r)  =  o; 

cherchons  ensuite  ce  que  devient  l'intégrale  (10)  quand  y  tend 
vers  o:/i(B)  et/'2(0)  étant  développables  en  séries  de  Fourier,  ce 
sont  des  fonctions  intégrables.  Leurs  points  de  discontinuité  for- 
ment donc  une  masse  discrète,  c'est-à-dire  que  les  points,  pour 
lesquels  on  ne  \)(dul  pas  déterminer  t  de  façon  que 

(    \Mx±z)-Mx)\<r,, 
\    \Mx±z)-Mx)\<r,, 


(II) 


forment  une  masse  discrète.  On  en  conclut,  puisque  f^  et  fy  res- 
tent finies  entre  o  et  2-,  que  les  points,  pour  lesquels  on  ne  peut 
pas  déterminer  z  de  façon  que 

(12)     |/i(^H-  -^)Mx—-)-^Moc  —  t)f^Jx^z)  —  if^{x)Moc)\  <r,, 

forment  une  masse  discrète.  On  en  conclut,  d'après  la  proposition 
rappelée  plus  haut,  que,  quand  j'  tend  vers  o,  F(r)  a  pour  limite 

f27t 
/i(^')f2i-'r)co^qxdx, 

c'est-à-dire  que 

F(o)  =  A./. 

D'ailleurs,  pour  hîs  mêmes  raisons,  on  voit  (pie,  pour 

y  <i  X  <C  5t7:  —  y, 

les  points,  pour  lesquels  on  ne  peut  pas  avoir 

(   \J\ixdzyzhz)-J\{x:^y)\<r,, 

(  \/-A'r±y±---)-Ai-'--±y)\<r,, 
rorincnl  une  masse  discrète,  et  Ton  en  conclul  aisénu'ul,  loujours 
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sous    la   (îoiulilioii    ([iic  /',   cl   /.,   reslenl  linics,  (juc    l'X./)  csl  une 
fonction  conliniic  de  )'. 

De  tout  ceci  il  rc'sullc  cnfiu,  en  veiMu  d'un  ihoorènie  bien  connu 
dû  à  Dirichlel,  (jue 

I-         C/;;  r  ■-*■     r^l-/  sin(2m  -H  </  -h  l)r     ,  r-        N  i- ^       x 

limS;;'=lim   -    /     h(r) ^ . — ^ ^-^  dv  =  ¥(())-{- F (tz). 

Donc 

lini  S;;'=  F(o)  =  A,^. 

Nons  en  concluons  donc  que,  si  les  fonelions/,  (0)  et /^(O)  sont 
développables  en  séries  de  Fourier,  ainsi  que  leur  produit,  et  sont 
finies  entre  o  et  2-,  la  série  S^  sera  toujours  conxei'^ente  et  l'on 
aura 

Une  démonstration  toute  semblable  montrerait  que,  dans  les 
mêmes  conditions,  Uy  est  convergente  et  qne 

Donc,  si  deux  fonctions  y,  (0)  et/'o(0),  finies  et  définies  dans 
l'intervalle  (0,2-),  sont  développables  en  séries  trigonométriques, 
ainsi  que  leur  produit,  on  obtiendra  les  coefficients  du  développe- 
ment de  ce  ])roduit  an  moyen  des  coefficients  des  développements 
de/,  et  /"o  par  la  règle  représentée  par  les  égalités 


\    —  S 


^q-,  Ao  —    00. 


3.    Pour  terminer,  nous   jnontrerons   comment  l'application  de 
cette  règle  peut  conduire  à  la  découverte  d'identités. 
Il  est  aisé  de  se  rendre  compte  que  la  série  suivante 


?/^(^)=^ 


2TC.r 


sin 


/i 


sin(;/,  -t-  1) 


•  iii(//  —  I  ) 
n  —  I 

2TZ.T 


•>,  T  .T 


;iii  /i 


■}.  TT  .r 


II 


où  dans  la  j^arentlièse  il  manque  tous  les  termes  où  k  est  nn  mul- 
tiple de  //,  représente  E(^')  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  o  et  Fenlier  /?,  E(^*)  étant  le  plus  grand  entier  contenu 
dans  X. 
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EfTectuons  le  carré  de  f,i{^)  par  noire  règle  cl  nous  trouverons 


S,/=  o, 


quand  q  est  multiple  de  n,  et 

l+VAf— ^ '- 

q        ^^    \  kii  -H  (i         h- Il  — 


S.-z 


quand  q  n'est  pas  un  multiple  de  /?. 

Calculons,  d'autre  part,  directement  les  coefficients  dn  dévelop- 
pement en  série  trigonométrique  d'une  fonction  représentant 
[E(.^)]-  entre  o  et  /?. 

Le  coefficient  A^  de  cos^  - — '~  sera  donné  par  la  formule 


d'où,  par  un  calcul  facile, 


—  rot  -^ 


if  71  II 

quand  q  n'est  pas  un  multij^le  de  n  et 

A/„t  =  o. 

En  écrivant  que  ces  deux  développements  sont  identiques,  on 
trouve  l'identité 

00 

Il  \  Il  II  J 

(\\\\  donne  une  nouvelle  démonstration  de  la  formule  bien  connue 

I+VaY-J L__ 

X       Ài^    \  k  -t-  X        k  —  ./• 


TT  COtTT.r 


pour  toutes  les  valeurs  commensurables  de  x   non   cnlièrcs  :    car 
—  est  un  noml)i"c  rationnel  (pi('Icon(jU(\    \ppli(|uons  à  un   second 


exemple  :  soit 


n.^f.r)  = 


Lia 


_7.a+i 


I    X 


a  -T-  I  )  :        ■).  -x 


>  (  a  —  1 V  ~  T~  (  »  —  3  ;  :  "^-  •  •  J 
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le  a''""'  polynôme  de  BciMioulli.   lîaalx'  (')  a  inonlré   les  formules 
s ni va ni  es  : 

B^(.r):^a!V        (,r). 
En  posant 

sin  iTz.r  sin  ^  /,  7:.r 


et 


^  (  X  )  ■=  ( —  I  )/■'+' 


'  1       /  i    \  /  »  -i- 1  I  1 


calculons    le    terme    constant    du    carré    du    développement    de 
l^-2p{^')-;  et  l'application  de  notre  règle  nous  donne 


I 


p 

'J2/J  +  1 


on  a  donc 


1^2p+l 


d'où 

i52/.4-i= — — /    [\^2p{^r)p  d.r. 

On  trouverait  de  même,  en  effectuant  le  carré  de  Bo/;_i  {oc),  la  for- 
mule suivante  : 

'^         i.2...(îy:)  —  0   Jo  1.1... ip         ' 

Ces  formules,  qui  se  trouvent  d'ailleurs  dans  le  Mémoire  déjà  cité 
de  Raabe,  établies  par  une  voie  un  peu  dififerente,  permettent  de 
calculer  Bo^  et  B^^^+i  connaissant  seulement  B,,  Bo,  ...,  B^. 


(')  Raap.e,  Journal  de  Crelle.  t.  42,  p.  3/|8. 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

.1.  PTASZVCKI.  —  Sur  l'intégration  sous  forme  finie  des  différentielles 
ELLIPTIQUES.  i49  p.  iii-8".  Saint-Pétorsbourg,  1888.  (Russe.) 

1.   Ce  travail  est  consacré  au  problème  suivant  : 

Etant  donnée  une  intégrale  elliptique,  on  demande  de  V ex- 
primer à  l'aide  des  fonctions  algébriques  et  logaritJimiques, 
en  nombre  Jini^  ou  de  s'assurer  quune  pareille  réduction  est 
impossible . 

On  prend  pour  point  de  départ  le  tliéorème  connu  d'Abel  con- 
cernant l'intégration  finie.  Soient  P,  Q  des  polynômes  entiers,  et 
R  =  ^* -h  /^3 _|_  ,;j x'i. 4-  n X ^ p\ 

d'après  ce  théorème,  si  l'intégrale 


(0 


rv  dx 

J  q7^ 


est  exprimable  sous  forme  finie,  sa  valeur  peut  être  représentée 
par  la  formule 

Xo  /-      v'r^,      X  +  Yv/R 


(^)  Ç^v/K+;^Glog-| 


Yy/H 


Xo,  Yo,  X,  Y^  désignant  des  polynômes  entiers,  G  une  constante. 
Le  livre  est    divisé  en   cinq.  Chapitres   dont  chacun   est  suivi 
d'exemples. 

!2.    CJiapitre  1.  —  Le  commencement  est  consacré  à  la  démon- 
stration des  [)ropriétés  suivantes  de  la  formule  (2)  : 

L    La  dérivée  du  terme  algébrique  ^  \/\\  se  réduit  à  une  fonc- 
tion— -^  ;  si  le  polynôme  iM  no   contient   ni    fadeurs    multiples, 

ni  facteurs  appartenant  à  K,  le  degré  de  colle  ron(  lion  no  sera  pas 
inférieur  à  i . 

Jl.   Soit 

(3)  i..,-:^-!/? 

'   X-Yv/ll 
Ihtll.  des  Sciences  mathvm.,  ■?."  série,  t.  Mil.  (Avril  i(SS().)  (i 
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un  Icrmt'  loi;aritlinîl(|uc  composù  des  fonctions 

(  O  >^  +  Y  v/ïï.         X  —  Y  v/R, 

(lonl  le  produit  est 

X2_  Y2R  =  (,r  —  ai)"'i(.r  —  lU)'"^. .  .{x  —  (i/yiD, 
où  les  racines  du  polynôme  D  annulent  R;  lî/  n'annule  pas  R.  En 

posant  (  ^-— -  )         =  I,  on  désigne  par  /??(,,  m'^  les  degrés  des  fonc- 

tions  (4).  On  suppose  que  X,  \  sont  premiers  entre  eux,  de  sorte 
que,  en  choisissant  convenablement  y/^Ra/=  (y/ll)^_,^  ,  les  fonc- 
tions (4)  contiendront  respectivement  tous  les  facteurs  des  ex- 
pressions 


i  i 

(.r  —  iti)'">(.r  —  112)'"^..  .{t  —  a/Y'nD-^,         D^, 


X  -4-  Y  v/U 


X  -  Y  v/R 


1 
D2 


(c'est-à-dire  que  les  fractions  

(x—  ai)'"i.  .  .(x  —  a/)'«iD^ 
resteront  finies   pour  les  racines  des  dénominateurs  respectifs). 
Gela  étant,  la  dérivée  du  terme  (3)  sera 


Unio—  m,)x  +  21  +  mj  ^^-— - 
où  51  est  une  constante. 


m, 


X  —  rt. 


ni/ 


y/Kg/ 

X  —  l\/ 


I 

Tu 


in.   On  peut,   si  Ton  veut,  supposer  D=:const.,  car   on  peut 
remplacer  le  terme  (3)  par 


^,      ,  X  +  Ys/R\-      ,,      Xi+Y,  v/R 


X  — Y/R/         "      ^X,  — Yiv/H 
3.   En  considérant  l'intégrale  (f),  on  démontre,  à  l'aide  des  for- 

/'j^/î  don         r*           cl  y* 
■ — ^  )   / 
v/R       J  (x~a)" 


m 

du  on  a 


y/R 


où  Q)  ne  contient  ni  facteurs  multiples, ni  facteurs  appartenant  àR; 

p 
le  degré  de  ^  ne   dépasse  pas   zéro.  Cette  réduction  peut  être 

cirecUiéc  à  l'aide  des  seules  opérations  arilliméli(|ues. 
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Des  propositions  du  n"  2  on  conclut  que  cette  réduction  résout 
immédiatement  le  problème  relatif  à  l'intég-rale  (i)  dans  ces  cas: 

P 
1°  P,=:o,  alors  l'intégrale  est  algébrique;  2'*  le  degré  de  ^  siir- 

P 
passe  —  I,  alors  l'intégrale  est  impossible  sous  forme  finie;  3"  ^ 

se  réduit  à  une  constante  qui  n'est  pas  égale  à  zéro,  alors  l'intégrale 
est  impossible  sous  forme  finie. 

Dans  ce  qui  suit,  on  s'occupera  de  l'intégrale 


(5) 


J  Qiv/î^ 


qui  ne  présente  pas  les  cas  mentionnés  ci-dessus.   Si  cetle  inté- 
grale s'exprime  sous  forme  finie,  sa  valeur  sera 


1 


^.      X-f-Y/R 

Gloa- 


X  ~  Y  v/R 

•  P,  dj- 


4.    La  quantité  (5)  est  toujours  égale  à  >  y  /  — = — =?  où  les  ^' 

désignent   des  constantes  qui   ne    peuvent  satisfaire  à  Féquation 
SvN  =  o,  les  N  étant  des  nombres  rationnels,  et 

rV,d.r  r(  ,  JïûT^  ^R7^  s/\U(~,\dx 

I  ,_  =   I      iiiaT  H-  A  +  nii -t-  m.7 '- — h .  .  .  -f-  mi •     — -  ^ 

J    Q2/R       -^    V  .r— «1  x  —  (u  -r  —  iHj^iX 

les  m  étant  des  entiers  rationnels  et  positifs;  les  constantes   A 
sont  indéterminées  (la  somme  llyA.  est  connue). 

C'est  seulement  pour  une  seule  valeur  de  A  que  l'intégrale  (()) 
peut  s'exprimer  sous  forme  finie  [voir  n"  3,  IIl*^  cas).  Si,  pour  un 
certain  A,  l'intégrale  s'exprime  sous  (orme  finie,  sa  valeur  sera 
donnée  par  la  formule 

I  ,      X  +  Y  v/R 
V     ^x-Yv/R 

V  désignant  un  nombre  entier  posil  if;  on  (lél(M'min(MM  sur-le-cliamp 
la  valeur  de  ;V  dès  (pi'on  counaiha  la  dernière  formule. 

T).    On  peut  réduire  Tintégralc  (5)  à   Pinlégrale  plus  simple  et 
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de  mcinc  forme  (6).  On  détermine  les  j)olviiomes  Xo,  Y,,  satisfai- 
sant aux  conditions:   i""  les  degrés  des  polynômes  sont  égaux  à 

nio-+-  iHi  -+-. .  .-h  /»/+  I  -f-Tj            />i()+  nii-\-.  .  .-1-  /??/—  3  -j-T) 
— ,  , 

Tj  étant  o  ou   i  -,  l>/*  le  degré  de  X^  —  ly  y/R  est  égal  à 

mi  -+-  /?l2  H-  •  .  .  +  /?i/  -h  I  -f-  Tj  —  /Hq  ^ 

3°  la  fonction  Xo-f- Y^y/R  contient  tous  les  facteurs  de  l'expres- 

sion   {x  —  eu  )'"'(jr  —  r/o)'"-.  .  .(^  —  r//)'"/(^—  !?■())%  .^"o  étant  ra- 
cine de  R.  On  aura 

/ 
et  la  quantité 

^Xo-Yov/K 

sera  égale  (n"  2,  II)  :  i"  à  la  valeur  de  Tintégrale  (G)  pour  un  cer- 
tain A,  si  —j-  est  racine  de  R;  2'*  à  l'intégrale  (G)  plus  Fintégrale 

/  ~~  ^-,— —  ?  où  A'  dépend  de  A,  si  c/  =  o  ^  3"  à  l'intégrale  (6) 

plus    l'intéirrale    /  ( ^ h  A'  l-r-z-.?  oîirt=  —,-•>■  dans    tous   les 

autres  cas.  En  posant    ; '-  =  y.Xi  -h  [j,  a  et  [j  étant  quelconques, 


a 


.r,-!-  Al 


la  dernière  intégrale  deviendra    /  '■ —r^dx^. 

Dans  ce  qui  suit,  on  ne  s'occupera  que  des  intégrales  de  la  forme 

C'est  M.  Tcliel)} chef!' qui  a  démontré,  le  premier,  que  la  réduc- 
tion de  l'intégrale  (6)  à  une  fonction  finie  se  ramène  à  celle  des 
intégrales  de  forme  (7).  {^Journal  de  Lioavllle,  t.  XVIH,  XXI.) 

6.  On  est  ainsi  amené  à  la  fpiestion  de  la  léduction  de  Tinté- 
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jrale  (7)  par  la  formule  {voii-  n"  4;  2,  Il  et  III) 


(8)  /    —-^dx=   -y 


^  ./^_    '     .y^'^  +  Yv/R 


X— Yv/K 


où  X-  —  Y-  R  =  const.  et  où  ).  est  un  nombre  entier  positif. 

Cette  question  est  équivalente  à  celle  de  la  résolution  de  l'équa- 
tion 

(9)  X2— Y2K  =  const. 

en  polynômes  entiers;  car  la  solution  X,  Y  (on  la  supposera  tou- 
jours, ce  qui  est  possible,  telle  que  le  degré  de  X  4-  Y  y/l\  soit  un 
entier  positif  ).)  de  cette  équation  satisfera  (n"  2,  II),  pour  un 
certain  A,  à  l'équation  (8). 

Dans  le   Chapitre   II  on  exposera  la  méthode   d'Abel  pour  la 
résolution  de  l'équation  (9). 

7.   On  peut  présenter  d'une  autre  manière  la  question  relative 


X  — 


à  l'intégrale  (7).  En  posant ~  =  a^  -|-  [i>,  ,^0?  g  étant  des  ra 

cines  de  R,  on  mettra  Fintégrale  (7)  sous  la  forme 


'S 


où  S  est  un  polynôme  du  troisième  degré  ;  B  dépend  de  A.  Si  l'in- 
tégrale   (10)  s'exprime  sous  forme  finie,   sa  valeur  sera  donnée 

(n"  4)  par  la  formule 

I  ,      ((  -^  V  \/S 

possédant  les  propriétés  analogues  à  celles  du  n^  2.  On  peut  donc 
dire  que  la  question  delà  réduction  de  Tintégrale  (10)  à  une  fonc- 
tion finie  est  équivalente  à  la  résolution  du  problème  :  7^rouvcr 
un  nombre  entier  positifs  et  des  polynômes  u^  v  tels  que  u  +  r  y/S 
contienne  tous  les  facteurs  de  [z  —  b^y  et  qu\^n  ait 

où  dz  -\-  e  représente  une  constante  ou  un  J\icteur  de  S. 
(^'cst  dans  le  Chapitre  Ul  (pion  s'occupera  de  ce  problème. 


no  i>iu:Mii:iui:  pautie. 

8.    Chapitie  IL  —  En  ccrivanL  réqualion   (9)  sous  la   forme 

i-  —  i/R  =  '  ,.^T'  ûti  voit  que  les  polynômes  X,  Y,  salis- 

Y        ^^        Y(X-hYv/k)  ^  ^■ 

faisant  à  cette  équation,  peuvent  être  regardés  comme  les  termes 
d'une  réduite  dans  le  développement  de  y/Il  en  fraction  continue. 
Ce  développement  est 


[-^1  -+-  • . 

•  > 

a/  étant  du  premier  ou  du  second  degré.  En  vertu  d'une  propriété 

]>. 
de  l'expression    P^-  —  Q/ R,  ^^^  TV  ^^^  ^^  (Z+i)^'""^    réduite,   on 

Xi 

obtient  ce  théorème  d'Abel  :  Pour  que  V équation  (9)  admette 
des  solutions  entières,  il  faut  et  il  suffit  que,  pour  un  certain  i, 
u-i  soit  du  second  degré  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  le  dé- 
veloppement de  y/R  soit  périodique  ;  cette  condition  remplie, 
on  alL  :=  P/,  Y  =  Q/.  Si  P^,  Q/  représentent  la  solution  corres- 
pondant au  plus  petit  nombré\  dans  la  formule  (8),  toutes  les 
autres  solutions  peuvent  être  trouvées  en  vertu  de  la  relation 

x  +  yv'k^Cp^+qVR)- 

Le  théorème  d'Abel  permet  de  trouver  la  valeur  de  l'intégrale  (7), 
toutes  les  fois  qu'elle  se  réduit  à  une  fonction  finie;  on  a  ainsi  la 
condition,  nécessaire  et  suffisante,  pour  que  cette  réduction  soit 
possible. 

9.   On  obtient  diverses  propositions  relatives  à  la  formule  (8) 

en  s'appuyant  toujours  sur  le  développement  de  y/R.  Voici  la  plus 
importante,  due  à  M.  Tchebycheff  :  Si  la  plus  petite  valeur  de  \ 
dans  la  formule  (8)  est  paire,  le  polynôme  R  étant 

\\  =  xV-f-  lx'^-\-  inx^-\-  nx  =  x{x  —  g){oc  —  g' ){3C  —  g")^ 
ce  polynôme  se  décompose  en  deux  facteurs 

x--^ px  ■=  x{x  —  g"),         x^  -+-  rx  -f-  5-  =  (x  —  g)(^'  —  g'), 
tels  que  les  coefficients  /?,  /•,  v  et  le  nombre 


\/s{s  -pr-^p^)  =  ^frg'ig"-  g){g"~  g') 
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s'expriment  ratlonnellemenl  en  /,  m,  n.  Si,  de  plus,  les  nombres 
g^  g\  g"  sont  réels  et  de  même  si^ne,  g''  sera  le  plus  grand  en 
valeur  absolue. 

10.    Chapitre  III  (  '  ).  —  Avant  de  passer  à  la  solution  du  pro- 
blème du  n"  7,  on  fait  ces  remarques  préliminaires  : 

i"  Le  nombre  v  n'est  pas  inférieur  à  2  ;  2'*  les  poljnômes  u^  c, 


(')  Je  crois  utile  de  rappeler  les  résultats  principaux  relatifs  à  l'intégrale  (7), 
dus  à  MM.  Tchebychefî  et  ZolotarcfT. 

Le  travail  de  M.  TcliebychefT  {Journal  de  Lioiwille,  i^Gj)  contient:  1°  le  pro- 
cédé pour  la  détermination  de  l'intégrale  (7),  les  coefficients  de  R  étant  ration- 
nels, toutes  les  fois  qu'elle  se  réduit  à  une  fonction  finie;  2"  la  condition  pour  la 
possibilité  de  cette  réduction;  3°  le  complément  à  cette  condition  qui  permet  de 
résoudre  toujours  la  question  relative  à  l'intégrale. 

M.  Tchebycheiï  a  donné  ses  propositions  sans  démonstration.  C'est  ZolotarcfT 
qui  les  a  démontrées  le  premier  {Journal  de  Liouville,    187''!  ). 

Dans  son  Ouvrage  Sur  les  nombres  entiers  complexes  (Saint-Pétersbourg, 
1874,  russe),  ZolotarcfT  a  considéré  le  cas  où  les  coefficients  de  R  sont  des  nom- 
bres réels  quelconques  (sauf  pourtant  quelques  nombres  exceptionnels).  Il  a  dé- 
montré que  le  procédé  et  la  condition  de  M.  TchebyclieIT  mentionnés  plus  haut 
restent  vrais  même  pour  ce  cas,  et  a  formulé  le  complément  à  la  condition  qui 
permet  de  résoudre  la  question  relative  à  l'intégrale  (7),  dans  ce  cas  général.  Ce 
complément,  par  sa  forme,  est  difTérent  de  celui  de  M.  TcliebychefT. 

Le  procédé  de  M.  Tchebychefî,  mentionné  ci-dessus,  consiste  en  transformations 
successives  de  l'intégrale  (7)  au  moyen  de  la  formule 


^'^i+\i 


-L/-^  —  i/  m  -+-  J^/? 

ou  R.=:  xl  H-  l-x]  -I-  m-xf  +  n-x,        et        x-^,-—  — —^ 

\'  R,  —  X-  —  -  X 

Dans  le  Chapitre  III  du  présent  Livre,  on  expose  un  nouveau  procédé  pour  la 
détermination  de  l'intégrale  (7),  toutes  les  fois  qu'elle  se  réduit  à  une  fonction 
finie;  ce  procédé  est  plus  simple  que  celui  de  M.  Tchebychefî'.  On  déduit  dudil 
procédé  la  condition  pour  la  possibilité  de  celte  réduction;  on  peut  donner  à 
cette  condition  la  même  forme  qu'à  celle  de  M.  TchebychcfT,  de  sorte  qu'on  peut 
lui  appliquer  les  compléments  de  1NL\L  Tchebychefî"  et  ZolotarcfT.  On  trouvera  ces 
compléments  dans  le  Chapitre  V. 

Le  complément  du  n"  25  est  donné  par  Zolotarcfl"  pour  le  cas  où  les  coeffi- 
cients de  R  sont  des  nombres  algébri(iues  étudiés  dans  son  Ouvrage;  mais  ce  com- 
plément subsiste  pour  les  nombres  algébriques  (|ueloon(|ues.  On  [)eut  même  re- 
marquer que  l'application  de  ce  complément  n'exige  pas  la  décomposition  dc«; 
nombres  entiers  algébriijues  en  facteurs  premiers  (existants  ou  idéaux). 
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satisfaisant  à  renoncé,  co'uKndcnt,  pour  /  =  v,  avec  la  solution 
(lu  problème  suivant:  Troincr  les  polynômes  U,  V  tels  que 
U  H- V  \  S  conlienne  tous  les  facteurs  de  (z  —  hy,  et  que 
\]-i —  V-S  =  (:;  —  bY{dz  4-  c)^  le  déparé  de  (dz  +  c)  élant  é^al 
à  I  ou  à  o. 

Ce  problème  a  toujours,  pour  Z^'^,  une  solution,  et  une  seule 
(dans  un  sens  facile  à  concevoir). 

11.  On  se  propose  de  trouver  la  solution  du  problème  du  n"  7 
si  elle  est  possible,  ainsi  que  la  condition  pour  qu'elle  soit  pos- 
sible. On  peut  procéder  de  la  manière  suivante. 

On  cherclie  si  l'on  ne  peut  satisfaire  au  problème  en  prenant 
|)our  V  la  plus  petite  valeur  possible,  c'est-à-dire  (n"  10,  i")  v  =  9.. 
Dans  ce  but  (n°  10,  2"),  on  détermine  le  polynôme  U  du  premier 

degré,  tel  que  U  +  y/S  contienne  les  deux  facteurs  de  (g  —  b)-. 

On  aura 

U2_S  =  {z  —  by{djc-^e), 

oh  il  est  évident  que  c/ n'est  pas  nu!  ;  et,  en  vertu  de  la  proposition 
analogue  à  la  proposition  11  du  n"  52,  on  conclut  qu'en  désignant 
par  J  l'intégrale  (10)  on  peut  poser 

I       1       U  +  y/S        . 

1S   =  log —  4- J,, 

u-v/s 


'-/(S;-«.)S. 


B,  dépend  de  B.  Si  b^  est  racine  de  S,  J,  disparaît  pour  B|  =  o; 
c'est-à-dire  que,  pour  une  valeur  convenable  de  B,  l'intégrale  (10) 
s'exprimera  sous  forme  finie. 

Supposons  que  ce  cas  n'ait  pas  lieu.  Alors,  par  notre  procédé, 
nous  sommes  ramenés  à  l'intégrale  Jj  de  la  même  forme  (10) 
que  J.  En  appliquant  notre  procédé  à  cette  nouvelle  intégrale,  on 
la  ramène  à  Jo.  En  poursuivant  cette  marche,  on  formera  la  suite 

(11)  Jl,      Jo,       ..-,      .fs+-l7        •'"      J'T-lj      J(J?       •••■! 

dont  les  Icrmes  soni  (b^  la  forme 


''^/fâ 
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et  se  déterminent  successivement  à  l'aide  de  la  formule 

(12)  2J/=   lo^- -—    -I-J/+1, 

u,~vs 

ou  U/  désigne  le  polynôme  du  premier  degré  trouvé  par  la  condi- 
tion que  Uf-f-  y/^S  contienne  les  deux  facteurs  de  [z  —  ^/)-. 

On  a  maintenant  cette  proposition  évidente:  L'intégrale  (10) 
s'exprime  sous  forme  finie  si,  pour  un  certain  entier  t,  on  a 
soit  i*"  J(j=  o,  pour  13(7=0;  soit  '>J'  J^=:J^_,_,,  pour  B^^^B^.^,. 
Pour  déterminer  l'intégrale,  dans  ces  cas,  on  prend  o-  équations 
qu'on  obtient  en  posant  dans  (12)  i  =  Oj  1,  2,  ...,  g  —  i  ;  ces 
équations  jointes  à  l'équation  J^=o,  dans  le  j)remier  cas,  et  à 
l'équation  J^j^J^^,,  dans  le  second  cas,  donneront  respective- 
ment, dans  les  cas  indiqués, 

J  =  —  lo 


a 


—  p/s  '->-H^ 


//,  V  représentent  des  polynômes  entiers;  on  peut  supposer  (ju'ils 
satisfont  au  problème  du  n"  7  respectivement  |)our 

12.  La  proposition  du  numéro  précédent  a  sa  réciproque  :  Si 
l'intégrale  (10)  s'exprime  sous  forme  finie,  la  série  (11)  présentera 
l'un  des  deux  cas  indiqués.  Pour  s'en  convaincre,  on  examine  à  part 
les  deux  cas  qui  peuvent  se  présenter  lorsque  J  s'exprime  sous 
forme  finie  ;  le  plus  petit  nombre  v  satisfaisant  au  problème  n"  7 
peut  être   égal   soit  à   s*^,  soit   à   2^/??,   77i  étant   impair  et  supé- 

T^         1               •                           /    0  "  \  T         \   .       u  -~  r  v/S 
rieur  a  i.  Dans  le  premier  cas,  on  a  (n"  /  j  J  z=:  —  log —  ; 

d'autre  part,  en   s'appuyant  sur  les  équations   (12),  on  trouvera 

,1  = î -^-=_  +  Jcr',  les  polynômes  n,  v  satisfont  au  problème 

'^■'^  Ui  —  i^i  \/S 

du  n"  10,  pour  i  ^v,  et  l'on  reconnaît  aisément  que  les  polynômes 
//(,  (',  peuvent  être  regardés  aussi  comme  satisfaisant  au  même 
problème,  pour  le  même  /;  on  peut  donc  sup|)Oser  (ju'on  a  //ir=//,. 
r  =  r,;  par  conséquent  on  a  J,t=  o,  pour  l)^=r.  o.  Dans  le  second 
cas,  en  désignanl  par  t  le  plus  pclil  cnlicr  Ici  (pic  2*^   '    ' —  i  soil 


74  PREiMlÈKE  PAIITII-:. 

divisible  par  /;?,  on  démontre,  en  procédant  à  peu  près  comme 
dans  le  cas  précédent,  qu'on  a  J^-^  Jv+i,  pour  Ba=  Bs+\' 

13.  On  a  ainsi  le  théorème  suivant:  Poni-  (jiie  V  intégrale  } 
soit  cxpriniablc  sous  forme  finie  y  il  f dut  et  il  suffit  (jue  lu  série 
(il)  soit  pour  une  certaine  valeur  de  \^  ou  finie  :  J|,  J^,  ..., 
Jç^=  o,  ou  périodique  :  J,,  J^,  ...,  J.9^1,  ...,  J^-i?  Ja=J.9+i? 
J^^_,z=Jç^27  ••••  Cc-'^  conditions  étant  remplies,  la  valeur  de 
V intégrale  se  détermine  immédiatement  (n"  11). 

14.  Les  propositions  de  ce  Chapitre  peuvent  être  énoncées  au- 
trement. L'intégrale  J  de  la  forme  (10)  est  une  transformée  de 
l'intégrale  (7);  supposons,  ce  qui  est  toujours  possible,  que  R  soit 
divisible  par  x.  Cela  étant,  on  se  propose  d'énoncer  les  proposi- 
tions, en  considérant  J  sous  la  forme  ('y),  et  représentant  de  même 

J,,  Jo,  ...  sous  la  forme  !/=  /  — — ~  dxi,  R/ étant  divisible  par  Xi. 

J      \^^i 

On  voit  sur-le-champ  qu'on  peut  prendre  ^/_^,  =  ; —  ?  et 

que  les  coefficients  a/,  p/  ne  seront  pas  complètement  déterminés 
par  les  conditions  posées.  Le  plus  simple  sera  de  les  préciser  par 
la  condition 

,   .  ^  dx        dx\         dx^ 


v/R        v/Hi        v/1^2 

15.   Cela  fait,  on  obtient  aisément  ce   théorème  :   En  partant 
de  V intégrale 

J  =    /  ■■  dx^  R  =  r^H-  /j'3_j_  ,^^^2_|_  jix^ 

J      v/H 

on  forme  la  série 

Jl,     J27      ....    J.v+li     •  •  •  5    Jc>-  I7    •' (J?     •••? 

.1/  =  I    -  '    ■■  dxi^         R/  =  x]  -\-  Ux'l  -f-  niix]  --h  iiiXi  ; 

les  termes  de  la  série,  les  variables  ^,,  .r^,  . .  . ,  les  coefficients 
de  R|,  Ro,    ...,    les  constantes  A|,  Ao,  ..-,   sont  liés  par  les 
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équations 


'i. 

(i4)  '?.h=\o» hJ/+i, 


xf  -^  ~Xi—  \/V\i 


(i5)  X/+1 


t/H-l  —  ^ 


h. 

•1 

{'ilf  —  ^niijxi—  Srii 


•il\  —  8///;^/-!-  iG/z, 


m/+i  =  —  im[+  -  l\  ,           Aii+i  =  —  /li  +   -  // nii  —  -  If , 
(iG)  A/+i  =  2A/ 

Pour  que  V  intégrale^  s^  exprime  sous  forme  finie,  il  faut  et 
il  suffit  que,  pour  un  certain  entier  a-,  on  ait,  soit 

l'a-\  —  4  la-\  f^^G-i  +  8  /i(j-i  =  o, 

soit 

Ces  condidoDs  remplies,  Ja  valeur  de  l'intégrale  se  détermine  à 
l'aide  de  a- H- i  équations  dont  les  a-  premières  s'obtiendront  en 
faisant  dans  (i4)  i=o,  i,  2,  . . . ,  g- — i;  la  (a- -H  1  )"'"''  équation 
sera  J^y^o,  pour  le  premier  cas,  et  J^:=Jç^,,  pour  le  second 
cas.  On  peut  trouver  A  à  l'aide  de  a-  H-  i  équations  dont  les  a-  pre- 
mières s'obtiendront  en  faisant  dans  (iG)  /  =  o,  i ,  . . . ,  t  —  1  ;  la 
(<j-\-  i)''^"^'^  équation  sera  A(j  =  o,  pour  le  premier  cas,  et  A(7  =  A,ç^,, 
pour  le  second  cas. 

16.  On  remarquera  encore  que  les  radicaux  y  ll|,  y/lU,  ...  sont 
liés  par  les  équations  (i3).  En  ayant  égard  à  ces  équations,  on 
trouvera,  à  l'aide  de  la  formule  (i 5  ),  l'expression  suivante  des 
racines  des  polynômes 

Rt=  xj  -+-  iixf  +  niixf  -{-  niXi=  Xi{x,-—  .a7  )(.?7—  ff'i){x  —  ^'•;')  : 

(8  71/-1-  If  —  4  //77?/),A'V 


(  '  7  ) 


(  '2  //  —  8  m,  )  iTi  —  8  iii 

,r'     ^  (8  7^/H-  if  —  .\Iiitii)f:'i 
'^''^'~  (2//  — 8/7^/).:r;— 8/7,  ' 

^'+1  (^/ï_S77^^A'V~«/?^/' 


;6  PKEMIÈUIÎ   PARTIE. 

oïl  Iromcra  ensuite 


(i8) 


ft  ^+1 


i*^  i+i 


(.^> 

'■-^A'-'/—^">)(.^i 

•+^/- 

rr  ■ 
■^  1 

) 

^(^/+^/- 

-é^/) 

(.^, 

-^ff'^-^i)(^', 

•+;^v— 

rr  ■ 

) 

'^(é'V+.'i.-'i- 

-^'/) 

(,^: 

;--+-^;-  —  ^/)(^, 

'  +  ^;!— 

g\ 

0 

'^^Si-^  S'i—  Si) 


17.  Voici  une  dernière  remarque  relative  à  la  méthode  du  n°  15  : 
on  sera  dans  le  premier  cas  du  théorème  ou  dans  le  second  cas, 
suivant  que  la  plus  petite  valeur  de  X,  satisfaisant  à  l'équation  (8), 
sera  i'^  ou  i^ m  [m  est  impair  et  >>  i). 

18.  Chapitre  IV.  —  Dans  les  Chapitres  II  et  III  on  a  exposé 
des  méthodes  pour  la  détermination  de  l'intégrale  ('^),  si  elle  se 
réduit  à  une  fonction  finie  ;  de  là  on  conclut  des  conditions,  néces- 
saires et  suffisantes,  pour  que  cette  réduction  soit  possible.  Mais 
la  forme  de  ces  conditions  ne  permet  pas  de  regarder  la  question  du 
n'*  1  relative  à  l'intégrale  ['j)  comme  entièrement  résolue;  ces  con- 
ditions exigent  encore  certains  compléments.  C'est  le  Chapitre  V 
qui  sera  consacré  au  complément  à  la  condition,  résultant  de  la 
méthode  du  Chapitre  III,  pour  le  cas  où  les  coefficients  de  R 
sont  des  nombres  réels  quelconques.  On  y  donne  encore  le  com- 
plément à  la  condition,  résultant  de  la  méthode  du  Chapitre  II, 
en  se  bornant  toutefois  aux  cas  les  plus  simples  de  R. 

Dans  le  présent  Chapitre  on  s'occupe  de  deux  transformations, 
qu'on  appliquera  à  l'intégrale  (^)  avant  de  procéder  suivant  les 
méthodes  connues.  Ces  transformations  sont  dues  à  M.  Tclieb}'- 
cheir. 

19.  La  première  transformation  a  pour  but  de  remplacer  dans 
l'intégrale  (7)  le  polynôme  V\  =z  x'* -\- Ix'^ -\- mx- -^  iix -^ p  par 
R,  =  .rj -1- /,  .r,  4- /;?,  xj  + /?,  ./■,,  de  sorte  (jue  /,,  m^^  n^  s'expri- 
ment rationnellement  en  /,  m,  /i,  p. 

Si  R  a  une  racine  qui  s'exprime  rationnellement  en  /,  /??,  /?,/>, 
et  seulement  dans  ce  cas,  la  transformation  demandée  peut  être 
effectuée  en  introduisant  une  variable  .r,  liée  kx  par  une  équation 
du  premier  degré  par  rapport  à  x  cl  x^.  Si  R  n'a  pas  de  pareille 
racine,  on  cherche  s'il  n'csl  pas  possible  d'efl'ectucr  notre  Irans- 


4 
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formation  à  l'aide  de  la  variable  j:',  liée  à  x   par  une  équation  du 
second  degré  en  x  et  j:,  : 

(«572-1-  •î.bx  +  c)x\  H-  'i{a! x^'  H-  ih' x  H-  c')^.  H-  (a",r2  -h  'ib" x  -f-  c")  =  o. 

En  posant 

p  =:  («'.r2-^  2Z>'jr  -+- c')2  —  (aa-2  _|_  2^^    _!_  c)(rt".r2  +  2^'> -h  c"). 
Pj  z=  (^jrf  -h  ih' x^-\-  b"y- —  {ax\  +  la'x^  4-  a")(c:r|  -H  2cViH-  c"), 


on  a 


j       Jq  J   (ix\  -\- -la  x^^  a       J   \       ax'^ -!- •J.ci  Xi-r- (i  / 


cL 


^\ 


?i 


Pour  que  p  coïncide  avec  R,  que  pi  soit  de  la  forme  R,,  et  que 
la  troisième  intégrale  fournisse  l'intégrale  de  forme  (^),  les  neuf 
coefficients  de  la  substitution  doivent  satisfaire  à  sept  certaines 
équations  qui  conduisent  à  prendre  r<r=o,  ^  =  itii;  le  plus  simple 
ensuite  sera  de  prendre  d'^=-o\  alors  on  a  b"=o,  et,  pour  tous 
les  autres  coefficients  de  la  substitution,  ainsi  que  pour  les 
coefficients  de  p,=rR,,  on  trouvera  des  valeurs  s'cxprimant  ra- 
tionnellement en  /,  /?z,  /?,  p. 

La  substitution  ne  peut  être  appliquée  si  l'on  a  8/?  +  /'  —  4  ^'^^  =  0  ; 
mais  alors  l'intégrale   s'exprime   par  la  formule   (8)  en   prenant 

^0.  La  seconde  transformation  a  pour  but  de  remplacer  l'inté- 
grale (7),  dans  le  cas  où  les  coefficients  de  V^=:x'*-\-lx'-^-^niX'-\- nx 
sont  des  nombres  algébriques  réels,  par  une  autre  de  même  forme; 
si  cette  nouvelle  intégrale  s'exprime  parla  formule  (8),  la  plus 
petite  valeur  de  \  sera  impaire;  les  racines  du  nouveau  polynôme 
sous  le  signe  de  radical  seront  exprimées  rationnellement  en 
/,  1)1^  11. 

2L  Supposons  que  II  satisfasse  à  la  condition  du  n"9.  Nous  al- 
lons d'abord  indicpier  une  substitulion  cjui  permet  de  remplacer 
R  par  un  polynôme  II,,  de  même  (orme,  donl  les  racines  s'expri- 
ment rationnellement  [)ar  les  nombres/;,  y,  .v,  \  •'»(>"  —  />/' 4-y>- ), 
en  sorle  (pie,  dans  le  cas  suj^posé,  ces  racines  s'expiiiiieul  ralioii- 
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nollcnioiil  [)ar  /,  m,  n.  \  olci  colle  suljsliliilioii 

[p  —  /•)2(^2  -\-  p.r) 

clic  donne 
'.r  -t-  A 


Ar-t-  . 
j     s/H 


r/j"  =  -  loir 


{.r  —  p)x  -^  s 
v/.ri|.r,-h(/?  —  /■)2| 


•r,  ^- Al 


1  r-^i  +  ^ 


'■^     '  .^1  —  \/^i  [ .r  1  +  (/>  —  7'  ;2  j 
Dans  ce  qui  suit,  nous  supposerons  que  dans  Finlégrale 

'i-i-  Al 


dxx 


\/l^i 


dxi 


R 


les  racines  du  polynôme  —  sont  non  seulement  réelles,  mais  aussi 

de  même  signe  (si  cela  n'avait  pas  lieu,  on  changerait  R,,  par  la 
substitution  .r,  =:  a  +  ^'?  en  un  polynôme  qui  posséderait  la  pro- 
priété énoncée). 

Rejnarqite.  —  A  l'aide  des  substitutions  de  ce  numéro,  le  poly- 
nôme  Vs.::^  x'* -\- Ix''^ -^  mx- -\- nx^   /,    m,   n   étant   des    nombres 

réels  quelconques,  peut  être  remplacé  dans  l'intégrale  ('y)par  R', 

R' 
tel  que  toutes  les  racines  de  —  soient  réelles  et  de  même  signe. 

22.   Supposons  que  le  polynôme 

Ri  =  .ri(^i  —  gi){xy  —  ^'i  ){xy—  ff\  ), 

où  ^'■,,  g\y  g\  sont  rangés  par  ordre  de  valeur  absolue  crois- 
sante, satisfasse  aussi  à  la  condition  du  n'^  9.  En  appliquant  alors 
plusieurs  fois  la  substitution  du  second  degré  indiquée  dans  le 
n"  21,  on  réduira  successivement  R|  à 


Wi  =  Xi  (  Xi  —  gi){  Xi  —  g'i  ){xi—  fr"i  ), 
où  l'on  a 


a 


2,     D, 


On  continuera  la  réduction   jus([u'à  ce  qu'on  ])arvienne  à  une 
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/T    -4-    \ 
"''  ^^\  ^  dXy^  présentant  l'un  de  ces  deux  cas  : 
v/Hv 

i"  Ou  bien ^v  +  <.^"v  —  g'j  ^st  nul;  alors  on  ne  peut  pas  continuer 
la  réduction,  mais  dans  ce  cas  l'intégrale  dernière  s'exprime  par 
la  formule  (8),  pour  à  =  2  ; 

2^  Ou  bien  y/^v^v  (^v  —  .^v)(^'v  —  ,sv)  ^^  s'exprime  pas  ration- 
nellement par  les  coefficients  de  R^  alors  l'intégrale  dernière 
présentera  la  transformation  cherchée. 

Si  le  premier  cas  n'a  pas  lieu,  on  se  trouvera  nécessairement 
dans  le  second.  Pour  s'en  convaincre,  on  examine  les  nombres 
positifs 

on  voit  d'abord  qu'on  a  A7_|.,  =  'iAJlL^  et  l'on  démontre  ensuite, 

1  4-  ki 

suivant  ZolotarelF,  qu'un  certain  k^  ne  s'exprimera  pas  rationnel- 
lement par  les  coefficients  de  R. 

Remarque.  —  Soient   /    '  ^_  '  dx;,    1    '^'        '—  dxui  les  in- 

tégrales  considérées  dans  ce  numéro;  si  la  première  intégrale  s'ex- 
prime par  la  formule  (8)  et  si  le  plus  petit  nombre  \i  est  pair, 
le  plus  petit  nombre  'ki^t   correspondant  à  la  seconde   intégrale 

sera  eerai  a  —  • 

23.  Chapitre  V,  —  (]e  Chapitre  est  consacré  principalement 
au  complément  de  la  condition  contenue  dans  le  théorème  du 
n"  15.  On  distingue  deux  cas,  suivant  que  les  coefficients  du  polj- 
nôme  R  =  x'  +  Ix^ -{-  mx'-{-  11  x  -{- p  sont  des  nombres  réels  al- 
gébriques ou  transcendants. 

Premier  cas.  —  On  suppose  qu'on  a  efreclué,  s'il  étail  néces- 
saire, les  transformations  du  Chapitre  IV.  On  a  donc 

/,  ni^  Il  étant  des  nombres  entiers  algébricjucs,  et  la  condition  du 
II"  lo  s'énonce   [voii-  n"  17)  ainsi  :  [)c)ur  (|U(3   l'inlégrale  (-)  soil 
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exprimable;  sous  foinic;  finie,  il   faut   cl  il  suflil   ([iTon  ail  pour  un 
ecrlain  enlier  t,  /^=  /j ,  fnrr=  ni^^  11^^=^  'h- 

Cela  posé,  on  démontre  ce  théorème  :  SI  VintcgraleJ  ^^  exprime 
SONS  foinw  finie,  les  nonihies  de  tous  les  sysii'Dies  //,  nii,  /?/  se- 
rai) I  des  entiers  algébriques.  Ceci  donne  le  moyen  de  reconnaître, 
dans  lieaiicoup  de  cas,  l'impossibilité  de  l'intégrale  sous  forme  finie. 

21.  C'est  M.  Tcliebychcff  qui  a  énoncé  ce  théorème,  dans  le 
cas  des  coefficients  /,  /??,  n  rationnels,  et  qui  en  a  déduit,  dans  ce 
cas,  le  complément  suffisant  à  la  condition  du  n*^  2'3. 

On  voit  d'abord,  à  l'aide  des  formules  (17),  qu'on  a 

m'j  —  3  liîii^=  m- —  3  In, 
nfi^l^  ni—  Ifmf  —  iSlimini^^fnf-hiynf) 

en  vertu  de  ces  équations,  le  théorème  cité  donne  le  complément 
suivant.  Les  coefficients  /,  m,  n  étant  des  nombres  entiers  ra- 
tionnels, en  calculant  les  systèmes  //,  ;/z/,  ni^  on  parviendra  tou- 
jonrs,  après  un  nombre  fini  d^'opérations,  à  un  système  /^r,  ni^,  n^ 
qui  présentera  l'un  des  deux  cas:  i"  les  nombres  du  système  sont 
respectivement  égaux  à  ceux  du  système  /) ,  /?i,,  /?,;  2"  les  nom- 
bres du  système  ne  sont  pas  entiers.  On  sait  que,  dans  le  premier 
cas,  l'intégrale  s'exprime  sous  forme  finie;  dans  le  deuxième  cas, 
elle  n'est  pas  possible  en  termes  finis. 

2o.  Revenons  au  cas  général.  Aux  suppositions  faites  au  com- 
mencement du  n"  !23  on  ajoute  celle-ci  :  les  racines  g,  g\  g"  du 
polynôme  R=  x(^  —  g){jc  —  g'){'^  —  g^')  sont  réelles,  de  même 
signe,  et  rangées  par  ordre  de  valeur  absolue  croissante  {voir 
n"  21,  Rem.). 

Soient 


a  =  —  7 


«-^.      ,._^ 


g  '  g  Si 

gi^  g],  g]  étant  calcidés  d'après  les  formules  (18);  posons 

„  _  /  o  _  /  r,.  —  -'^  o ._  fi 

(t  '  h  ai  '  hi 

où  a^  b,  1  sont  des  nombres  entiers  algébriques;  «/,  />/,  fi  sont 
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des  entiers  calculés  d'après  les  formules 

«iVi  —  {aibi^  <-('ifi—  bifif, 
bi-i-i  ={aibi-^  Oifi  —  aifiy, 
fi+i  =  (<^'^ifi-+-  ^ifi—ciibiY-. 

Nous  regarderons  ces  nombres  comme  des  nombres  algébriques 
dépendant  d'une  racine  de  l'équation  irréductible,  à  coefficients 
entiers  rationnels, 

(19)  t^"  +  AiP«-''  +  A2c^"--  +  . .  .=  o. 

Gela  posé,  on  démontre  le  théorème  de  ZolotarefT  qui  fournit 
le  complément  suffisant  à  la  condition  du  n"  23.  En  calculant  les 
systèmes  ai,  hi^  fi^  on  parvient  toujours,  après  nn  nombre  fini 
d'opérations,  à  un  système  a^y,  ^(j,  f^^  qui  présentera  l'un  des  deux 
cas  :  i'^  les  nombres  du  système  donnent  a^j,  ^o- respectivement 
égaux  à  a<,  [3,;  2"  un  des  nombres  du  système  contient  des  fac- 
teurs premiers  qui  ne  divisent  pas  à  la  fois  deux  des  nombres  2«, 
ib^  2/".  Dans  le  premier  cas,  on  aura  l^z=.  l^^  ni^=  m^^  n^=.  n^^ 
et  l'intégrale  s'exprime  sous  forme  finie;  dans  le  second  cas,  l'in- 
tégrale est  impossible  sous  forme  finie. 

26.  Remarque.  —  Pour  reconnaître  le  second  cas  du  complé- 
ment, il  n'est  pas  nécessaire  de  recourir  à  la  décomposition  des 
nombres  algébriques  en  facteurs  premiers,  car  on  a  la  proposition 
suivante  :  Soient  N,  M  deux  nombres  entiers  dépendant  d'une  ra- 
cine de  l'équation  (19)  et  v  l'exposant  le  plus  haut  qu'on  trouve  en 
décomposant  la  norme  du  nombre  N  en  facteurs  premiers  ration- 
nels; pour  que  lous   les  facteurs   premiers  de  IN   soient  contenus 

,         i\lv      .         . 
dans  M,  il  faut  et  il  suffit  que  le  nombre  algébrique  -1^  soit  entier. 

27.  Second  cas.  —  On  suppose  R  =  .^•(x  —  §'){-'('  —  r'){'^ — S'")i 
g^  g' ,  g"  étant  réels,  de  même  signe,  et  rangés  par  ordre  de  va- 
leur absolue  croissante  (voir  n**  21,  Renj.). 

Posons /»•-=:  --.  '^^^-7^ — —■>  h  =  '^ — r^-    l\Mir    que    Fintéiirale    soi! 

.   ry        <y    fr  fr  1  C 

possible  sous  forme  finie,  les  nombres  /i%  h  doivent  être  liés  par 

une  équalion    algébri(pie.    Soil  l\l  \v  degré  de  Técpialioii   iriédue- 

lUiU .  (les  Sciences  nialhem.,  ?:'  S(jri<',  t.  \T1I.  (  \\\\\  iSSi).)  •; 
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lible  6^*4-  A,  />^'~^  -{-...-=:  o,  où  les  A^  sont  des  nombres  composés 
rationnellement  avec  A-. 

Cela  étant,  on  a  le  complément  suivant  à  la  condition  du  n"  15  : 
Si  rintégrale  s'exprime  sous  forme  finie,  le  nombre  a-  ne  surpasse 
pas  M.  Ce  complément  appartient  à  ZolotarefF. 

i28.  Remarque.  —  En  supposant  les  coefficients  de  H  imagi- 
naires, on  peut  démontrer  les  propositions  analogues  à  celles  qui 
font  Tobjet  du  Chapitre  présent.  Ces  propositions  donnent,  pour 
des  cas  assez  étendus,  les  compléments  suffisants  à  la  condition 
du  n"  .15. 


HEINRICHS  (E.).  —  Ueber  den  Bundel  der  jenigen  kubischen  Raumcur- 

VEN,  WELCHE  EIN  GEGEBENES  TeTRAEDER  IN  DERSKLBEN  ArT  ZUM  GEMEIN- 

SAMEN  Schmiegungstetraeder  haben.  Inaugural-Dlssertation  ;  48  p.  in- 8". 
Wermelskirchen,  1887. 

M.  K.  Sturm,  dans  un  intéressant  Mémoire  inséré  dans  le 
XXVP  Volume  des  Alathematische  Annalen  ('  )  avait  considéré 
la  figure  formée  par  le  système  de  cubiques  gauches  passant  par 
les  sommets  A,  C  d'un  tétraèdre  ABCD,  admettant  en  ces  points 
les  arêtes  opposées  AB,  CD  comme  tangentes  et  les  plans  BCD, 
ABD  comme  plans  d'osculation.  L'objet  principal  de  M.  R.  Sturm 
était  d'étudier  les  collinéations  et  les  corrélations  par  lesquelles 
une  cubique  gauche  se  reproduit  elle-même.  L'un  de  ses  disciples, 
M.  Ernst  Heinrichs,  vient  de  faire,  de  l'étude  de  cette  figure,  le 
sujet  de  sa  dissertation  inaugurale.  Une  courbe  de  ce  système  est 
déterminée  d'une  façon  univoque,  soit  par  un  point,  soit  par  un 
plan  osculateur,  et,  si  l'on  se  donne,  par  exemple,  un  point,  on 
peut  construire  géométriquement  la  tangente  et  le  plan  osculateur  à 
la  courbe  qui  passe  parle  point.  Les  tangentes  aux  diverses  courbes 
du  système  forment  un  complexe  tétraédral.  A  chaque  droite  de 
ce  complexe  correspondent  un  point,    le  point  de  contact,  et  un 


(')  Ueber  Collineationen  und  Correlalionen,  welclie  Flachen  •.?.  Grades  oder 
cubisclie  naifincurven  in  sicli  selbst  transformiren. 
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plan,  le  j)lan  d'osculalion  ;  réliide  de  cette  correspondance  fournit 
i>Iusieurs  propositions  intéressantes,  ainsi  que  celle  du  Nallsystein 
d'ordre  supérieur  déterminé  par  la  correspondance  entre  chaque 
point  de  l'espace  et  le  plan  osculateur  à  la  cubique  du  système  qui 
passe  par  ce  point.  Enfin,  après  s'être  occupé  de  la  surface  dé- 
crite par  une  cubique  du  système,  quand  le  point  par  où  elle  doit 
passer  se  déplace  sur  une  droite,  l'auteur  termine  son  travail  en 
donnant  quelques  propriétés  du  système  de  trois  points  suivant 
lesquels  un  plan  est  rencontré  par  une  cubique  du  système. 

J.   T. 


Tu.  d'OPPOLZEU.  —  Traité  dk  la  détermination  des  orbites  des  comètes 
ET  DES  PLANÈTES.  ÉdlLioii  française,  publiée  d'après  la  deuxième  édition 
allemande  par  jE".  Pasquicr,  professeur  d'Astronomie  à  l'Université  de  Lou- 
vain,  Premier  volume.  Paris,  Gauthier-Villars,  1886,  xxvi-491  pages  in-4° 
el  ccix  pages  de  Tables. 

Voici,  d'après  la  Préface  du  traducteur,  en  quoi  la  traduction 
française  diffère  de  l'édition  allemande  :  1°  pour  la  mesure  du  temps 
et  pour  celle  des  longitudes,  le  traducteur  a  admis  le  temps  civil 
et  l'heure  universelle,  conformément  aux  décisions  du  Congrès 
de  Washington,  mais  en  indiquant,  dans  une  Note,  les  moyens  de 
traduire  les  données  dans  Tancien  système;  2"  le  présent  Volume 
forme  un  tout  complet^  il  n'y  a  pas  de  renvois  au  tome  II,  le  tra- 
ducteur ayant  emprunté  à  celui-ci  les  Tables  VI rf  et  XIV  et  la 
manière  de  former  une  position  normale;  3"  à  la  suite  d'une  revi- 
sion mluulieuse,  faite  par  M.  von  Oppolzer,  Scbram  et  Pasquler, 
le  texte  et  les  Tables  ont  subi  diverses  corrections  et  additions.  Les 
Tables  corrigées  sontX<^.  col.  Bj,  et  X^  ;  comme  correction  du  texte, 
il  faut  signaler  les  nouveaux  critériums  relatifs  au  signe  de  Tangle 
.'^7,  (jui  intervient  dans  la  détermination  des  orbites  paraboliques; 
parmi  les  additions,  on  remarquera  l'article  x  du  Chapitre  \  de  la 
première  Partie  et  l'exemple  de  la  comète  Cruls  de  1  882,  relatif  aux 
solutions  multiples. 

La  traduction  a  été  faite  avecla  collaboration  de  IMM.  \on  (.)pp()l- 
/er,  IL  Scbram  et  C.  Dusausoy. 
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SUR  L'INTÉGRALE    f^e'-Ulx; 

Par  un  ANONYME. 
Soit 

f{x)=    I     e-"-da=   I    X e--^-''- dv . 

On  a 

f'{x)  =  e-^\ 

if'{x)f{x)=  I    2xe''^'''^^"-Ulç 
d'où 

fHx)  =  c--  f  ^-^ 


'^  Q—.vHv-^-i>-) 


dv. 


■0       -    ■    ^- 


y"(.r)  s'annulant  avec  .r,  on  trouve  G  =  -  et,  par  suite, 

L'intégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  est  inférieure  à 

4 


.    r^     dv  Tz 


Donc  on  peut  écrire 


TT 


fHx)=.  _(i_0e-^^),         oO<i 
4 


et,  supposant  a;  ^  o, 


On  déduit  de  là 


/•^  — 

lifn/(;r),,=+^  =    /      c-"'du=+y\/iz. 
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GROSS  (W.).  —  Ueber  die  Combinanten  binarer  Formensysteme  welche 
EBENEN  RATIONALEN  CuRVEN  zuGEORDXET  sixD.  Inaugural-Dissertation,  5i  p. 
in-S".  Stuttgart,  1887. 

Les  combinants  associés  à  une  courbe  rationnelle  plane,  dé- 
terminée par  les  équations 

xi  =  a/0  X«  -+-  an  l'^-O.i -+-... -h  ai,,  X'/ .         (  /  =  t  ,  9.,  3  ), 

sont  des  fonctions  des  coefficients  ctij,  des  variables  binaires  )., 
)hj  ou  de  plusieurs  séries  de  telles  variables,  des  variables  ter- 
naires Xif  ^27  ^3y  ou  de  plusieurs  séries  de  telles  variables,  qui, 
lorsqu'on  soumet  les  variables  binaires  à  une  même  transforma- 
tion linéaire,  et  les  variables  ternaires  .r,,  œ-o-,  ^3,  ...,  ainsi  que 
les  coefficients  a, y,  «oy,  <^nj  (7=  I5  ^-^  •••?  n)^  ^  "ne  même  trans- 
formation linéaire,  se  reproduisent  à  un  facteur  près,  qui  ne  dé- 
pend que  des  coefficients  des  deux  substitutions.  L'intérêt  géomé- 
trique de  ces  fonctions  est  bien  évident. 

La  dissertation  inaugurale  de  M.  Gross,  qui  leur  est  consacrée, 
comprend  trois  Chapitres  dont  le  premier  se  rapporte  aux  courbes 
rationnelles  générales. 

L'auteur  nous  prévient  que  les  généralités  par  lesquelles  il  dé- 
bute sont  empruntées  en  partie  aux  Leçons  de  M.  Brill  pendant  le 
semestre  d'hiver  1 885- 1886.  Il  établit  d'abord  un  théorème  dû  à 
M.  Gordan,  et  relatif  au  cas  où  le  combinant  ne  contient  pas  de 
variables  ternaires  :  tous  les  combinants  de  cette  nature  sont  des 
covariants  de  la  forme 

Aa)  fi(i^)  /i(^o 
^'-  Aa)  AiN  /2(o 

Ai^)  AW  AM 

^^^  A^i  f'2i  ./-.i  sont  les  trois  polynômes  auxquels  les  coordonnées 
d'un  point  de  la  courbe  doivent  être  proportionnelles  et  où  A,  a, 
V  désignent  trois  séries  de  variables.  F^a  forme  G  j^eut  être  ainsi 
regardée  comme  une  fonction  génératrice  de  ces  combinants.  On 
trouve  aussi,  par  un  procédé  analogue,  des  fonctions  génératrices 
dans  le  cas  général.  L'auteur  montre  ensuite  comment  on  peut 

/?////.  (les  Scicncf'.s  mathcni.,  -y."  série,  l.  \IT.  (Mai  18S7.)  i> 
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remplacer  ces  fonctions  génératrices  ])ar  des  combinants  élémen- 
taires, dont  les  autres  combinants  sont  des  invariants  ou  cova- 
rlants  binaires  simultanés.  Diverses  méthodes  permettent  d'ob- 
tenir ces   combinants   élémentaires. 

Dans  le  second  Chapitre  M.  Gross  applique  cette  théorie  aux 
courbes  rationnelles  du  troisième  ordre,  en  interprétant  géométri- 
quement tous  les  résultats  qui,  pour  la  plupart,  se  rapportent 
d'ailleurs  à  des  propriétés  connues. 

Quand  on  passe  aux  courbes  du  quatrième  ordre,  dont  il  est 
question  dans  le  dernier  Chapitre,  on  rencontre  des  difficultés 
assez  considérables  pourl'interprétation  géométrique  des  invariants 
et  covariants  obtenus  par  les  procédés  de  TAlgèbre.  Les  combinants 
élémentaires,  toutefois,  s'interprètent  sans  peine.  On  parvient,  en 
outre,  à  quelques  résultats  intéressants,  parmi  lesquels  l'auteur 
signale  le  suivant  :  il  existe  un  faisceau  de  coniques  qui  touchent 
la  conique  des  points  d'inflexion,  la  conique  des  huit  points  de 
contact  des  quatre  tangentes  doubles,  et  la  conique  tangente  aux 
six  coniques  d'inflexion.  J.    T. 


AHRENDT  (A.).  —  Untersuchuingen  ïjber  die  Parallelflachen  der  Fla- 
CHEN  zwEiTEN  Grades.  Iiiaugural-Dlssertatlon.  In-8°,  75  p.  Rostock,  1888. 

Divers  auteurs  se  sont  occupés  des  courbes  parallèles  aux  co- 
niques et  des  surfaces  parallèles  aux  quadriques.  M.  Asmus 
Ahrendt,  dans  l'exposé  historique  qui  forme  le  début  de  sa  disser- 
tation inaugurale  signale  les  recherches  de  Cauchy  (*),  Cata- 
lan (-),  Salmon  (='),  Cayley  (''),  Fiedler(5),  Roberts  («),  Craig(^), 
Neumann  (8),  Schulze  {^). 


(')  Comptes  rendus,  l.  XIII. 

(^)  Nouvelles  Annales  de  MalJiématiques,  t.  III. 
(')  Treatise  on  the  higher  plane  curves,  Treatise  on  conic  sections. 
(*)  Annali  di  Matematica,  t.  III.  Quarterly  Journal,  t.  XI. 
(')  Grunert's  ArcJiiv,  t.  XXXIX. 

(«)  Quarterly  Journal,    t.  XII.   Proceedings  of  llie  London  Mathcmatical 
Society,  t.  IV. 
(')  C relie,  93  et  9i. 

(»)  Untersuchungcn  liber  die  Parallelflâclie  des  Ellipsoïds.  Malle,  iS-jS. 
(■)  Ueber  die  Parallelflâclie  des  elliptischen  Paraboloïds.  Halle,  1886. 
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L'auteur  expose  les  résultats  essentiels  dus  à  ses  devanciers  el 
V  ajoute  l'étude  des  lignes  de  courbure  et  la  recherche  des  droites 
situées  sur  les  surfaces  considérées;  enfin  l'étude  des  singularités 
est  faite  d'une  façon  nouvelle. 

La  première  Partie  est  relative  aux  lignes  de  courbure,  et  en 
particulier  à  leurs  éléments  numériques  (ordre,  classe,  rang,  etc.). 
L'auteur  étudie  successivement  le  cas  d'une  quadrique  à  centre 
unique  et  celui  d'un  paraboloïde. 

La  seconde  Partie  est  consacrée  à  la  recherche  des  droites  situées 
sur  la  surface  parallèle  si  la  quadrique  est  à  centre  :  il  y  a  seize 
droites  à  distance  finie,  qui  correspondent  aux  huit  génératrices 
de  la  quadrique  qui  passent  par  ses  ombilics;  les  droites  avaient 
déjà  été  signalées  par  Roberts  comme  lignes  doubles  de  la  sur- 
face. 

Enfin,  dans  la  troisième  Partie,  M.  Ahrendt  s'occupe  des  lignes 
doubles.  Si  la  surface  est  parallèle  à  une  quadrique  à  centre,  on 
trouve  en  dehors  des  seize  droites  trois  coniques  dans  les  plans 
principaux,  et  les  intersections  du  plan  de  l'infini  par  la  qua- 
drique et  par  une  sphère,  J.  T. 


P.  MANSION.  —  ELEiviri;NTE  diîr  Théorie  der  Determinamex  mit  vielex 
Uebungsal'fgaren.  Zweite  vonnelirle  Aufla.^e.  Leipzig,  Teubner,  188G; 
xxiv-66  in-8°. 

Pour  les  pages  1-495  cet  Opuscule  n'est  qu'une  Titelausgabe ; 
mais  l'introduction  (p.  iiv-xxiv)  et  l'appendice  (p.  5o-56)  sont 
nouveaux.  L'introduction  oflVe  au  commencement  une  exposition 
très  élémentaire  des  propriétés  fondamentales  des  déterminants  à 
deuxou  trois  lignes.  L'appendice  contient:  i"ladiscussion,  dansles 
cas  d'exception,  des  équations  linéaires;  2"  la  démonstration  de 
la  propriété  fondamentale  des  déterminants  nuls;  ,i"  un  exposé 
rigoureux  de  la  méthode  dialytique  d'élimination.  Même  la  pro- 
position fondamentale  directe  de  cette  méthode  est  établie  sans 
recourir  au  ihéorèmc  :    Poule  équation  algébrique  a  une  racine. 
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E.  CATALAN.  —  Mélanges  mathkmatiques.  Mémoires  de  la  Société  royale 
de  Liège,  (?.),  XII  et  XIII;  «885- 1886  (i). 

Dans  ces  deux  Volumes  très  intéressants,  l'Auteur  a  réuni 
d'innombrables  Notes  publiées  par  lui  de  i838  à  1886,  dans  divers 
Recueils  mathématiques  de  France,  de  Belgique  et  d'Italie,  plus 
nn  certain  nombre  d'articles  inédits.  Celles  qui  ont  été  imprimées 
à  partir  de  1868  ont  été  signalées  dans  le  Bulletin  de  Darboux  et 
dans  le  Jahrhuch  ilber  dieForscîiritte  der  Mathematik  au  fur  et 
à  mesure  de  leur  publication  ;  la  plupart  des  autres  sont  indiquées 
à  leur  place  logique,  dans  le  Discours  sur  les  travaux  mathénia- 
tiques  de  M.  E ugèiie-Char les  Catalan^  parM.  P.  Mansion,pilblié 
en  tête  du  Volume  I. 

Ces  deux  Volumes  contiennent,  entre  autres  choses,  en  Arith- 
métique supérieure,  plusieurs  Notes  sur  la  partition  des  nombres, 
plusieurs  aussi  sur  les  nombres  de  Bernoulli,  d'innombrables 
recherches  sur  les  séries  et  des  intégrales  définies  particulières,  beau- 
coup de  théorèmes  généraux  ou  spéciaux  sur  la  théorie  des  sur- 
faces (surfaces  développables,  élassoïdes,  surfaces  orthogonales, 
coordonnées  curvilignes). 

11  y  en  a  aussi  un  certain  nombre  plus  élémentaires,  sur  l'Algèbre, 
la  Géométrie,  la  Géométrie  analytique  plane,  la  Trigonométrie 
sphérique  ;  quelques-unes  ont  rapport  au  Calcul  des  probabilités. 
Mais  il  est  impossible  de  classer,  en  peu  de  lignes,  sous  des  titres 
précis,  les  1 1  5  Notes,  grandes  ou  petites,  que  l'Auteur  a  réunies  en 
800  pages  écrites  avec  la  clarté  et  la  concision  qui  caractérisent 
tous  ses  Ouvrages. 


(')  Un  troisième  Volume  a  paru  en  1888.   Nous  en  rendrons  compte   ultérieu- 
rement. 
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SUR  LES  EXPRESSIONS  DES  ANGLES  D'EULER,  DE  LEURS  FONCTIONS 
TRIGONOMÉTRIQUES  ET  DES  NEUF  COEFFICIENTS  D'UNE  SUBSTITUTION 
ORTHOGONALE  AU  MOYEN  DES  FONCTIONS  THÊTA  D'UN  SEUL  ARGU- 
MENT ; 

Par  m.  Ferdinand  CASPARY. 

Les  neuf  coefficients  d'une  substitution  orthogonale  ont  été  ex- 
primés pour  la  première  fois  par  Ealer  à  l'aide  des  fonctions  tri- 
gonométriques. 

Ces  fonctions,  les  angles  qui  y  entrent,  ainsi  que  les  coefficients 
d'une  substitution  orthogonale  peuvent  être  représentés,  d'une 
manière  extrêmement  simple,  par  les  fonctions  thêta  d'un  seul 
argument. 

Dans  le  Mémoire  présent,  je  me  propose  d^établir  ces  expres- 
sions générales  et  d'en  déduire  les  formules  particulières  qui  four- 
nissent la  résolution  de  quelques  problèmes  de  rotation.  On  verra 
que  les  unes  et  les  autres  ne  sont  que  des  identités,  légèrement 
transformées. 

Quant  aux  résultats  de  mes  recherches,  j'en  ai  déjà  communiqué 
quelques-uns  dans  deux  JNotes,  insérées  aux  Comptes  rendus  ('  ). 

Les  expressions  générales  que  je  vais  établir  se  déduisent,  sans 
exception,  au  moyen  d'un  simple  système  de  quatre  équations  qui 
représentent  les  transformations  du  second  degré,  relatives  aux 
fonctions  thêta  d'un  seul  argument.  Pour  ne  supposer  rien,  dans 
ce  Mémoire,  de  la  théorie  de  ces  transcendantes,  je  démontrerai, 
d'une  façon  tout  à  fait  élémentaire,  même  ces  quatre  équations 
bien  connues. 

l.  Formules  préliminaires.  —  Soient  ayi>  (A,  A  =  1 ,  2)  (pialrc 
quantités  quelconques.  En  désignant  par  c/,,//, (/7?,  /i  ==:  1 ,  2,  3)  les 
neuf  coefficients  d'une  substitution  orthogonale,  liés  entre  eux  par 
les  relations 

^   (  /  .--  m  ;     (^  m  =  \,  2,  3). 

(llï(^iii\-^-  Clli(^mi-r-  Cliia„ii—  O,    ] 

les  coefficients  n„ui  peuvcMit  être  représentés  idcnfir/urnic/i/  de  la 


(')   Voir  L   CVn,  p.  859,  901,  937. 


()0 

manière  suivante  : 
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o;l,  =  ail  <^22 3^12^21' 


af  1  +  a 


1  2 


■1 1 


■1  2 


Ot  2  1  -f-  3C  2  2  ) 
OC  2  1  2(  2  2  ' 


^11  ^21  H-  ai2a22; 


(') 


'2  cAo  ^11  ^^^^ 

/  oJlo  ^  ;j  1  r=; 

^  i  cAd  ^12  -—- 
2"j1)a22  =  "~  ^1  1  -+-  3C^2  ~*~  °'ll  — '  ^^ 
•'j\oa32  := '^ll  ^21  ~T-  0(]2^22Î 


af 


1  1 


'1  2 


a^i 


-*■  2  2  ' 


22' 


t^\9<3^13=^  ail  0(12  H-  «21  Cd2  2i 

<-jl3<223  =  —  '^ll  2*12  +  1^21  ^22i 

"Au  CZ33  =  —  o(i  1 0C22  —  ^12  ^21  • 

D'après  les  formules  à^Euler,  on  a,  d'autre  pari, 

«11  =  cos6  sincp  sin»]^  -\-  coscp  cost|>, 
«21  =  cos6  sincp  costj;  —  coscp  sint];, 
«31  =  —  sin6  sincp  ; 

«12  =  cos6  coscp  sirn|>  —  sincp  costl», 
(El)  (    «22  =  cos6  coscp  cosi]> -h  sincp  sini]^, 

«32  =  —  sinO  cos  cp; 

«13=  sin6  sintj;, 
I  «23  =  sin6  cosil», 
\   «33  =  cos  6. 

En  égalant  les  expressions  des  coefficients  cijnnj  établies  dans 
deux  systèmes  d'équations,  on  trouve  immédiatement 


ces 


cosO  =  — 


ai,a22 


■12  «21 


C0SC5 


cos  <h 


{'^) 


«11  «22  —  «12  «21 
«11  «21  —  «12  «22 

2tyC(iiOti2  «2 1  «2'> 
«11  «12 «21  ^22 

li\/(X^l  «12«21«22 

«11  «22  ■+"  «12  «21 


sinO  = 


since  = 


sintj; 


'Il 


v/«iiai2 


«21  «22 


«II  «22  —  «12  «21 
«11  «21  ~^  «12  «22 


2  y/aii  ai2«2i  « 


22 


«11  «12  ~i~  «21  «22 


log 


2 /«Il  «12 «21  «22 
1  V  ail  «i2«2i  «22 


^^  «11  «22+  «12  «21 ^/«ll  «12  «21  «22 


o  =  —log '-^, 

1i  «ll«2l 


>î.=    ± 


lOÏ 


'^21  a22 
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!2.  Formules  auxiliaires,  relatives  aux  fondions  thêta 
{^Transformations  du  second  degré).  —  Jacobi  (')  a  défini  les 
quatre  fonctions  thêta  par  les  séries 


^(^'^)=    ^{-^)^-q^"e 


2[J,Wi 


1  —  iq  cos'2  wp-  -\-  nq'"  f'0s4  'ï^  —  2^^  cos6  w 


STi  (  tv,  ^  )  =  —V  i2t^'+i  q'^^^' ^'^^  ''e(2[;.+i)vv/ 


(I) 


4/~ 


2^2(1^,  '7) 


=  'ly/^f  (sin  wp"  —  q-  siii3  «^  -f-  «/^  gj^  5  ^^^  _  _  .)^ 

V^      -(2M.H-])-     ,  ,      . 

—  ^    ^  g(2[J,-Hl)tVi 


=  2v/g'(C0S  W  -+-7-  C0S3  (V  -H-  «76  COS  ~iW  -\- . .  .), 


=  1  +  2^  C0S2  w  +  iq'*  cos4  w^  -\-  iq^  cosôtï^  -—..., 

(  (i.  =  o,  ih  I ,  ±  2,  .  .  . ,  ±  ce  ). 

Si  l'on  multiplie  les  deux  fonctions  3"3(*^,  q)  et  2r3(x,  ^)  dont 
les  arguments  (V  et  x  sont  différents  et  dont  les  modules  q  sont 
égaux,  on  a 

2r3(«',  q)'^z{x,  q)  =^ry[J-c2[^'^^''^^v^c-^vx/^ 

(jj.,v  =o,±i,  ±2,  ...,±oc). 
En  posant 

(JL  +  V  =  2  5,  [Ji.  —  V  —  2  <:/, 

cette  formule  devient,  à  cause  des  identités 

jjL2_f.  V 2=^  2(52-4-  t/2)^  [j.  (.y  -h  V  ^  =  i- (  «V  -T-  X  )  -f-  ^(  ir  —  .r), 

la  suivante  : 

On  voit  aisément  (|ue  ces  sommes  représentent  dos  fonctions 
thêta  dont  les  modules  sont  égaux  à  q-  et  dont  les  arguments  sonl 
tv  H-  X  et  (V  —  X. 


(')  Œuvres  complètes,  t.  I,  p.  5oi 


Comme  la  somme  et  la  difFércnce  de  deux  nombres  sont 
^omod.  2,  les  nombres  'as  el  id  sont,  l'un  et  l'autre,  ou  pairs 
ou  impairs. 

Par  conséquent,  dans  le  second  membre  de  la  dernière  formule, 
les  nombres  2.v  et  'id  prendront  toutes  les  valeurs  possibles, 
depuis  — 00  à  -}- oo,  et  chaque  valeur  une  seule  fois,  si  l'on  fait 
parcourir  les  nombres  is  et  id  d'abord  tous  les  nombi-es  pairs  et 
ensuite  tous  les  nombres  impairs.  Ainsi  la  dernière  formule  prend 
la  forme 

^3(t^5  q}'^i{^\  q)  =     '^■i{^^  -^oi',q-)'^z{^'^  —  x,  q°^) 
Si  l'on  change  w  et  x  en  w  -\ — tï  et  x  -\ — ti,  les  fonctions 

'='  2  2 

se  changent  en 

'^{w,q),  ?j{x-,q),  ?!-i{w  ^x,q-i),  —  ?j^(w  -^  x,  q'^). 

Donc  on  a 

?j{w,  q)'à{x,  q)  =+2r3((P-i-a:-,  q^~)?S^{w  —  x,  q'^) 
—  '^^{w  -\-  X,  q^)  .^2(<^  —  ^1  q')' 

De  plus,  si  l'on  change  w  el  x  en  w  H — ^  Ipg^  et  x  H — i  log^, 
les  fonctions 

?S{w,q),  ?!:i{w  -\-x,q^), 

?j{x,q),  ?j<>(w -h  X,  q'^) 

se  changent  en 

—  iq~~'e'^^?Si(iv,  q),         </"  2e(w+x)/ ^^1  w -+- ^,  ^2), 
1  1 

Donc  on  tire  de  la  formule  précédente 

3r,(w,  <7)-^i(^'  q)  =-h373(tp-i-x,  72)2r2((v  —  x,  q-) 
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Enfin,  en  cliangeant  w  eix  en  (v  H — t:  et  ^  h — tz,  les  fonctions 

'  o  2  2' 

se  changent  en 

'^^^w^q),  ?S^Jx,q),  ?Js{w  -^T,q^),  —?!ç>(w-{-x,q^'), 

et  par  conséquent  on  déduit  de  la  dernière  formule 

3r2(  w,  q)  ^2(^5  ç)  =+  -^sC^^  +  ^,  q^)  ^'2(1^  —  x,  q-) 

En  réunissant  les  quatre  formules  que  je  viens  de  démontrer, 
on  a 

?!{w,q)'^(x,q)    =-^'X!^(  w  -i-  x,  q^)?S^(w  —  X,  q^-) 

—  3'2(cp  -+■  X.  q^)'^2{^'^  —  ^j  Ç^)^ 
^i{w,  q)?Si{x,  q)  =-^'Xf-i{w  -\-  X,  q^)  ?J2{w  —  X,  q-^) 

—  ?J^{w  -^  X,  q^-)?Js{w  —  x,  q"^), 

(II)       ; 

2r2(wP,  ^)2r2(-^)  ^)  =+  ^aC^'ï'  +  ^,  ^^)  S"2(CV  —  37,  ^2) 

+  .% (w  -hx,  q^)?j3{w  —  X,  q~ ), 
?!3(w,  q)?;-;,{x,  q)  =^  ^s{w  -¥-  X,  q^-)?J3{^  —  ^',  q"') 

-h  "^^{W  -4-37,  g2)2r2(tV  —  37,  <72). 

Ces  formules,  bien  connues  sous  le  nom  de  transformations  du 
second  degré,  sont  d'une  importance  remarquable  pour  la  théorie 
des  fonctions  thêta  et  fournissent,  en  particulier,  tous  les  résultats 
suivants. 

3.  Forniales  définitives  à  deux  arguments  quelconques.  — 
Soient  A,  et  Ao  deux  fonctions  quelconques.  Si  Ton  pose 

C3)  1  aii=:  Ai.%(w-i-37,  ^2),         a2i=  A2  3r3((T'  — .r,  ^2)^ 

/  ai2  =  Al  2r2((v -t- 3",  (7-).        a22~A2  2r2((v  —  '^\  q-), 

les  formules  (II)  prennent  la  lorme 

!3fi I  ^21  —  ^12^22  "  ^^1  -'^2  ^( «'')  Hr(37 ), 
ail  a22—  ai,a.,i  1^  A,  Ai  !^i{  »')  ^|(.r), 
an  a2)H-  a|.>a.,i  =  \y  Ao  .■J., (  tr)  .J2(  ••^^i 


11  a2i  -f-  a,2a22  =  Ai  A2  ^,{(«')  â'.H.r), 
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où  j'ai  supprimé,  dans  la  notation  des  fonctions  thêta,  le  module 
q^  abréviation  que  j'emploierai  dès  à  présent. 
On  déduit  des  formules  (II)  de  plus 

2aii  ai2  =  Af  3"2(o)  l^ti^w  -\-  x)^ 

■>.7.2l  a22  =  A|  3"2(0)  '^i{w  —  X), 

2aiia2i  =  XiA^i'^iiw)  '^six)  -\-  3"(  w)  2r(^)], 
(^)  <  2ai2a22  =  A.1  A.2[2r3(w)  2r3(^)  —  ?S(w)^(x)\, 

2 /«Il  «12^21^22  =  Al  A2  2^2  (  O  )  V  S'2  (  «^  -h  x)?S2{w  —  x), 

1  v/aiiai2a2ia22  =  A 1 A2  \/^l{w)'^l{x) —?3^{w)'^''{x), 
Enfin  on  tire  des  formules  (II) 


•1 1 


(6) 


;f2  =  Af  2r3(o)^3((v  4-37), 
afi  — a|2=  AfS'(o)&(w  4-37), 
a|i  -^  a|2  =  A|2r3(o)2r3(tï^  —  37), 
a|,  —  «12=    A|  S'(o)  !3'(np    — x). 


Par  la  substitution  des  valeurs  (4)  et  (5)  en  les  expressions  (2), 
on  a  les  formules  définitives 


cosO  =  — 


cosc 


COSO 


!;— — 


?ii{w)?S,_{x) 
'^i{w)'^^{x) 

?i{w)'^{x) 

1 

i  ?S-2  (O)  V  3"2  (^  4-  x)  3^2  («^  —  ^) 

Af  Sr2(wp4-37)  —  A|  2r2(«'  —  x)^ 


(I") 


2t 


Al  A2  V  2i"2(w4-a7)  2r2(M^  —  x) 


suit)  = 


sinco 


sirnj;  = 


i  23"2  (o)  V  3'2  («^  4-  37  )  Sr2  (tv  — 
2ri(tv)2ri(37) 

^3((^)Sr3(37) 

3r2  (  o  )  v^2  (w  4-  37)  2r2  ( w  — 
Af  2r2(w4-37)4-A|2;2(w- 
2  Al  A2  vSr2(tV4-37)  3'2(WP'  — 


.        1  ,      ;J2(«')^2(-2?)  4- 2r2(o)v/2r2((^4- 37)2r2(w  —  37) 
0  =  _  log ,  =^ 

'^^       272(w)Sr2(.r)  — 2r2(o)/2r2(«'4-37)Sr2(w  — ;r) 

,.  —  _L  1   o-  _  •^3(t^)^3(37)  — 5r(cy)Sr(a7) 
"^^  2i  ""^       2r3(c^)2r3(:r)-^Sr(iv)2r(^)' 


A|2r2(np  —  x) 


IL 


Af  2r2( 


37) 


Dans  ces  formules  l'expression 

•^2(o)v2r2(w  4-37)2r2(«^  —  37) 


J 
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peut  être  remplacée  par  l'expression  équivalente 

Si  l'on  substitue  les  valeurs  (4),  (5),  (6)  en  les  expressions  (i), 
on  obtientles  formules  suivantes,  que  j'ai  données  dans  les  Comptes 
rendus,  t.  CVII,  p.  86 1  : 


(IV 


.^o  =  Al  A2  STi  {h>)?^i(x ). 
i^Xoaii  =      ?J^{o)[Xl .%(  w  H-  ,r)  -h  A|  2r3(  «^  —  x)], 
^À^Âoa^i  =      2r3(o)[Af  ?!i(w  -h  j?)  —  A|  ^3{w  —  x)], 

2i.l,a,2=       2r(o)[Af  2r(tP  4-.r)-+-  Xl?;(iv  —  x)], 

„!\a(232  =  —  Al  A2  Sr(w)  2r(;r); 

2«c7l,ai3=      Sr2(o)[Af  2r2(w-f-  a?)  +  Al?!2iw  —  x)], 
2..ilaa23  =  —  ^2(o)[A|  2r2(«'  +  ^)  —  A|  2r2(w  —  ^)], 
\      oA.  «33  =  —  Al  A2  2r2  (  w  )  ^72  ( ^ ) . 


i.  Deuxième  système  de  formules  d'Euler.  Leurs  expres- 
sions au  moyen  des  fonctions  thêta.  —  Gomme  les  expressions 
(E,)  ne  sont  pas  symétriques,  Euler  (')  les  a  remplacées  par  un 
deuxième  système  d'expressions  sur  lequel  Jacobi  a  dirigé,  à 
plusieurs  reprises  (-),  l'attention  des  géomètres. 

Voici  ce  système  : 

/  an  =  sim^i  sinOi,  «jo  ==  sint]>2  sin02,  «13  =  sintj' sinO, 

(E2)     \  «21  =  cos»!»!  sin6i,         «22  =  cost|/2  sinOo,         «2.3  =  cosi|;  sinO, 
(  a3i=cos6i;  <X32=cos02;  asa^cosO. 

En  comparant  ces  valeurs  des  cocOicicnts  a,n,i  avec  celles  du 


(')  Novi  Coinînentarii  Academiœ  Petropolitanœ,  l.  \\.  p.  196. 
(»)  Journal  de  Crcllc,  L.  2,  p.   188.  Œuvres  complètes,  t.   II,  p.    'i")iS;  l.  HT. 
p.  \\-i. 


(7) 


(V) 


(j6  I 

système  (i),  on  obtient 
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cosOi  =^ 
cosOo  = 


COStj;i  = 


au  a2i-l-  ai2a22 
i  (  ai  1  a22  —  3Ci2  '^21) 

^11^21 —  ^12^22 

CCj  1  0(22 '^12  ^21 

«  2  1        /r.  2  M  2 

CCïl  +  «Î2 ^^2  1" 


sin9i  = 


v/(a?i 


^ï  1  '^1  2 


^^2  2 


^Ï2)v'^2  1  ~^  "^^S^ 


si  1162 
sin  t|;i 


V(af 


af2)(a|i-f 
a,,a22—  ai2a2i 


'2   )(a|, 


a?,)! 


«11^22 '^12^-21 


«1  1 


af  2+  a|j  +  a] 


^/(aii  +  ai2)Cal 


COS(j'2  = ] 

'iL^{cL\y  —  af2)(a|i  —  af  2) 


SI 


n  4^2  = 


a2 


a|2-4-a|i 


2v/(a?,  —  af2)(a|i 


2    


I   ,      aiia2i+ ai2a.,9 — /("^i 
—  Ino- : i — 1_ 


11 


af2)(a|i  +  a|2) 


I  «lia,! 


«11  «21+  ai2a22+  v/(°'ïl+  «12)(°'2  1+  °^i2) 

«i2«22  +  v/(stii  —  gtf2)(a|i  —  aja) 


'2t 


4>i  =  —  log 

4^2  =    — .  log 
•Il 


2^11^21  - 

a|, 


«12 «22' 


■^{A^ 


aj^)(a|i  —  rx\^) 


9 

«11 


.y  2 

v^l  2 


S)  9 

a|i  —  af. 


A  Talde  des  valeurs   (4),   (5),  (^)    ces    formules  prennent    la 
forme  : 


cosei=    -^ii!^:l^il^ , 

Af  Sr3(ty-|-;37)  — A|^3(^ 

2  j'Ai  A2  /S"3 ((p  4- ^)  S'a  (ip  —  ^ 

Af  2r(w  -h  X 

li 


00569  = 


:os'^i  = 


X) 


,  .-..-,..     ,    _')  —  At,'^(w  —  x) 

cos4>2  = — ^ ^     ^  —  ; 

'AiA2vSr(w  +a7)2r(w  —  a?) 


siiif3i  = 

sin02  = 

sin  4^1  = 

sint];2  = 


^i{w)^i{x) 

i?!(o)V?J(w  ~h  x)'^{w  — 

'^i{w)?!{x) 
Af  .%((v-f-^)H-A|Sr3(ct^- 
2A1 A2  v2r3((ï^  +  ^)  Sr3((p- 
Af  3r(t^'4-.r)-4-  AlSr((v- 
2  Al  A2V.^(  w  H-  ^)  2r((v  - 


I        2r3(w)2r3(ip)  —  2r3(o)v/Sr3(t^ +if)2r3(w  — a?) 

IJj  =:    ,  10g  -, 

'^^        ?j.,{iv)'^:i{x)  -h?J^(o)V?J,{w  ■+-  x)?;,{w  —  x) 


1    , 

—■  'og 


2r((P)2r(^)  +  3(o)v/Sr( 


A2  2r3(w  —  x) 


)  Sr ( (V  —  x) 


Vi  =    — ■  log  —   — ^:r ^ ' 

^         Il     ^        K\'^i{w-^x)' 


,         I  ,  A 1 2r  (  w  —  X) 

d»,  =  — .  log ^—r^^ . 

"      >.i    "       X\'^{w-^x) 


^ 
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o.  Formules  défiiiitwes  à  quatre  arguments  quelconques. 
—  Les  expressions  établies  dans  les  paragraphes  précédents  dé- 
pendent de  deux  arguments  quelconques  w  et  x.  Afin  d'en  dé- 
duire les  formules  qui  dépendent  de  ^«a^7*e arguments  quelconques, 
je  remplace,  dans  les  expressions  (1),  successivement  les  quantités 
a/fX,  o^  =  a^  ^22 — ^-12^21,  CL,nn  p^i'  les  quantités  ^ax?  '^'-^^  ^m«  et 
yy^X?  ^5  Cmii'  Alors  les  quantités  hnm  et  Cnm  seront  elles-mêmes  les 
coefficients  de  deux  nouvelles  substitutions  orthogonales. 

Si  l'on  établit  entre  les  quantités  a^x,   [^ax,  Yax  ^es  relations 

( 8 )  Ya  =  «Al  PX2  —  aA-2  pxi ,         (  A^  X  =  1 ,  2 ), 

on  a  d'abord 

(9)  0    =    ^10111), 

et  de  plus  on  trouve  immédiatement  que  les  coefficients  c,nn  sont 
liés  avec  les  coefficients  a,nu  et  bnm  par  les  équations  identiques 

(10)  C„in=  «ml^«l-r-  Clmllhi^-^  Ctmil>,n,  (m,   /l  =  I,  2,    3j. 

Afin  de  transformer  ces  formules  au  moven  des  fonctions  thêta, 
je  pose 

I    [3,2  =  B,2r,(7-i-^,  ry2),  ?,,=  B,%(y-z,q^~), 

Bi,  Bo  étant  deux  fonctions  et  r,  z  deux  arguments  quelconques. 
Ceci  établi,  à  cause  de  la  deuxième  formule  (II),  les  relations  (8) 
prennent  la  forme 

(VI)  YA-x  =  A^. hi  ^1  (  u/,  -h  VI )  ?Ji  (  Uk—  VI ),         ( /t ,  X  =  1 ,  2 ), 

où  j'ai  posé 

(VU)       iv-irx  =  '2ai,         w  —  .r  =  1112,         y-{-z  =  -?,Vi,        y — z  —  -xv-i. 

Comme  on  a  de  plus 

Mi^  n,n,%(y)?j^(z), 

la  formule  (9)  devient 

(VIII)     G  =  A,  A2B,  l>2  S^t  (?/i  H-  //•_>)  ^1  ("1  —  l'i)  ^1  (t'i  -+-  v-i)  ?Ji  (r,  —  To). 

Si  l'on  remplace  dans  les  foiMuules  (1),  (:>.),  (y)  les  quantités 
a^Xî  -^'  piïi'  les  (|uanlités  y/,x,  C,  définies  par  les  ('([ualions  \  l.  Vil, 
VIII,    /f'.v  neuf  coefficients  d'une  substitutiofi  orthogonctlc ,  les 
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angles  d' lui lei'  et  leurs  foiiciions  Ij'igonoinétrù/ues  sont  ex- 
primés, à  Vaide  de  quatre  arguments  quelconques,  unique- 
ment  par  la  fonction  thêta  impaire. 

Ces  expressions  sont  des  identités  absolues  et,  par  conséquent, 
elles  ne  donnent  pas  des  relations  pour  les  fonctions  thêta  im- 
paires qui  y  entrent.  La  seule  relation  qui  existe  découle  de 
l'équation  (y) 

^  =  Yii  Y22 —  Y12Y215 

et  devient,  à  cause  des  équations  VI  et  VIII,  la  suivante  : 

^1  (  '/-i  -^  ^'2  )  S'a  {U\  —  ^^2  )  ^1  (  <^i  -1-  <^2  j  ^1  (  <'i  —  ^2  ) 

—  ^Ti  (  ?^1  -h  (-2  )  ^1  (  ^^1  —  <"2  )   ^1  (  IH  ^^  ^'t  )  ^1  {U%  —  V\). 

due  à  M.   Weier strass  (  '  ). 

Les  expressions  c,nn  qui  dépendent  de  quatre  arguments  quel- 
conques «,,  z<o,  V',,  ^2  représentent  les  neuf  coefficients  d'une 
substitution  orthogonale.  Cette  substitution  se  compose  de  deux 
autres  de  façon  que  l'on  ait  les  relations  (10).  Les  coefficients  «,;,„, 
bjnti  des  substitutions  orthogonales  composantes  sont  donnés  par 
les  expressions  IV,  si  Ton  y  attribue  aux  arguments  (v,  x  respec- 
tivement les  valeurs  u^  ~{-  U2,  u^  —  u.2  et  ti  -f-  Co,  ^'1  —  v-i  (-). 

6.  T ransformations  des  expressions  {})  e^  (8).  —  Les  expres- 
sions (i)  et  (8)  dont  j'ai  déduit  les  résultats  obtenus  peuvent  être 
transformées  en  des  formules  bien  connues  qui  appartiennent, 
d'un  côté  à  la  Géométrie  cinématique  en  espace  et,  de  l'autre  côté, 
à  la  théorie  des  formes  quadratiques. 

Si  l'on  pose 

«11=     \J Ai     sin -w  (cos^'- +  i  cos/î), 
ai2  =  i  V -A)  (  sin  -  w    cos  l  -^  i  cos  -  oj  1 , 
a=)i  =  i  v/'- Ao  (  sin  -  w    ros  /  —  i  cos  -  to  ) , 
^22=     s/A     sin  -  oj  (cos^.^ — i 0.09, II), 


(12) 


(')  Sitzungsberichte  clcr  Berliner  Académie;  1882,  p.  'jok 

{')  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  l.  CVII.  p.  862. 
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où 

C0S2^  -f-  COS2/i  -H  C0S2  /  =  I, 

les  expressions  (i)  se  transforment  en  celles  que  l'on  doit  à 
Euler  (^).  En  introduisant  les  quantités  ).,  [jl,  v,  définies  par  les 
équations 

(\  =  tansr  -  w  cos£r, 
: 

(i3)  {   [X  =  tang- to  cosA, 

f  ï  / 

V  =  tanjr  -  10  cos/, 
2 


on  a 


tang2  -  oj  =  X2  +  [J.2  _|_  v2^ 


COS--2  -  to  =    l     -h  X-  +  IJl2. 
•2  ' 


Par  conséquent,  les  substitutions  (12)  prennent  la  forme  (-) 

1   aïo  =  i5V(v  -j-  f)i 

1    «21  =  i2l(v   —  l), 

où  51=  —  '  ?  et,  en  portant  ces  valeurs  dans  les  for- 

mules  (i),  on  obtient  les  expressions  des  neuf  coefficients  d'une 
substitution  orthogonale,  dues  à  M.  Oiinde  Rodrigues  (•*). 

Si  l'on  exprime  par  des  formules,  analog^ues  à  (i^)?  les  quantités 
?/>X  î  y/vX  (^%  A  =  1 ,  2)  au  moyen  des  quantités  a',  ij/,  v';  -'^Ij  '^r^  j  -^^j 
définies  par  des  équations,  analogues  à  (i3),  les  expressions 

(  8  )  Y/,X  =  a  A- 1  ?),2  —  a/.-2  3),  1 .         (  f^,  ^^  ^  i ,  '2  ) 

se  transforment  en  les  formules  que  IM.  Bodrigt/es  a  données  (/oc. 
r//.,  p.  4o8).  I^es  formules  dues  à  Euler  et  à  M.  Rodrigues  appar- 
tiennent à  la  Géométrie  cinématique  en  espace  et  déterminenl  le 
mouvement  d'un  corps  solide  au  moyen  des  quantités  4>,  //,  /  et(.). 
Les  quantités  g^  //,  /  désignent   les  angles  (jue  l'axe   instantané 


(')  Novi  Commentarii  Acadeniiœ  Petropolitanœ,  t.  XX,  p,  2^0. 

(")    Voir  Darroux,  Leçons  sur  la.  théorie  générale  des  surfaces,  j).  3^. 

(')  Journal  île  IJou^ulle,  I"  srric,  t.  V,  p.  '1»)'). 


loo  PRKiMii:Rri:  partie. 

forme  avec  trois  axes  rectangulaires,  fixes  en  espace;  la  quantité 
(0  désiirne  l'angle  de  rotation  autour  de  l'axe  instantané. 

La  distance  de  deux  points  quelconques,  liés  invariablement 
avec  un  corps  mobile,  mais  solide,  ne  change  pas,  quelle  que  soit 
la  position  du  corps.  Par  conséquent,  la  forme  quadratique  qui 
représente  la  distance  se  transforme,  pour  deux  positions  quel- 
conques du  corps,  en  elle-même.  Or  la  forme  quadratique  dont  il 
s'agit  est  égale  à  la  somme  de  trois  carrés.  Pour  ce  cas  les  for- 
mules (*)  que  M.  Ilennite  a  établies  dans  son  célèbre  Mémoire 
Sur  la  théorie  des  formes  quadratiques  se  transforment  en  celles 
de  M.  Rodrigues. 

Si  l'on  veut  choisir  ces  formules  connues  de  M.  Rodrigues  ou 
de  M.  Hennite  comme  point  de  départ,  on  en  tire,  au  moyen  de  la 
substitution 

X  = 

(i5)  {   \x^ 

jointe  à  la  substitution  (14)7  les  expressions  (i)  et  (8). 

Les  expressions  (1)  ont  été  données,  sous  cette  forme  remar- 
quable, par  Jacobi  (-).  L'illustre  géomètre  lésa  trouvées,  avec 
des  valeurs  particulières  des  quantités  a^^x,  au  moyen  des  fonctions 
thêta  d'un  seul  argument.  Sachantpar des  recherches  antérieures  (^) 
que  ces  expressions  représentent  identiquement  les  neuf  coeffi- 
cients d'une  substitution  orthogonale,  quelles  que  soient  les  quatre 
quantités  qui  y  entrent,  j'ai  obtenu  aisément  les  résultats  précé- 
dents. 


(')  Voir  Journal  de  Crelle,  t.  47,  p.  3i5  et  020. 

(-)  Œuvres  complètes,  t.  II,  p.  5o5. 

(')  Voir  Journal  de  M.  Kronecker,  t.  O'i,  p.  75.  Dans  ce  Mémoire,  relatif  aux 
fonctions  thêta  de  deux  arguments,  j'ai  exprime  identiquement  les  seize  coeffi- 
cients giuih  te  =  i,  -2,  3,  4)  d'une  substitution  orthogonale  au  moyen  de  deux  sys- 
tèmes de  quatre  quantités  quelconques  a-,  p^..  En  posant,  dans  ces  expressions 
générales,  a,  =  p,  —  —  i  ;  a^  —  î^^  =:  (;;  a^  =  [3^  =  [x;  a^  :=:  [5,,  —  "X,  les  six  coefficients 
^/«.  6^  Sini^i^—'^-'  2,  3)  s'évanouissent  et  les  neuf  quotients  gn^^'.g.,,,  deviennent, 
au  moyen  de  la  substitution  (i5),  les  neuf  coefficients  «,„„  qui  forment  les  expres- 
sions (î). 


«11  + 

«22 

«21  — 

«12 

«11- 

-«22 

^'(«21- 

—  ai2 

) 

«21  -1 

r-  «12 
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7 .  Foi  n  i  u  les  p  ait  le  a  lie  i  -es,  i  -e  la  t  ives  à  quelques  pi- oblè  m  es  de 
la  rotation  (*).  —  Les  expressions  générales  des  angles  (ÏEulei-, 
de  leurs  fonctions  trigonométriques  et  des  neuf  coefficients  d'une 
substitution  orthogonale  que  j'ai  établies,  sous  deux  formes  diffé- 
rentes, dans  les  §§  3,  4,  5  de  ce  Mémoire,  peuvent  être  employées 
pour  en  déduire  immédiatement  les  formules  particulières  qui 
fournissent  la  résolution  de  quelques  problèmes  de  la  rotation. 
Afin  d'obtenir  ces  formules  importantes  exactement  sous  la  forme 
établie  par  les  géomètres  qui  les  ont  découvertes,  j'introduis  au 
lieu  des  fonctions  2»,  3",,  S'o?  '^.i  les  fonctions  correspondantes  B, 
H,  H, ,  ©1  et  je  pose 

tv  = . .  (  (a  H-  K  ),  .3"  =  — —  (u  —  /  K  ). 

2  \\  Jt  K 

Alors  on  a 
<v  -f-  a-  =  —T-  (u  —  la  —  K  —  i K'),  w  —  x  = (u  +  la  -4-  K  —  / 1\' i. 

2  K  2  K 

De  plus,  on  trouve 


(i6) 


.?7(tp)=        0, ('«■«),  '^  {x)^— if\u)\\  iu), 

S'i(w)  =— Hi(«aj,  ?jy{x}  =—  if{u)^    (u), 

?]^(iv)~ — H   (ia),  ?j.2(x)=         f(u)(di  {u), 

?!,iw)=^      0    {ia),  ?Js{^)=        f{ii)lU{u), 


(•7) 


?J  (w  ±x)  —       f(u:ûz  ia)lli{iizf.  ia), 

?ji{w  ±  x)  =  —  f{uz^  ia  )  01  (  «  qz  «rt  ), 

272  (  (*^  ±  a"  )  =  zp  if\  u  zp  ia  )  0  {az^  ia). 

\  STg  (  (V  ±  iT  )  =  —  ij\  u  zj^ia)\\  (  f«  qz  ia  ). 

Dans  ces  formules  la  fonction  /"(//)  a  la  valeur 

K'+  'lin 
/(  l()r=   C  ♦  ^ 

et,  par  conséquent,  on  a 

/(  u  +  ia  )J\  u  —  ia  )  ^J'-(  u  ). 

a.  Formules  de  Jacobi  et  de  M.  llciinite,  relatives  au  pia- 


(')  Om  poiii-ra  coiisiillcr,  à  rc  siijcl,  roxccllciil  (>ii\i;ii;t'  de  M.  Ilalphcii  ;  l'ntite 
(les  fonctions  elli/)li<jn('s  cl  de  leurs  a  pplical  ions.  Il  rinlic,  Chap.  I-III.  I\iiiv, 
<'i;mllMcr-\  illais;  iSSS. 

thiU.  (les  Sciences  naa/ieni.,    >•■  si'ric.   I.  Mil.  (Mai  iSSt).)  m 
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blême  de  la  totalion  (V  un  corps  solide,  d^ilé  /xii-  (lueune  foi  ce 
accélérai  lice.  A  l'aide  des  fonmdes  (i())  et  (i^y)  on  déduit  des 
expressions  (111),  (IV),  (V)  les  formules  suivantes  : 

.  \Viia)(c),{a) 


(i8) 


^•9) 


(20) 


cos  o 


i  Hi(  ia)Q(u)' 

0i(m)II(«) 


H 1  (  o )  /b {a  —  m )  0 (  a  -+-  la  \ 

il&{ii  —  ia)-^il-^e(ii-+-ia) 

0S<1)  — — — - 


■,^ 


sin  0  = 


sm  o 


sin  4* 


•?.  \/<à  (  a  —  ia  )  0  (  u  -f-  ia  ) 

Hi  (o)  /©(  Il  —  ict)  0(  w  H-  ia) 

lii{ia)&{n)  ' 

e(ia)Ui{ii) 

111(0)  /(") (  u  —  ia)  &( a  -h  ia ) 
il&{ii  —  ia)  —  0-1  0(z«+  ia) 


'2  1 


i  \/0  (  u 


\0Œ  —  il=  — -.  loii 
^  Il        ' 


{  4^1+  -.  log 


12  =  -.loj 
2? 


ia)Q{ii  -t-  ia ) 

0  (  ii  -4-  irt  ) 
S{u  —  ia  ) 

H  (  u  -+-  ia,  ) 


'h'. 


4^2 


I02; 


la) 
ia) 


il  =  — .loi;  —  -,-  . 

'Il      '-         iiiiif  —  la) 


iii 


A  =  H,(/rt)0(?/.), 

2Artn=      ©1  (o)[OH  (?/  — m)-M)-iH  (z^+ia)], 

2Arti2=      0    (o)[i2ni(zt  — /a)  +  0->Hi(«  +  îa)J, 

2jA«i3=      IIi(o)[120   (?/. -m)- 12-10   ^^^  ia)\^ 

ii\an=      0i(o)[12n  {u  —  ia)  —  il-n\  {ii-^ia)\, 

2iAa22=      0    (o)[12lIi(?i—i«)  — 12-1  Hi(  ?«+«■«)], 

2A«23=-— Hi(o)[^^0   (?i— ï«)  + 12-10   ^u-^ia)]\ 

A«3i  =  — 0   (i«)Hi(w), 

A «32=      01  (m) H  {a), 

ik  «33  =       II  (  ia  )  01  (  ii ). 

La  (luantité  Q  qui  entre  dans  ees  formules  est  une  fonction  quel- 
conque ;  exprimée  par  les  fonctions  quelconques  Ai,  A2,  elle  a  la 
valeur 

AnTZ 

I^IK 

A2  • 
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Les  formules  (18),  (uj),  (  ^.o)  qui  fournissent  la  résolution  du 
])roblème  de  la  rotation  d'un  corps  solide,  lorsqu'il  n'est  sollicité 
par  aucune  force  accélératrice,  sont  dues  à  Jacohl  et  à  M.  Ilcrmite. 
En  effet,  si  l'on  pose  successivement  Q  =  —  1  et  Q  =  —  <?'"'",  on 
a  les  formules  que  Jacobi  a  données  dans  son  célèbre  Mémoire  : 
Sur  la  rotation  dUin  corps  [OEavres  complètes,  p.  3i5,  3i6, 
329,  298;  3ii,  335,  4^^^)-  En  posant 

ia  =  w,         12  z=  e'(>-"+''^ 

les  expressions  (20)  deviennent  celles  de  M.  Ilermite  ('). 

jii.  Formules  de  Jacobi^  de  MM.  Lottner  et  Hess,  relatives 
au  problème  de  la  rotation  d^ un  corps  pesant  de  révolution, 
suspendu  par  un  point  de  son  axe.  —  Soient 
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—  (  ia  +  H)  M-  K  ),  y  ■= -,7  (  ia  —  ih  -i-  K  ), 

Alors  on  a 

(T-  -1-  a?  =  -2  z/i  =       —rj  {i(—  (a  —  ifj  —  Iv  —  f\\). 
1  K 

(V  —  a-  =  2  «9  = —  — p-  (  u  -h  /<'/  -f-  il>  -4-  K  —  Hv'  ), 

TC 

r  -H  -S  =  '?.  i^i  =       — TT  (  //  —  ia  -i-  iV-'  —  K  —  i K'  ), 

TÛ  .                . 

y  —  G  =  '2  (^9  =  —  —Tr  (il  -'■■-  '<i  —  ^/>  H-  K  —  /  K'  ). 
-^  "  '2  K 

et,  par  conséquent, 

u,  -+-  i>,  =       — —  (  u  —  ia  —  K  —  /K'),  //i  —  <'i  = TT  ib, 

)A\  2  K 

TT  TT                       .                      , 

//,  4-  v.y  = (  /(7  +  K  ),  '/i  —  r.,  =       -TT  M/  —  //>  —  iK  ). 

>.  k  2K 

f<,  4-  Ti  = ^'-  (  ia  -h  K),  .4^2  -  <'i  = ,  •  (  "  -■-  ^''^  —  '  1^')) 

•>.  K  2  i\. 

U.  H-  (^9  =  —  — ,-,  (  Il  +  /«  H-  K  —  /  K'),  11-^  —  <'2  — r  ^''^• 

2  k  "                   '-i  k 


(')  Voir  IIkumitk,  Sifr  (/iiclfiues  (ipplicdlioiis  des  /oiivdons  (•//i/>fi//in's,  p.  ■}-. 
|).  .'i'i.  Paris,  (limlliirr-\  illius  ;  iSS'). 
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V  caiist;  (Je  ces  expressions  on  Irouvc 

^1  (^^1  -T-  <'2)  = —  tli  {^(^)i  ^1  ("i  —  *'2)  =  —  ^/('* —  ^^')  ®('^ —  '^)î 

S'i(z/.2  +  t'2)= — f(u-+-ia)  Bi  (î/  +  /a);     .^i(?<2  —  ^2)  =  —  H(*'^); 

S"!  (  (P  )  =  —  II 1  (  ?■«  +  fV^  ), 
?ji{x)  =—  if(  u)(d{u), 
2^1  (7)  =  — Hi(ta  -  /A). 
^i(-s)  --//(//)e(z/). 

En  vertu  de  ces  formules  les  expressions  (VI)  et  (VIII)  pren- 
nent la  forme 

/  Y 1 1  =        A 1  B 1  y(  if  —  î'a ) H  (  ib  )Q[{u  —  ia)^ 

\  Y12  =      ïA]B2/(if  —  ib)\{x{ia)Q  (u  —  ib), 

(21)  \  Y2i=— «'A2Bi/(« -H  î6)Hi(îrt.)  0  (u-hib), 

I  Y22  =        A^B^Jiu  -h  ia)lî  (ib)  Qi{u  -\-  ia), 
'     Q  =  —  A^A,^BlB,f^  u)Hi{ia  -i-  ib)Hy{ia  —  ib)Q'^{u). 

Si  Ton  détermine  les  fonctions  quelconques  A<,  .  .  . ,  Bo  par  les 

équations 

A 1  B 1  /(  u  —  ia  )  =  p . 

AiBa/l?^  —  ï/^)  =  p, 
A2B,/(?/ 4-<Z>)  =  p, 

c  étant  une   nouvelle   fonction  quelconque,  on  trouve,  en  multi- 
pliant les  deux  dernières  équations, 

A,A2BiB2/H«)  =  p^ 

et,  par  conséquent,  on  obtient  aussi,  à  cause  de  la  première  équa- 
tion, 

A2B2y(  //  -f-  m)  =  p. 

IJonc  les  expressions  (21)  prennent  la  forme  plus  simple 

Yii  =         ç^Wiib)    Siit/  —  l'a)  =       ipP, 
Y 1 2  —       i p  \li{ia)  <d{u  —  ib )    =       ^pQ^ 
(J)  :  ';.2i=— ipUiiia)e{ii'i- ib)    =—ipQ, 

'22  =         p  11  (  ib  )    H]  (  if  -h  ia  )  =       ipV, 
Z  =  —  p'-Wii  ia  -]-  ib)l\i(  ia  —  ib  )  Q^-i  it)  =~  pi  A' . 
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En  portant  ces  valeurs  dans  les  expressions 


I  (>:> 


23Ch  = 


■2i3ci2  = 


^/  -      -4-  ■^z  -      -I-  V  - 
(11^^    (12^^    i  2  1 

-/  2      _u  .,  2      .,2 

Ml'       i  1  2  121 

Tii  721  "^  Yi2  Y22  i 


Ti2 


(IX) 


3C32  = 


ïri- 

il  1  ^^ 


î  1  2 


J  22 
ïl2. 


J  2  1 

i'  1  2  "^  T  2  I 

Yn  Y21  4-  Y12Y22  ; 

«OCi3=  Yll  Ylî  ^  Y2I  Y22! 

^  ^23  =  —  Y n  Y 1 2  H-  Y2 1 Y22 , 

^^33—  Y11Y22  Yl2Y21> 

qui  proviennen  des  expressions  (I),  si  l'on  y  remplace  a^),,  ^l  ,  a„i,i 
par  Vfii^  3,  c,n/n  ^^  ^  exactement  les  expressions  des  neuf  coeffi- 
cients que  Jacobi  (')  a  données  pour  le  problème  de  la  rotation 
d'un  corps  pesant  de  révolution,  suspendu  par  un  point  de  son 
axe. 

De  plus,  on  tire  des  équations  (2)  les  formules 


Vy 


(22) 


si  n  S"  =       '-^^^Yn  Yi2Y2iY22 
Y12Y2: 


',  e2'?'  = 


,2/^'  =_ 


Yn  Y21 
Y21Y22 
YnYi2 


Au  moyen  des  valeurs  (J),  on  en  déduit 

2  «H  I  (  ia  )  II  (  ib  )  /e,  (  a  —  i'a  )  0,  (  u-\-  ia)e{  a  —  ib  )  ©  (  ?*  -4-  ib  ) 


bin.tJ"  =  — 


H 1  (  ta  -4-  f  6  )  1 1 1  (  ia  —  ih  )  W-  (  a  ) 


e'?  = 


e'^  = 


iVï  )  B  (  i<  —  t7> 


la  )  6  (  ?6  -h  j/>  ) 


y/   *:)i  (  it  —  ta  )  0  (  /«  —  ib)' 


Comme  on  a,  d'après  les  définitions  des  fonctions  il,  cl  (-),, 


H,  (m  )  =  11(  K  —  ia  ), 

(->!  (  //  —  ia  )  =  ^{u  -H  K  —  ia  ). 

(-)|  (?/-}-  /Vm  =  B(  ^/.  —  K  -4-  /a  ). 

1 1 1  (  ia  -\-  ib)  =  Il  (  K  —  /a  —  //>  ) , 

II  i  (  ia  —  ib  )  =  II  (  K  —  ia  -h  ib  ), 


(')  (Vùnrc.s  com/t/ctes.    I.    Il,  p.    "in"),    h, m--    r»^\|irr^Mt>n   tic    >N]i'  s'csl  i;liïisc«' 
iiiic   |)(li|r  r.iul(>  (le  si-n(>:  on   v  doii    lire  -j-(") O    ,ni   lim  .1,-   —  (l'(V. 
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les  formules  précédentes  prennent  la  forme 

.    ^  'X II  (  K  —  ia)\\{  il) )  \/b (;/,-+-  K  —  in  )  H (  u  —  W -^  la  )(à{  u  —  ih  )  H (  ii  +  ib') 

sin.:J  =       : !^ 

ib)\\(\\~  ia  —  ib  )  (-)-(  u  ) 

/(-)  (  //  —  K  -4-  In  \  9i  (  71  —  /'/>  1 

.-?■  =  -  ^^ 


\ 


i\\(  K  —  ia  -V 

/(-)(//,- 

-  K  -1-  ia  )  Q{it  —  ib  ) 

/    (■)  (  a  H 

h  K  —  ia  )  6  (  ii  -h  ib  ) 

/^(it- 

-  K-^  ia)eiii^  ib) 

ià{  a  ^  K  —  la  )  (à(  u  —  ib 


Ce  sont  exactement  les  formules,  établies  par  Jacobi  (/oc.  cil., 
p.  5o2  et  5o3). 

Enfin  on  a,  d'après  les  formules  (lo), 

Cmn  =  «ml^/il  +  «w2^/;2  +  «/»3^/.-3,  ( /7? ,  /i  =  I ,  '2,  3  ), 

où  les  coefficients  a,,,,^  et  ^,„„  sont  donnés  par  les  expressions  (20), 
si  l'on  y  remplace  ia  successivement  par  ia  H-  ib  et  ia  —  ib. 

Ces  relations,  établies  par  Jacobi  au  moyen  d'un  calcul  ingé- 
nieux, mais  un  peu  compliqué  (voir  loc^  cit.,  p.  5o5-5io),  four- 
nissent le  théorème  célèbre,  du  à  l'illustre  géomètre,  d'après  lequel 
le  mouvement  de  rotation  du  corps  pesant  de  révolution  peut  être 
ramené  à  une  combinaison  des  mouvements  de  rotation  de  deux 
solides  différents  sur  lesquels  n'agit  aucune  force  accélératrice  ('). 
Ce  théorème  est  devenu  le  point  de  départ  des  excellentes  re- 
cherches dues  à  M.  Halphen  et  à  M.  Darboux.  M.  Halphen  (2)  a 
donné  au  théorème  de  Jacobi  une  forme  nouvelle  et  énoncé,  sans 
démonstration,  une  série  de  résultats  importants.  M.  Darboux  (•') 
les  a  démontrés  et  établi  d'une  manière  aussi  élégante  que  simple, 
les  relations  qui  existent  entre  les  constantes;  d'ailleurs,  il  a 
déduit  de  ses  considérations  ingénieuses  des  théorèmes  cinéma- 
tiques  qui  sont,  pour  la  théorie  et  pour  les  applications,  du 
plus  haut  intérêt. 

Dans  son  Mémoire  important,  inséré  au  tome  50  du  Joarnalde 
d'elle,   M.  Lottner  a  établi  les  expressions  des  neuf  coefficients 


(')  Voir  aussi  la  Noie  de  M.  Lottner,  au  tome  II  des  OEuvres  complètes  de 
.Jacobi,  p.  5 10. 

(-)  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  C,  p.  io65. 

(^)  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  C,  p.  i')55; 
t.  CI,  p.  II,  Il 5,  199.  Journal  de  f/iouville.  \"  srv'w,  I.  1,  p.  ''jo.').  l'o//' aussi  DiiS- 
l'KYnous-D.vRnoux,  Cours  de  Mécanique,  l.  If,  Noies  \\  III  ci   \l\. 
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Cmn  SOUS  Une  forme,  léi^èrcment  différente  de  celle  due  à  Jacohi. 
Pour  obtenir  les  expressions  de  M.  Lottner,  je  pose 


la 
ib 


ia^  —  K, 
^'«2  —  1^  ; 


par  conséquent,  on  a 

la  -^  ib  ^  —  (  icty  H-  ia-i  -h  2  K  ), 
Ib  =  —  ii'f'Y  —  i(^i)-, 


la 


et  l'on  déduit  des  formules  (22),   en  employant  les  notations  de 
M.  Lottner, 


(i^) 


■('11=—    ;:  II  (  K  -h  lai  )  &{  u  -T-  lai  }  =  —    p  H  ', I^  +  ^'<^<2  )  '^'•. 
12  =  —  Ip  ll(  lai)  (d{a  -^  ^<^^i  -^  I'^  )  =  —  ^'p  H  (  ''f^i  )  '^  ? 
21=       / p  II  (  la^  )  Si  a  —  la 2  —  K  j  =       Ip  l{{lai) ^^"? 
22  =  —    p  ll{K  -h  la-i)  & (  H  —  uii  )  =  —    p  II  ( K  4-  uii )  A'  ; 

G  =  —  p2  Wi^la^-^  Icii^K)  11(6(^.1  —  la.,  —  \\)(d-{u)  =  —  p-  D  «-(/<) 


Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  expressions  (ÏX),  on 
obtient  exactement  les  expressions  des  neuf  coefficients,  ducs  à 
M.  Lottner.  De  plus  on  déduit  des  formules  (:>>,),  si  l'on  y  rem- 
place les  quantités  a/fX  par  y/fX,  établies  dans  les  expressions  (L), 
les  expressions  suivantes 

\\Hlai)V\\"-^  H2(m2+  K)A'ir 


COS.'J 


coso 


\)S\u) 


A"B'-^  A'ir 


2  v/A'Â"  B'  B ' 
B'B"+A'V' 
•2 /A' A"  B'B" 


sin  .j   =  — 


sino    = 


2ni(m,)  11(^2 +  K)v/a'A"  B'B" 


L)(-)2(/0 


^B'— A'B" 
•2//Â7V^|FB'' 
B'B'- A' A" 


sin'-v    = 


•2iVA'A"  B'ir' 

,     ^  /:vTr 


/^'^ 


A' A' 


y   B'B"' 
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Ce  sont,  i)onr  y  ViVB'\V=z—  y/N,  les  formules  de  M.  Lotlner 
(voir  loc.  cit.,  p.  i  i(),  120  et  122). 

Eq  remplaçant,  dans  les  équations  (L).  les  arguments  //,  a^,  a., 
respectivement  par  u  +  K,  «,  h  et  en  employant  la  notation  de 
M.  Hess,  on  obtient 

/Tii=—    p  Hi(/^)ei(M  +  irt)  =—    pIIi(i^))Ai, 
\  yv2  =  —  ip  H  (ia)Q  (  w  +  iù  )  —  —  ipH  (  ta) Bj , 
(II)  721=       «p  H  (m)©  (?«  —  tVy)  =       ipU  {ia)B2, 

I  Y22  =  —    pHi(f^)0i(z^  —  la)——    pIIi(t6)A2, 
\     S  =  p-MIi(t«  +  ib)Yi^i^ia  —  Ib  )  ^\{u)  =  p2  A0f  (iO- 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  expressions  (IX)  et  dans 
les  formules 

^  _  Tu  ~^  T22 


(■23) 


I 

eus  -  OJ 

2  2v/c 


T21- 

5 

-  Tl2 

Tn 

-  Y22 

'■(T21 

-T12 

) 

T21 

+  T12 

'■(ï21 

—  T12 

) 

T-21  - 

-  T12 

déduites  des  équations  (i5)  et  (i3),  on  a  les  formules  de 
M.  Hess('). 

Les  expressions  (IX),  (22)  et  (23)  mettent  en  évidence  que  les 
formules  précédentes  deviennent  des  identités  absolues,  si  l'on  y 
attribue  au  dénominateur  3  sa  valeur  y,,  V22  —  yi2Y22  ^^  l'6u  de 
lui  donner  les  valeurs  équivalentes,  élablies  par  les  équations  (J), 
(L),(H). 

On  conclut  de  là  que,  par  cette  simple  substitution,  les  ex- 
pressions de  Jacobi,  de  AI.  Lottner  et  de  M.  Hess  se  trans- 
forment en  des  identités  absolues. 

Cette  remarque  simplifie  beaucoup  la  solution  du  problème  de 
la  rotation  d'un  corps  pesant,  suspendu  par  un  point  de  son  axe. 

Afin  d'obtenir  la  solution  complète  de  ce  problème,  on  a  encore 
besoin  des  expressions  des  composantes  de  la  vitesse  de  rotation 
aulour  des   axes   mobiles   et  fixes,    dont   l'étude  de  INT.  I.oltner  a 


(')   \iMf  Maf/i.  An/i.,  i.  \\l\.  |).  .')6S,  079. 


MÉLANGES.  109 

déjà  abordé  à  la  fin  de  son  Mémoire.  Sans  entrer  ici  dans  les 
détails,  je  me  borne  à  indiquer  les  formules  générales  el  iden- 
tiques dont  on  peut  tirer  ces  expressions. 

Soient 

Pa  =  —  {c\k  de  II  -+-  C2k  dcii  +  c-ik  dc-ii  ), 

Y/i  =         c/^i  de  II  -h  c/,.2  de  1=1  +  C/,-3  6/c/3, 

où  les  indices  li,  A ,  /  =  i ,  2,  3  appartiennent  à  la  même  classe  que 
les  indices  i ,  2,  3  ;  désignons  de  plus  par  /?/j,  Vh  ^^ pf  ,  ^'*  les  quan- 
tités qui  proviennent  des  expressions  de  P^  et  V^  si  l'on  j  remplace 
Cmn  par  ^mn  ^t  b,„n'  Gcci  établi,  on  a 

Va  =  c/a  Pi  -+-  c/,2  P2  +  c/.-j  P^ 

et  des  relations  analogues  pour  p^^  Vh  ;  p^ -,  vf  >  Au  moyen  de  ces 
relations,  on  tire  des  identités  (10)  les  formules 

VA  =  «Ai7:i-}-rt/,2Tr2H-rt/,3Tr3,    (    (/i,  /  =  I,  2,  3). 
'T^/  =  P/  ~P]^  •  ) 

Comme  les  expressions  y?^,  r^  ;  /?^,  i'^  ainsi  que  les  coefficients 
«/«/o  ^w/i  sont  connus  (^),  les  dernières  formules  donnent  les 
valeurs  de  P^  et  V^  el,  par  elles,  les  composantes  cliercliées. 

V.  Pendule  conique.  —  Les  expressions  des  coefficients  c,.}, 
^23,  C;j3  méritent  un  intérêt  particulier.  Si  on  les  forme  au  moyen 
des  valeurs  (21),  on  obtient  aisément  les  formules  de  M.  Dumas 
relatives  au  pendule  conique. 

En  effet,  si  Ton  pose 

_  \\\{ia)\\'^{ib) 

~  n  1  (  ia  +  //; )  Il  1  ( ia  —  ih )  ' 

on  tire;,  au  moyen  des  valeurs  (21),  des  expressions  (IX),  U^s  ior- 


(')  Voir   Comptes  rendus  des  se«/ices  de  /'.ledde/uie  des  Seie/ices,  l.  C'A  11. 


I  lo 

nulles  suivaiih'S 
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(-)[  (il  -h  ia)  0(?i  +  ih) 


-<  (■)i(if  —  ia)e(n~l 


C;i3  =  A 


Hi(i«)H(i/r)  [11  Ô^^ilT)  ^11 


•1  &x{u  —  ia)8(u  —  i 


02  (m) 


0 1  (  ?/ -h  m  )  0,  (  ?«  —  ia)        Q{u-\-  ib)Q{u  —  ib  ) 
\\\(  ia)(r)Hu)  '  ïï^iJ)  )  (-yi {  it  ) 


ou 


.-     ,.  »  Tlifi  +  h] 


-  ^e" 


Al 

désigne  une  fonction  quelconque. 
D'après  la  relation 

02  (  o  )  H 1  (  ta  -t-  /^>  )  II 1  (  ia  —  ib  )  =  H  f(  ia  )  02  (  ib  )  —  0  f  (  ia  )  H  2  (ib), 

on  trouve  d'abord 


(25)  A 


02(0) 


[H'(o)]2 


e-^{ib)         e\(ia)  sn-2(K+ m)  — sn-2(i^) 


W-{ib)        Hjiia) 
Si  Ton  remplace  de  plus 

Qi(u-hia),     Uiiib) 

par  les  valeurs  équivalentes 

0(  u  -H  K  di  ia ),     II  { K  +  ib), 

et  si  l'on  pose  enfin 

a  =  ai,         b  =  a2, 

n  =  e';^^«+?o), 

fl>,  '^0  étant  des  constantes,  les  formules  (24)  et  (25)  représentent 
les  coordonnées  de  l'extrémité  du  pendule  conique  exactement 
sous  ia  forme  que  M.  Dumas  a  établie  dans  un  Mémoire  qui  fait 
partie  du  tome  50  du  Journal  de  Crelie  (voir  p.  67). 

Dans  l'article  V  de  ce  Mémoire,  on  trouve  une  transformation 
remarquable  des  expressions  Ci:]-4-  ic,-.]  et  6'<;j  —  ic-i-.i  dont  on  tire 
aisément  pour  ces  quantités  la  forme,  extrêmement  élégante,  que 
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M.  llerniilc   a  déduite   de   ses   profondes  reclierches,   relatives  à 
l'équation  difïérentielle  de  Lamé  ('). 

En  terminant  ce  Mémoire,  je  remarque  que  les  résultats  ob- 
tenus peuvent  être  généralisés  aux  fonctions  thêta  de  plusieurs 
arguments. 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  ADRESSÉE  A  M.  J.  TANNERY  PAR  M.  G.  TEIXEIRA. 

Si  /(^,  t)  et  f[{x^  t)  sont  des  fonctions  continues  aux  environs 
de  t  pour  toutes  les  valeurs  de  ^  de  x  =z  a  jusqu'à  x  =^  b^  et  si 
dans  le  même  intervalle  la  fonction  o{x)  est  continue  ou  discon- 
tinue pour  des  valeurs  de  x  en  nombre  limité,  on  a 

d  I    o(T)f{.T,  t )  dx  , 

-^^ =  /    ?'>)//(^,  t)dx, 

même  quand  a  et  b  sont  infinis,  si  les  intégrales 

/     \o{x)\dx,       j    o(x)/t{x,  t)dx 

sont  finies  et  déterminées  aux  environs  de  t. 

Ce  théorème,  que  je  me  propose  de  démontrer,  donne  le  théo- 
rème qu'on  trouve  dans  les  ouvrages  d'Analvse  en  posant 

et  peut  être  démontré  d'une  manière  semblable. 

En  donnant  à  t  un  accroissement  infiniment  petit  A,  on  a 

pif  pi> 

d        ^{x)f{x,t)dx  /    o(x)[/{x,  t-i-/i)  -J\x,  r)\dx 

*■'  Il  ,  .  *^'  n 


=  nm 


dl  /i,-o  h 

=  lim    f  o(.r)  /"/(.r,  f  -f-  OA)  dx. 
//=o./„     ' 

Mais,  à  cause  de   la  continuilc'   de  ,/^(./",  f),   on    peut,    (piehjue 
(  ')    ]'oir  lliinMiTi:,  Sia-  f/nc/qi/cs  applications  des  fonctions  c//i/)ti</ucs.  \).  i  ij. 


1 1-?, 


PUlîMlF.Uli   PAUTIH 


pelilo  que  suit  la  consLanlc  positive  a,  dclermiiier  li  de  lelle  sorte 
(|u'on  ait  dans  riiitcrvallc  de  ^  =  rt  à  .r  =  ^ 

|/;(.r,  /  +  0/O-/;(.r,  /)|  =  i'.|<a, 
cl,  par  cons('quent, 

r''  I      r''  r'' 

i     io{x)clx\<.   j     I  £  1  I  o(:r)l  ^/,r  <  a   /     \o(.r)\d.r, 


c'est-à-dire 


r'' 

i  m     /     £  c:>  ( 


x')  dx  —  o. 


Nous  avons  donc 

r'' 

d  I     o{x)f{x,()  dx 


dt 


i    o{x)fi{x,f)dx-^\\m    j    zo{x)dx=l     c^ix)  f[{x,  t  )  dx. 

On  peut  appliquer  ce  théorème  à  u\\  grand  nombre  d'intégrales; 
aux  intégrales,  par  exemple,  de  la  forme  suivante 


rfix,ndx       r'^      .  ,,      ,  ,        /-"'sm^  „.     ^^ 

/       V  /     e-^-f{x,t)dx,       /      -—f{x,t) 

•  ■0     yi  —  ^^        '-'a  '0      v^ 


<i?:r, 


Porto,  le  22  oclobrc  i88S. 
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COMPTES   RENDUS  ET  ANALYSES. 

LIE  f  Sopiius),  Professor  derGeomotrie  an  der  UniversiLal  Leipzig.  —  Thi-orifî 
DER  Tr.vnsformatio\sgrupe>en.  L  Abschnitt.  Unter  Mitwirkung  von 
D""  Friedrich  Engel  bearbeitet  (x  u.  632  S.).  Gr.  in-8". 

M.  Sophiis  Lie  se  propose  de  donner  sous  ce  titre  une  exposi- 
tion systématique  des  recherches  qu'il  a  publiées,  depuis  une 
vingtaine  d'années,  sur  les  groupes  de  transformations.  Le  premier 
Volume  de  cet  Ouvrage  (le  seul  qui  ait  paru  jusqu'à  présent)  est 
consacré  aux  propriétés  générales  des  groupes  continus  et  finis. 
Nous  allons  essayer  de  donner  un  aperçu  des  nombreuses  théo- 
ries qu'il  renferme.  Afin  de  mettre  en  évidence  les  quelques  no- 
tions communes  à  la  théorie  des  groupes  de  transformations  et  à 
la  théorie  des  substitutions,  et  de  réunir  plusieurs  notions  qui 
présentent  entre  elles  certaines  analogies,  nous  nous  permettrons 
de  modifier  en  quelques  points  l'ordre  logiqric  suivi  j)ar  l'illustre 
savant.  Nous  serions  heureux  si  cette  trop  courte  analyse,  où  nous 
avons  dû  omettre  beaucoup  de  résultats  intéressants,  pouvait  en- 
gager le  lecteur  à  étudier  dans  l'Ouvrage  lui-même  les  théories  si 
originales  et  si  fécondes  en  ap[)lications  que  la  Science  doit  au 
grand  géomètre  norvégien.  Elles  y  sont  développées  avec  la  plus 
grande  clarté  et  avec  toute  la  rigueur  que  l'on  est  habitué  à  ren- 
contrer dans  les  recherches  modernes  (  '  ). 

L  Dans  l'introduction,  l'auteur  rappelle  ce  que  l'on  entend  par 
une  transformation  et  par  un  groupe  de  transformations.  11  divise 
les  groupes  de  Iransforiuations  en  groupes  discontinus  et  groupes 
continus;  ces  derniers  ]:)euvent  être  finis  ou  infinis.  L'Ouvrage  est 
consacré  aux  groupes  de  transformations  continus  et  finis. 

Un  tel  groupe  est  défini  par  un  seul  svstème  de  //  équations 

•^/  —■  fii-r Jra\  a\ a,.)         (  i  ^-  \ ,  •?. n  ), 


(')  Toutes  les  iht'oiMcs,  tous  les  rcsullals  conlrnus  dans  le  Livre  sont  dus  à 
M.  Sophus  IjIc;  il  faut  en  excepter  seulement  la  théorie  élénientairc  des  systèmes 
complets, exposée  au  Chap.  V,  et  une  partie  des  résultats  contenus  dans  le  Cliap.  \. 
Pour  la  part  qui  revient  à  M.  Engel  dans  la  rédaction  de  r()uvrage,  nous  ren- 
voyons à  la  prc-lacc  du   Livre. 

fin//,  (/rs  Scir/ices  ninlliein.   i"  série,  t.  Mil.  (Juin   iSSi|.)  lo 
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où  /{^f'i-,  ....  f,i  soDl  des  fonclions  analytiques  des  variables 
.r,,  .  .  . ,  j:,/  et  des  paramètres  <7,,  .  .  .,  a,-.  Ces  fonctions  doivent 
être  telles  que  deux  transformations  du  groupe 

^'i  =fi{^\'  .  •  • ,  .r„ ;  «1 , a,.) 

^"i  =.AOl ^z^;   ^1 f^r)^ 

efïectuées  successivement,  donnent  une  transformation  du  groupe 

Les  propriétés  fondamentales  des  groupes  de  transformations 
sont  exposées  dans  les  quatre  premiers  Chapitres  et  dans  le  Cha- 
pitre IX.  La  démonstration  rigoureuse  de  ces  propriétés  exige 
que  l'on  fasse  certaines  hypothèses  sur  les  fonctionsy<,  .  .  .  ,  f,i\ 
aussi  l'auteur  a-t-il  soin,  dans  le  premier  Chapitre,  de  préciser  la 
définition  des  groupes  considérés.  Les  variables  ^,,  .  .  . ,  ^/^  et  les 
paramètres  «,,  ...,  <7,-  ne  doivent  varier  que  dans  des  domaines 
convenablement  choisis.  De  plus,  les  paramètres  «,,  ...,  a,-  sont 
supposés  essentiels,  c'est-à-dire  que  leur  nombre  ne  peut  être  dimi- 
nué par  le  choix  de  nouveaux  paramètres.  Pour  que  les  paramètres 
a,,  ...,  ciy  soient  essentiels,  il  faut  et  il  suffît  que  les  fonctions 
/", ,  ...^f,i  ne  vérifîent  simultanément  aucune  équation  aux  déri- 
vées partielles  de  la  forme 

/,  =  ! 

Ceci  posé,  la  définition  du  groupe  revient  à  dire  que  les  fonc- 
tions y,,  ...,/,i  doivent  satisfaire  aux  n  équations  fonctionnelles 

fi[fi(x,a),  ...,fn{T,  a);  h^ h,.\=  fii^T^.  ...,Xa\  c,, C;.), 

où  c,,  ...,  Cr  sont  des  fonctions  de  <2,,  ...,  cir  et  ^,,  ...,  br- 
M.  Lie  démontre  que  ces  fonctions  sont  des  fonctions  analytiques 
de  leurs  arguments  et  que  leurs  déterminants  fonctionnels  pris 
par  rapport  à  <7, ,  .  .  .,  a,-  et  à  ^,,  .  .  ,  />,-  ne  s'annulent  pas  identi- 
quement. 

L'auteur  fait  ensuite  une  digression  sur  les  groupes  de  transfor- 
mations Cremona  ;  il  montre  que  les  transformations  de  ces  groupes 
sont  toujours  deux  à  deux  inverses  l'une  de  l'autre,  d'où  il  résulte 


COMPTES   RENDUS   ET  ANALYSES.  ii3 

que  ces  groupes  conliennent  la  transforinalioii  identique.  Mais 
rien  ne  prouve  qu'il  en  soit  ainsi  pour  tous  les  groupes;  et,  en 
effet,  on  trouve  plus  loin  (  '  )  un  exemple  très  simple  d'un  groupe 
ne  contenant  pas  la  transformation  identique.  Aussi  M.  Lie  ne 
fait-il,  dans  ce  qui  suit,  aucune  hypothèse  à  ce  sujet. 

Le  Chapitre  se  termine  par  une  représentation  des  groupes  de 
transformations  à  ii  variahles  empruntée  à  la  Géométrie  à  n  dimen- 
sions. Chaque  groupe  de  transformations  définit,  comme  dit  l'au- 
teur, un  groupe  de  permutations  des  points  de  l'espace  à  n  dimen- 
sions. Il  suffit  pour  cela  de  considérer  x^^  ...,  x,,  comme  les 
coordonnées  d'un  point.  M.  Sophus  Lie  fait  dans  la  suite  l'usage 
le  plus  remarquahle  de  cette  représentation.  Elle  conduit  immé- 
diatement à  une  notion  fondamentale  dans  la  théorie  des  groupes 
de  transformations.  Il  est  clair,  en  effet,  que  le  groupe  des  per- 
mutations considéré  n'est  pas  modifié  si  l'on  fait  un  changement 
de  paramètres,  ou  même  un  changement  de  variables,  ce  qui 
revient  à  changer  le  système  de  coordonnées.  On  ne  doit  donc 
pas  considérer  comme  essentiellement  distincts  deux  groupes  de 
transformations  tels  que  l'on  puisse  passer  de  l'un  à  l'autre  par  un 
changement  convenable  de  paramètres  et  de  variables.  M.  Lie  dit 
dans  ce  cas  que  les  deux  groupes  sont  semblables. 

Le  Chapitre  H  est  consacré  à  la  démonstration  d'un  svstème 
d'équations  aux  dérivées  partielles  qui  joue  dans  la  théorie  des 
groupes  un  rôle  fondamental.  Voici  la  marche  générale  du  raison- 
nement. 

Partons  des  équations  fonctionnelles 

où 

x'i  -  fi{.r^,  .,  .,Xn',  a^ <7,.  )  (  i  =  I  ,  2 Il) 

ot 

0|,  Oj,  ...,  cp/.  étant,  comme  nous  l'avons  vu,  des  fonctions  ana- 
lytiques. Nous  écrirons,  pour  abréger,  /"/  au  lieu  de 


(')  Cliiip.  l\,  p.  i(i').  Col  exemple  esl  dû  à  M.  tlii^cl. 
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Eu  égard  aux  propriétés  des  fonctions  cs^.  établies  dans  le  Clia- 
pitre  précédent,  on  peut  considérer  comme  variables  indépen- 
dantes X  i^  ...,  x„\  «( ,  <72,  . . . ,  (i,-  et  C| ,  ("o,  . .. ,  r,-;  si  nous  dilTéren- 
tions  alors  par  rapport  à  chacune  des  variables  ai ,  <7o,  ...,  «,-,  nous 
obtenons  les  relations 

df)   dx)  df'i   dT„         Ôfj    dbi  df\   dbr  __ 

dx'i  Ocijç  dx',i   da/c         dby  da/^  db,.  ôa^ 

(ï=  I,  2,  .  ..,  n;  Â-  =  I,  2,  .  .  .,  r). 

On  en  déduit,  en  résolvant  par  rapport  à  ~~  ?  •  •  ^  -r— ^  >  des  équa- 
tions  de  la  forme 

— -'    =    ^UiO^.   b)-^    -+-...+  ^I>,/     y,   Z^)    y-^ 

(t  =  I,  2,  . . .,  n;  A-  =  I,  2,  .. .,  /•), 

qu'on  met,  en  se  servant  des  relations  cj^  z=  '0]^{a^  b)^  sous  la 
forme 

7' 

c,,  ^2,  ...,  <"/•  n'entrent  plus  dans  ces  relations;  on  peut  y  con- 
sidérer de  nouveau  x,,  ...,  X/^;  at,  ...,  r/,-;  ^,,  ...,  /;;•  comme 
variables  indépendantes  et  par  suite  donner  à  bi,  ...,  b,-  des 
valeurs  numériques  particulières,  d'où  le  théorème  suivant  : 

Si  les  éq nations 

^'i  =  fi{^\^   ••  '^•'^n\   «M   •  •  •-  «/■)  {i=   1,2, II) 

définissent  un  groupe  de  transformations  continu  et  fini  dont 
les  paramètres  a,,  «2?  •••?  <^^r  sont  essentiels,  les  quantités 
x\,  . . . ,  x\^  considérées  comme  fonctions  des  x  et  des  a  satisfont 
à  un  système  d^ équations  aux  dérivées  partielles  de  la  forme 

r 

dx'i  V     I  /  ^    h         /        '  '     N  (      (    t    =    I,    2,     .    .    .     /«) 

^.  =2d'^'''-('" a,.),ji(x„...,r„)  j(^.^,^, ,_,,,,)• 

M.  Lie  montre  de  plus  que  ces  équations  peuvent  s'écrire 

,  x-1  dx'i  \  {l  =  1,2,  ...,  n) 

,,(x„  .  ...,x„)  -  >^a,,(a„  .  ..,ar)  —  j  ^^^.^  ^    ,^    ^    _^  ^.^ 

I  -  1 
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(;L  qu'il  est  impossible  de  déterminer  /■  constantes  e»,  <?2,  ...,  en 
qui  ne  soient  pas  toutes  nulles  et  telles  que  les  n  expressions 

Cl  çiK^')  -^"  •+  ^rhii^')         (1  =  1,1,  .  .  .,  n) 
soient  identiquement  nulles. 

Dans  le  Chapitre  III,  l'auteur  étudie  spécialement  les  groupes 
à  un  paramètre  et  introduit  la  notion  si  importante  de  transfor- 
mation infinitésimale. 

Dans  le  cas  où  il  n'y  a  qu'un  paramètre,  les  équations  aux  dé- 
rivées partielles  du  Chapitre  précédent  sont  des  équations  diffé- 
rentielles ordinaires 


dr'i 
da 


-l  =  ^{a)  ;/(,r'i,  .  .  .,Xa)         (i'=  f,  -2,  ..  .,  n). 


Ces  équations  définissent  complètement  le  groupe  si  Ton  con- 
naît la  transformation  particulière  qui  correspond  à  une  valeur  «^ 
du  paramètre  ;  en  les  intégrant,  on  a  les  équations  finies  du  groupe. 
On  simplifie  ces  équations  en  faisant  le  changement  de  para- 
mètre 


=  f^a) 


da. 


Elles  deviennent 


Admettons  maintenant  que  le  groupe  contienne  la  transforma- 
tion identique  :  on  peut  supposer  qu'elle  correspond  à  la  valeur 
/  =  o  du  nouveau  paramètre;  la  forme  des  intégrales  montre  alors 
que  les  transformations  du  groupe  sont  deux  à  deux  inverses  l'une 
de  l'autre,  que  deux  transformations  quelconques  sont  échan- 
geables et  enfin  que  le  groupe  est  semblable  à  un  groupe  de  trans- 
lations 

r'i  =  Ji ,  .  .  .  ,  fn-i  =  yn- 1 ,  y'n  =  J'«  +  f • 

M.   Lie  introduit  ensuite  la  notation 
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Les  équations  fliiies  du  groupe  peuvent  alors  s'écrire  sous  la 
l'orine  remarqua  Me 

t             C-                   1'^                         /'< 
x'i  =  xi-^  -  \i  -\ \  \i  H XX^,-  H —^  \XX  \i-\-.... 

I  I  .'2  I  .'i.i  I  .'2.3.  i 

M.  Soplius  Lie  appelle  transformation  infinitésimale  du  groupe 
la  transformation  qui  correspond  à  nne  valeur  infiniment  petite 
ot  du  i^aramètre  l\  on  peut  l'écrire,  en  négligeant  tous  les  termes 
en  Zt  de  degré  supérieur  au  premier, 

Quand  on  connaît  la  transformation  infinitésimale-  du  groupe, 
le  groupe  est  complètement  déterminé.  De  plus,  on  peut  dire  que 
chacune  des  transformations  du  groupe  s'obtient  en  répétant  un 
nombre  infini  de  fois  la  transformation  infinitésimale.  M.  Lie  dit 
encore  que  le  groupe  est  engendré  par  sa  transformation  infinité- 
simale. Le  savant  norvégien  représente  cette  transformation  infi- 
nitésimale par  le  symbole 

n 
i^  1 

Xyest  aussi  le  symbole  du  groupe  à  un  paramètre,  contenant  la 
transformation  identique,  que  cette  transformation  infinitésimale 
engendre;  de  sorte  que  Ton  peut  parler  de  la  transformation  infi- 
nitésimale Xy  et  du  groupe  à  un  paramètre  X/*. 

Il  est  inutile  d'insister  sur  les  nombreux  avantages  que  présente 
cette  heureuse  notation.  Elle  permet  d'écrire  sous  une  forme  con- 
densée et  frappante  toutes  les  relations  qui  se  présentent  dans  la 
théorie  des  groupes  de  transformations.  De  plus,  elle  se  prête 
très  bien    aux   changements   de  variables,    comme  le    montre    le 

théorème  suivant  : 

/■ 

*S'/  le  symbole  Xy"=  7  qi  ^  pj-e/id,  par  le  cha/ige/nent  de 
variables 

Ji  =  Oi(Xi,    .  .  .  ,  Xn  )  {  L=    \,'X /i  ), 

la  forme 

/    ---1  1^1 
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les  équations  du  groupe  engendré par^f^  à  savoir 

Xi  =  Xi^   -   Ci-\ ^  \  ;/  H-  .  .  .  (  É  =   1 ,  2,    .  .  .  ,  /i  ), 

prennent  par  le  changement  de  variables  la  forme 

yi  =^yi  ^-  Y  '0/  +-  —  ^ -'i/  +  •  •  •       ( f  =  1 , 2, . . . ,  /i  j. 

Le  nouveau  groupe  est  done  engendré  par  Ja  transformation 
infinitésimale  Y/*. 

Nous  arrivons  maintenant  à  une  belle  représentation  cinéma- 
tique et  géométrique  des  transformations  infinitésimales  et  des 
groupes  à  un  paramètre.  Si  l'on  considère  .r,,  ...,  x,i  comme  les 
coordonnées  cartésiennes  d'un  point  dans  l'espace  à  n  dimensions, 
et  le  paramètre  co.mme  représentant  le  temps,  les  équations 

définissent  un  mouvement  stationnaire  d'un  fluide  compressible. 
Une  transformation  du  groupe  indique  le  déplacement  subi  par 
les  particules  du  fluide  au  bout  du  temps  t,  et  la  transformation 
infinitésimale  n'est  autre  cliose  que  le  mouvement  infiniment 
petit,  toujours  le  môme,  qui  se  produit  à  chaque  instant.  Toutes 
les  particules  du  fluide  qui  passent  successivement  par  un  même 
point  de  l'espace  décrivent  la  même  courbe.  Par  chaque  point  de 
l'espace  passe  une  de  ces  courbes,  que  M.  Lie  appelle  les  trajec- 
toires de  la  transformation  infinitésimale  X  /". 

On  peut  encore  considérer  la  transformation  infinilésimalc 

-P'i  =  OTi^  Zj{  .ri ,   .  .  .  ,  J'n)^->l  (  t'  =  [,  2 n), 


comme  faisant  corresj^ondrc  à  chaque  point  (^i,  . .  .,  x,i)  de  l'es- 
pace une  direction  définie  par  les  coefficients  de  direction  H, 

Ç/  et  sur  cette  direction  un  segment,  celui  qui  a  pour  origine  le 
point  (j'-,,  ...,./'//)  et  pour  extrémité  le  point  (.r ',,....  .^'^J.  Les 
trajectoires  sont  tangentes  en  chacjue  j)oint  à  la  direction  corres- 
pondante. 

Sui"  les  groupes  à  un  paramètre  (|ui  jiourrauMiI  ne  pas  (outiMiir 
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la   IraiisforinaLloM  KleiiLi([ue,   M.    Sopliiis   Lie  donne  le   ihéorèine 
sulvanl : 

-i  tout  groupe  à  un  parauictre  correspond  une  iransfornia- 
linn  injinitésinialc  délerniinée  X/';  et  toute  transformation 
du  groupe  peut  être  obtenue  en  effectuant  successivement  : 
i'*  une  ti'ansformatlon  quelconque  du  groupe,  toujours  la. 
même;  2"  une  ti'ansfoiinalion  convenablement  choisie  du 
groupe  à  un  parami'tre  engendré  par  la  transformation  inji- 
n  il  es  in  lalelL  f. 

L'auteur  donne  cnsuile  une  définition  importante  :  /•  transfor- 
mations infinitésimales 

II 

^kf=2d'^'''^'''^' ^-'  '  ■  ' '^^"^  ôx-     (/>■"  =  I »  2, ... ,  /■) 

sont  dites  indépendantes  s'il  est  impossible  de  trouver/- constantes 
e,,  ...,  e^  qui  ne  soient  pas  toutes  nulles  et  telles    que  l'on   ait 

l'identité 

^iXi/-f-  6-2X2/-^-.  .  .-h  e,.\rf^  o. 

Suivent  plusieurs  conséquences  de  cette  définition  qui  trouvent 
leur  application  plus  tard  et  dont  l'une  des  principales  est  la  sui- 
vante :  si  les  /•  transformations  infinitésimales  Xy^/'sont  indépen- 
dantes, le  faisceau  de  tous  les  groupes  à  un  jiaramètre 

forme  une  famille  de  transformations 


/•      /• 


.MS^  Ml^    ^^       1  .  1 

/.•z=l  /.■  -.  1  ;-l 

pour  laquelle  ).|,  .  •  -,  A,-  sont  des  paramètres  essentiels. 

Le  Chapitre  IV  contient  l'étude  des  groupes  à  plusieurs  para- 
mètres. Reprenons  les  équations  aux  dérivées  partielles  obtenues 
au  Chapitre  H 


COMPTES   UEiNUUS   ET  ANALYSES.  m 

elles  peuveiiL  s'écrire 

/• 
v^  ôj-'f  l   (  i  =  i,  •!,  .  ..,  n) 

h-ii^l ^n)  =  2j^Aj(^l 'h-)--  iU-,     o  ,M* 

JBÊd  Octj  ^    (  A  =  I  ,    2 ,    .  .  .  ,   /  ) 

M.  Lie  j  introduit  de  nouveaux  paramètres,  en  posant 

/• 


~dt 

7-1 


ce  qui  définit  «,,  «2^  •••)  <^^r  comme  fonctions  de  ^  et  de  A|,  .... 
A,-  ou  plutôt  comme  fonctions  des  seuls  produits  A|  /,  ...,  Lrt.  On 
obtient  alors  les  équations 

'iïT  "^2]^'-^'  ^-/'^ ■'''■'''  •••'  ^'''^     ^^"^  ''  '-"•'  •••"  '^''' 

7=1 

d'où  résulte  le  théorème  suivant  : 

A  tout  gi'Oiipe  à  r  paramèti'es  correspondent  r  transforma- 
tions infinitésimales  indépendantes  Xi/*,  ...,  X,./"^  et  toute 
transformation  du  groupe  peut  être  obtenue  en  effectuant  suc- 
cessivement :  i*^  une  transformation  quelconque  du  groupe, 
toujours  la  même;  2"  une  transformation  convenablement 
choisie  d^ un  groupe  à  un  paramètre  engendré  par  une  ti-ans- 
formation  infinitésimale  de  la  forme 

Si  le  groupe  considéré  contient  la  transformation  identique,  les 
résultats  précédents  se  simplifient  et  l'on  a  ce  beau  théorème  : 

Si  un  groupe  à  r  parami'tres 

contient  la  transformation  identique,  renseuible  de  ses  trans- 
formations se  confond  avec  l'ensemble  des  transfoi'mations 
d'un  faisceau  de  oc'~'  groupes  à  ut}  jxtranictre  contenant  l(( 
transformation  identitjue. 

IN)ur  trouver  ces  gi'oupes  à  un  p;iramrlr(\  il  sudil  de  lormei'  les 
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équations  aux  dérivées  partielles 

r 

à^'i        VT*  .      /  N  h    /    r  >  X  i    (  i  =  I ,  '2,  .  . . ,  n), 

-^  =N^,,(«„...,«,.)$.v(^„...,-„)    ,  (/,--_,,.,...;.,; 

que  vérifient  les  fonctions  x'^=^ /i(x,  a).  Si  l'on  pose  alors 


l'expression 


^x,x,/. 


/.=! 


où  )^,,  .  ..,  )v  sont  des  paramètres  arbitraires,  représente  les  trans- 
formations infinitésimales  de  tous  ces  groupes.  Les  équations  du 
groupe  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  canonique 

^  I  — •  ^'i  -r-     y^     A/,-  ,/,7      —     ^^       ^  ^V/.     ii-T-  .  ,  .  \L  —  1  ,  2,  .  .  .  ,  /t  ;. 

ÂsmL  ^^  jmmi     \  .1  -^ 

k  ^  1  k-.i   j—i 

Les  transformations  de  ce  groupe  sont  deux  à  deux  inverses 
l'une  de  l'autre.  Enfin  le  groupe  ne  contient  pas  d'autres  groupes 
à  un  paramètre  que  ceux  qui  oui  pour  transformations  infinitési- 

r 

maies  les  transformations  infinitésimales  du  faisceau  ^  Xi^lLkf. 

L'auteur  donne  ensuite  un  procédé  plus  rapide  pour  trouver  les 
transformations  infinitésimales  d'un  groupe  contenant  la  transfor- 
mation identique  et  applique  ce  procédé  au  groupe  de  toutes  les 
transformations  projectives  à  une  variable. 

C'est  au  Chapitre  IX  que  M.  Sophus  Lie,  revenant  sur  les  pro- 
priétés générales  des  groupes,  établit  le  théorème  fondamental 
qui  donne  la  coud  il  ion  nécessaire  et  suffisante  pour  que  /•  trans- 
formations infinitésimales  données  appartiennent  à  un  même 
groupe  à  /'  paramètres. 

La  première  partie  de  cette  belle  proposition  s'obtient  en  écri- 
vant les  conditions  d'intégrabilité  des  équations  aux  dérivées  par- 
liellcs  établies  au  (Chapitre  IL  L'auteur  v  arrive  de  la  manière  la 
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plus  élégante  en  transformant  ces  équations  de  manière  à  pou^oi^ 
appliquer  les  propriétés  des  systèmes  complets,  ce  qui  donne  en 
même  temps  d'autres  résultats  qui  sont  utiles  dans  la  suite. 
Les  r  transformations  infinitésimales  indépendantes 

n 


qui  correspondent  à  un  groupe  à  r  paramètres,  sont  liées  par  des 

relations  de  la  forme 

/• 

(X^Xy)  =  X,Xy/- XyX,/=:  Vc,.y,X,/ 

.s  =  l 

(A-,y  =  1,2,  .  ..,  /■), 

oiî  les  quantités  c^js  sont  des  constantes. 

Appliquée  à  un  groupe  contenant  la  transformation  identique, 
elle  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Si  un  groupe  à  r  paramètres  contient  les  r  transformations 
infinitésimales  indépendantes  X,y,  .  .  . ,  X,/,  ces  transforma- 
tions infinitésimales  sont  liées  deux  à  deux  par  des  relations 
de  la  forme 

r 

(X/.Xy)  =^ckjs ^sf        ( A-, y  =  I ,•>,... ,  /•)• 

s  =  i 

M.  Lie  établit  ensuite  la  réciproque  : 

Si  r  transformations  infinitésimales  indépendantes^^  f^  ..., 
Hrf  sont  liées  deux  à  deux  par  des  relations  de  la  forme 

V 

(X/,Xy)  =^C/,y,.X^/  (A-, y  =1,2,...,  /'), 

s  -  1 

le  faisceau  des  groupes  à  un  paramètre 

X,X,/+XoX.,/  +  ...H-X,X,/ 

forme  un  groupe  continu  à  r  paramètres,  qui  contient  la 
transformation  identique  et  dont  les  tr<(nsfornialions  sont  deux 
à  dcu.r  itiverscs  l'une  de  rautrr. 


I2Î  IMUiMIÈRE   PAUTlli. 

On  peut  (lire  dès  lors  que  les  /•  Lransfornialioiis  infinitésimales 
X,  /",  .  .  . ,  X/./  définissent  un  groupe  à  /•  paranièties  et  appeler  ce 
groupe  le  groupe  Xj/,  ...,  X,/';  et  tous  les  groupes  contenant 
la  transformation  identique  peuvent  être  considérés  comme  définis 
de  cette  manière. 

Quant  aux  groupes  qui  ne  contiennent  pas  la  transformation 
identique,  ils  ne  présentent  qu'un  intérêt  purement  théorique. 

M.  Soplius  Lie  démontre,  en  efTct,  qu'un  tel  groupe  peut  toujours 
s'obtenir  en  faisant  dans  un  certain  groupe  à  transformation  iden- 
tique un  changement  de  paramètres  convenable.  Aussi  M.  Lie  ne 
considère-l-il  plus,  dans  la  suite  de  TOuvrage,  que  des  groupes 
contenant  la  transformation  identique. 

Comme  on  Fa  vu,  les  transformations  infinitésimales  qui  défi- 
nissent un  groupe  de  transformations  sont  liées  par  les  relations 

/' 

(  X/  X/,  )  =  V  c\-f,.,  \ ,_/'         (i,  k  =  i,-2,  ...,  r  ). 


s  =  l 


Les  constantes  ci/is  qui  figurent  dans  ces  relations  satisfont  aux 
équations  suivantes  : 

<^/7,i-+  C/,/,,  =  O, 
/• 

s  =  1 

(/,  A,J,  t   =1,2,...,  /■). 

Les  premières  résultent  de  la  définition  même  du  crochet 
(X/X/f);  les  secondes  s'obtiennent  au  moyen  de  l'identité  connue 
de  Jacobi. 

Dans  le  Chapitre  suivant,  M.  Lie  s'occupe  de  l'intégration  des 
systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  dont  l'intégrale  géné- 
rale ne  dépend  que  de  constantes  arbitraires.  A  cette  classe  parti- 
culière d'équations  aux  dérivées  partielles  appartiennent  les  équa- 
tions ([ue  M.  Lie  appelle  les  équations  de  définition  d'un  groupe, 
et  qui  jouent  un  rôle  fondamental  dans  les  belles  méthodes  d'in- 
tégration dues  au  grand  géomètre.  Soient 

X/,/-Vî,,-|-^      a- =  1,2,...,/-) 

i~  1 
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/'  transformations  infinitésimales  indépendantes  d'un  groupe  à  /* 
paramètres.  Considérons  la  transformation  générale 


A-  —  1  i  =  i 

r 

où  ii  =  y\^/,ie/,-. 

L'élimination  des  constantes  arbitraires  <?<,  62-,  .  .  . ,  ^,-  conduit 
à  un  système  d'équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  qui  est 
le  système  des  équations  de  définition  du  groupe.  Ces  équations 
étant  données,  le  groupe  est  entièrement  déterminé.  D'ailleurs, 
dans  beaucoup  d'applications,  on  ne  connaît  un  groupe  que  par 
ses  équations  de  définition.  11  est  donc  important  de  savoir  en 
déduire  les  propriétés  principales  du  groupe.  M.  Lie  introduit  à 
cet  effet  la  notion  de  transformation  infinitésimale  d'ordre  k. 

Une  transformation  infinitésimale  Xy  est  dite  d'ordre  k  au 
point  [x\,  .  ..^  xl)  si  le  développement  en  série  de  X/par  rapport 
aux  puissances  croissantes  de  x^ — .x\,  ...,  x,i —  x^^^  commence  par 
des  termes  de  degré  A". 

A  cliaque  groupe  de  transformations  correspond  un  nombre  .9, 
tel  qu'en 'chaque  point  le  groupe  contient  des  transformations  in- 
finitésimales d'ordre  o,  d'ordre  i,  ...,  d'ordre  s — ^i  et  aucune 
d'ordre  s.  De  plus,  on  peut  en  chaque  point  choisir  les  transfor- 
mations infinitésimales  X,/",  ...,  X,./,  qui  définissent  le  groupe, 
de  manière  que  toute  combinaison  linéaire  des  transformations 
d'ordre  k  de  la  suite  X,/,  ...,  X^/ soit  elle-même  d'ordre  k.  Le 
nombre  de  ces  transformations  d'ordre  k  est  indépendant  du  point 
choisi.  Si/>  est  ce  nombre,  on  dit  que  le  groupe  contient  précisé- 
ment/? transformations  infinitésimales  d'ordre  k. 

M.  Lie  montre  comment,  à  l'inspection  des  équations  de  défini- 
tion d'un  groupe,  on  j)eut  dire  combien  il  contient  de  transforma- 
tions infinitésimales  de  chaque  ordre. 

On  peut  considérer  des  groupes  conlinus  donl  l(\s  transforma- 
tions finies  sont  données,  non  plus  par  un  svstème  unique  d'équa- 
tions, mais  [)ar  rensemble  de  plusieurs  systèmes  d'équations.  Tel 
esl,  par  (^\emj)le,   le   groupe    lomn-  par  l'ensemble  des   hansl'oi- 
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mations  de  coordonnées  rectangulaires  dans  le  plan.  M.  Lie  étudie 
ces  groupes  au  Chapitre  XVIII  et  arrive  aux  résultats  suivants  : 

Si  les  ti'ansformations  cVun  groupe  à  r  païamètres,  défini 
par  m  systèmes  d'' équations ,  sont  deux  à  deux  inverses  V une 
de  V autre  :  \^  ce  groupe  contient  un  sous-groupe  G  à  r  para- 
mètres engendré  par  r  transformations  infinitésimales ,  et  il 
n'' en  contient  qu'' un  seul;  2°  le  groupe  G  est  invariant  dans  le 
groupe  considéré  ;  3*'  si  Von  représente  par  S  la  transforma- 
tion générale  du  sous-groupe  G,  le  groupe  proposé  est  formé 
de  V ensemble  des  m  familles  de  transformations 

S,     Ti  S,     . . . ,     T/,2_i  S, 

Ti ,  To,  .  .  . ,  T„i_,  étant  m  —  i  transformations  déterminées  du 
groupe. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  d'ailleurs  vraie  et  donne  le 
moyen  de  former  autant  de  groupes  que  l'on  veut  de  l'espèce  con- 
sidérée. 

IL  Les  fonctions  qui  admettent  toutes  les  transformations  d'un 
groupe  jouent  dans  la  théorie  des  groupes  un  rôle  fort  important. 

M.  Lie  les  appelle  les  invariants  du  groupe  (').  Il  démontre 
que  les  seuls  invariants  d'un  groupe  à  un  paramètre  X/"  sont  les 
intégrales  de  l'équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  Xy=:  o. 
Un  groupe  à  n  variables  et  /•  paramètres  X,/,  . . .,  X,./  n'a  d'in- 
variants que  si  les  /'  équations  X.if=  o,  . . .,  X/-/"=  o  peuvent  se 
réduire  à  moins  de  n  équations  indépendantes^  ces  invariants  sont 
alors  les  intégrales  du  système  complet  défini  par  ces  /•  équations. 

M.  Sophus  Lie  considère  aussi  des  systèmes  d'équations  inva- 
riants. Dire  qu'un  système  d'équations 

admet  la  transformation 

^'i  =//(-^i5  .  •  • .  -^/O         {l^  1,-2,  .  .  .,  n), 
c'est  dire  que  ce  système  est  équivalent  au  suivant  : 

nj/i  (-r),  .  .  .  ,///(.r)]  =  0         (  /  =  1 ,  2,  .  .  . ,  m). 

(^)  Cliap.  VI  et  aussi  Cliap.  Mil.  p.  2i5. 
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Au  point  de  vue  géométrique,  cela  signifie  que  chaque  point  de 
la  multiplicité  définie  par  le  système  d'équations  se  change  par  la 
transformation  en  un  point  de  cette  même  multiplicité;  ce  que 
l'auteur  exprime  en  disant  que  la  multiplicité  admet  la  transforma- 
tion, ou  encore  qu'elle  reste  invariante  par  la  transformation. 

Les  considérations  qui  précèdent  permettent  d'interpréter  d'une 
manière  nouvelle  les  intégrales  d'un  système  complet  : 

Xi/=o,         ...,         X^/=o. 

D'abord  ce  sont  des  invariants  pour  tous  les  groupes  à  un  para- 
mètre engendrés  par  des  transformations  infinitésimales  de  la 
forme 

Soient  de  plus  ^}^^,  ...,'i;/,_^  n  —  ^intégrales  indépendantes  du 
svstème  complet.  Les  équations 

définissent,  pour  chaque  système  de  valeurs  des  constantes  C,  une 
multiplicité  à  q  dimensions.  M.  Lie  appelle  toutes  ces  multiplicités 
les  multiplicités  caractéristiques  du  système  complet.  Par  chaque 
point  de  l'espace  passe  une  multiplicité  caractéristique  et  une 
seule,  ce  que  l'auteur  exprime  en  disant  que  le  système  complet 
définit  une  décomposition  de  l'espace  en  multiplicités  caractéris- 
tiques. Chacune  de  ces  multiplicités  reste  invariante  par  les  trans- 
formations de  tous  les  groupes  à  un  paramètre 

en  chacun  de  ses  points  elle  est  tangente  à  chacune  des  directions 
que  les  transformations  infinitésimales  y,  Xi/"-!-...-}- y^X^/ font 
correspondre  à  ce  point.  Enfin  chaque  multiplicité  caractéristique 
peut  être  considérée  comme  engendrée  par  les  trajectoires  de 
chacune  de  ces  transformations  infinitésimales. 

Dans  le  Chapitre  suivant  ('),  l'auteur  s'occupe  de  la  délerinina- 
tion  de  tous  les  systèmes  d'équations  qui  admettent  des  transfor- 
mations infinitésimales   données.  M.  Lie  dit  qu'un  système  d\''- 


(0  Cl.np.  Vil,  p.  107. 
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(HiaLK)iis 

adiiicL  la  li'ansforiiialioii  iiiljiiilc.-îiinalc  X/'  si  cliaciinc  dos  expres- 
sions XO/;  s'annule  en  vertu  des  éqiialions  du  sjslèine.  C'est  d'ail- 
leurs la  eondition  nécessaire  et  sufiisante  pour  (jue  le  système 
admette  chacune  des  transformations  du  groupe  à  un  paramètre 
X/.  Au  point  de  vue  géométrique,  elle  signifie  qu'en  .chacun  de 
ses  points  la  multiplicité  définie  par  le  système  d'équations  est 
tangente  à  la  direction  que  la  transformation  infinitésimale  fait 
correspondre  à  ce  point. 

M.  Lie  arrive  à  une  règle  générale  permettant  de  former  tous  les 
systèmes  d'équations  qni  admettent  un  nombre  quelconque  de 
transformations  infinitésimales  données. 

Les  résultats  se  simplifient  dans  le  cas  oîi  ces  transformations 
définissent  un  groupe  (-). 

SoientX,y,  ...,  X,/ ces  transformations 


XA-/  =  V^/,,(,r,,    ...,.Ta) 


àf 


1  =  1 


Si,  parmi  les  équations 

il  y  en  a  moins  de  n  indépendantes,  elles  définissent  un  système 
complet.  En  écrivant  des  relations  quelconques  entre  les  intégrales 
de  ce  svstème  complet,  on  obtient  un  système  d'équations  qui 
admet  toutes  les  transformations  du  groupe.  On  obtient  encore 
des  systèmes  d'équations  invariants  en  égalant  à  zéro  tous  les  dé- 
terminants d'un  même  ordre  formés  avec  les  éléments  du  tableau 
des  coefficients  de  X,/,  ...,  X,.y  (pourvu  toutefois  que  ces  équa- 
tions soient  compatibles).  Mais,  |)our  avoir  tous  les  systèmes 
d'équations  invariants,  il  faut  en  général  intégrer  encore  d'auties 
systèmes  complets  que  ]\L  Lie  apprend  à  former. 

Les  résultats  contenus  dans  ce  Chapitre  sont  fondamentaux. 
Beaucoup  de  problèmes  peuvent  en  eifet  se  ramènera  la  recherche 
des  systèmes  d'équations  admettant  des  transformations  infinité- 


(')  Clmp.  XTV,  p.  Ti-2. 
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simales  données.  On  a  donc  là  au  fond  une  méthode  puissante 
pour  résoudre  un  grand  nombre  de  questions  difficiles.  C'est  ainsi 
que  M.  Lie  traite  le  problème  de  l'intégration  d'un  système  d'é- 
quations aux  dérivées  partielles  dont  l'intégrale  générale  ne  dépend 
que  de  constantes  arbitraires.  Les  Chapitres  XIX  et  XX  contien- 
nent aussi  de  belles  applications  de  cette  méthode. 

Un  des  Chapitres  les  plus  importants  au  point  de  vue  des  ap- 
plications est  le  Chapitre  VIII,  car  il  contient  le  point  de  départ 
des  belles  recherches  de  M.  Sophus  Lie  sur  l'intégration  des 
svstèmes  complets.  M.  Lie  dit  que  le  sytème  complet 

n 

X/c/  =  ^  ÇA-i  (-^1 ,  . .  • ,  .^«  )  J^  =  o  (  A-  =  I  ,  2,  .  .  .  ,  ^  ) 

admet  la  transformation 

x'i  =  ¥i{xy,  .  ..,x,i)         (i  =  1,2,  ...,  n), 
si  l'on  a  q  identités  de  la  forme 

q  n 

^fJ=^'^kj{0[^'i,   ..•  ^'a)^\ji{^\^   .•.,-27«)  ^  (/.•=!,  2,...,^). 

;  -  1  i-l 

L'auteur  cherche  alors  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  qu'un  système  complet  admette  toutes  les  transformations 
(l'un  groupe  à  un  paramètre  Y/.  Si  Ton  désigne  par  c^,,  ....  'J/....^ 
un  système  d'intégrales  du  système  complet,  cette  condition  est 
(|ue  l'on  ait  11  —  rj  relations  de  la  forme 

Ycp/,  =  ov,(  91 ?«-7)  (  A  =  I ,  ■>. Il  —  q). 

(^elte  condition  se  transforme  en  une  autre  plus  avantageuse  où 
n'entrent  pas  les  intégrales  (')  :  Il  faut  el  il  suffil  que  l'on  ait  ^ 
relations  de  la  forme 

7 
(  ^k Y )  =2^y^kj{-r\ r„  )  X //         (^ /.-  =  1 ,  2, q). 

7  =  1 


(')  LiK,  Gesellschaft  d.  w.  zu  (Christiania ,  nov.   iS-;'|. 

Bull,  des  Sciences  niallicni.,  •.>»  scrio,  l.  XUI.  (Juin  i88|).) 
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M.  Lie  donne  (însuitc  plusieurs  conséquences  de  cel  iniporlant 
résultai. 

Voici  maintenant  Tinterprétation  géométrique  de  la  notion 
précédente  : 

Si  le  système  complet  admet  toutes  les  transformations  d'un 
groupe,  ces  transformations  ne  font  qu'échanger  entre  elles  les 
multiplicités  caractéristiques  du  système  complet.  Ces  multiplicités 
définissent  donc  une  décomposition  de  l'espace  invariante  par 
les  transformations  du  groupe. 

Ceci  conduit  à  une  notion  nouvelle,  celle  des  familles  de  multi- 
plicités invariantes  ('). 

Une  famille  de  multiplicités  définie  par  les  équations 

ili{xi,  ..  .,57„;/i,  .  .  .,  /,„)         (/=  I,  2,  .  .  .,  ?i  —  q), 

OLi  /< ,  . .  .,  Iffi  sont  des  paramètres  arbitraires,  admet  une  transfor- 
mation 

si  le  système  d'équations  se  change  par  cette  tranformation  en  un 
nouveau  système  représentant  la  même  famille  de  multiplicités. 
Alors  les  multiplicités  de  la  famille  sont  simplement  échangées 
entre  elles  par  la  transformation. 

Si  l'on  considère  maintenant  une  famille  de  multiplicités 
admettant  toutes  les  transformations  d'un  groupe,  il  y  a  lieu  d'é- 
tudier la  loi  suivant  laquelle  se  fait  l'échange  de  ces  multiplicités. 
Cette  loi  est  donnée  par  un  certain  groupe  de  transformations 
entre  les  paramètres  /| ,  . . .,  l,n  dont  M.  Lie  expose  les  propriétés 
au  Chapitre  XXI [I. 

Nous  insisterons  davantage  sur  le  Chapitre  (-)  que  l'auteur  con- 
sacre au\  invariants  différentiels.  On  sait  que  M.  Soplius  Lie  a 
donné  une  théorie  générale  des  invariants  différentiels.  Cette  belle 
théorie  permet  de  trouver  les  invariants  différentiels  d'un  groupe 
quelconque.  Elle  est  fondée  sur  les  principes  suivants  : 


(')  Chap.  XXIII,  p.  /^58. 
{')  Chap.  XXV,  p.  5i2 
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Soit  donnée  la  transformation  à  trois  variables  -^^  y,  z 

Supposons  que  y  et  z  soient  fonctions  de  x^  alors  )^,  et  -, 
peuvent  être  considérés  comme  fonctions  de  ^,.  Soient  j^'  et  ^Mes 
dérivées  de  j^  et  z  par  rapport  k  x  et  y\  et  z\  les  dérivées  de  j-,  et 
z^  par  rapport  k  x^.  Il  est  aisé  d'évaluer  les  deux  dernières  au 
moyen  des  deux  premières  et  de  x^  y^  z, 

(2)  y\=m{x,y,z,y,z'),         z\  =^{x,y,z,y\z'). 

Si,  dans  les  relations  (i)  et  (2),  on  considère  x^  j',  z^  y\  z' 
comme  des  variables  indépendantes,  on  obtient  une  transforma- 
tion à  cinq  variables  qui  correspond  d'une  manière  bien  déter- 
minée à  la  transformation(i).  M.  Lie  l'appelle  une  transformation 
prolongée  {erweiterte  Transformation).  La  signification  géomé- 
trique de  cette  nouvelle  transformation  est  évidente  :  cette  trans- 
formation prolongée  indique  la  loi  suivant  laquelle  la  transforma- 
lion  donnée  échange  entre  eux  les  éléments  linéaires  de  l'espace. 

On  peut  prolonger  la  transformation  (1)  d'une  autre  manière. 
Supposons  que  z  soit  une  fonction  des  deux  variables  indépen- 
dantes X  Gi y  ayant  pour  dérivées  partielles/?  et  q.  Alors  z^  pourra 
être  considérée  comme  fonction  de  x^  ely^.  Soient/?,  et  ^,  les 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  ^, 

(3)  pi=M(.T,y,z,p,q),  qi  =N(x,y,z,p,q). 

Si,  dans  les  relations  (i)  et  (3),  on  considère  x,  y,  z,  /?,  q 
comme  variables  indépendantes,  on  obtient  une  transformation  à 
cinq  variables  qui  est  dite  également  une  tiansformation prolon- 
gée. Cette  transformation  indique  la  loi  suivant  laquelle  la  trans- 
formation donnée  échange  les  éléments  plans  de  l'espace. 

Ces  transformations  prolongées  jouent  un  rôle  très  important 
dans  les  recherches  de  M.  Lie.  A  l'égard  de  ces  transformations, 
M.  Lie  démontre  le  théorème  fondamental  suivant  : 

Si  les  transformations  à  r  paranu'lres 

^i  =  f{-^^r^  -'  ^1 ^z)' 

j,  =  h{.r,y,  z,ai (7,.). 
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forment  un  ferait pe,  il  en  est   de  nié/fie  des  transfonnations 

prolongées. 

M.  Lie  nionlrc  qu'il  est  facile  de  déterminer  les  transformations 
infinitésimales  d(>s  i;roupes  prolongés  connaissant  les  /■  transfor- 
mations infinitésimales 

>     àf  df  df 

qui  définissent  le  groupe  (I). 

Le  premier  groupe  prolongé  est  défini  par  les  ;-  transformations 
infinitésimales 

où 

d         ô  ,  ù  ,  à 

-r  = ^  y  -, — H  ^ 

ax        Ox       "^     ôy  Oz 

Le  deuxième  groupe  prolongé  est  défini  par  les  /•  transforma- 
tions infinitésimales 

ôj)  Oq 

OÙ 

Xk  d\k  df,k  ^      _  dX^k  d\k  drj, 


et 


dx  dx  dx  '  '^'         dy  dy  dy 

d   _    d  à  d   _    d  â 

dx        dx  ùz  dy        ôy  dz 


M.  Lie  étend  les  considérations  précédentes  aux  dérivées 
d'ordre  supérieur  au  premier  et  aux  groupes  à  n  variables.  On  peut, 
dans  ce  cas,  considérer  un  nombre  quelconque  de  ces  variables 
comme  fonctions  des  autres  et  prolonger  les  transformations  du 
groupe  de  bien  des  manières. 

Cela  posé,  les  invariants  diirérenticls  d'un  groupe  sont  précisé- 
ment les  invariants  de  tous  les  groupes  cpie  l'on  en  déduit  en  pro- 
longeant ses  transformations  de  toutes  les  manières  possibles.  Les 
théorèmes  démontrés  dans  le  Chapitre  XITI  permettent  donc  de 
les  trouver  :  il  suffit  pour  cela  d'intégrer  des  systèmes  complets. 

Supposons,  par  exemple,  que  les  variables  soient  x.,  y^  z  et  que 
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Je  groupe  soit  défini  par  les  /•  transformai  ions  infinitésimales 

Si  l'on  veut  avoir  les  invariants  différentiels  du  deuxième  ordre 
du  groupe,  z  étant  considéré  comme  fonction  de  x  et  de  y,  on 
opère  ainsi.  On  prolonge  le  groupe  proposé  de  manière  que  les 
variables  nouvelles  soient^,  y,  ^, /?,  r/^  r,  s,  t.  Soient 

les  transformations  infinitésimales  ainsi  obtenues.  Les  invariants 
différentiels  cherchés  sont  les  intégrales  du  système  complet 

X^/=  o         (  i  =  I,  '.>»,,  ...,/'). 

On  voit  donc  qu'à  chaque  groupe  (fini  et  continu)  de  trans- 
formations correspond  une  infinité  d'invariants  différentiels. 

De  même,  en  cherchant  les  systèmes  d'équations  invariants  des 
groupes  prolongés,  on  obtient  les  systèmes  d'équations  différen- 
tielles invariants  du  groupe  donné. 

III.  Les  principales  notions  qui  se  présentent  dans  la  théorie 
des  groupes  de  substitutions  se  retrouvent  dans  celle  des  groupes 
de  transformations. 

Etant  donné  un  groupe  Xi/",  .  . .,  X,/,  on  peut  se  proposer  de 
déterminer  ses  sous-groupes.  M.  Lie  traite  ce  problème  au  Cha- 
pitre XII.  La  question  revient  à  celle-ci  :  déterminer  de  la  ma- 
nière la  plus  générale  m  transformations  infinitésimales  du  groupe 


de  façon  que  l'on  ait  des  relations  de  la  forme 

m 

(  Y;x  Yv  )    =  V   iuNlZ^Tzf  (  \^,  V   =   I  ,  2 lU), 


71^  1 


C'est  donc  un  problème  purcMUcnl  algébrique. 

Dans  le  même  Chapitre,  M.   Lie  indicpie  plusieurs  cas   (m\   l'on 
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peut  reconnaître  immédiatement  que  plusieurs  transformations 
infinitésimales  du  groupe  définissent  un  sous-groupe. 

Voici  maintenant  (*)  comment  l'auteur  étend  aux  groupes  de 
transformations  les  notions  de  transitivité  et  de  primilivité  : 

Un  groupe  de  transformations  entre  les  variables  ^,,  ...^x,i 
est  dit  transitif  s'il  existe  dans  l'espace  {x^ ,  . . .,  x,i)  nne  région  à 
n  dimensions  telle  qu'il  j  ait  au  moins  une  transformation  du 
groupe  qui  change  un  point  quelconque  de  cette  région  en  un 
autre  quelcon([ue  de  ses  points.  Au  point  de  vue  analytique,  cela 
revient  à  dire  que  les  équations  du  groupe 

peuvent  être  résolues  par  rapport  à  n  des  paramètres  «,,  .  . .,  cir. 
Un  groupe  ne  peut  donc  être  transitif  que  s'il  contient  au  moins 
autant  de  paramètres  que  de  variables.  Un  groupe  transitif  à 
r  paramètres  et  /'  variables  est  appelé  par  M.  Lie  simplement 
transitif.  11  existe  alors  une  transformation  du  groupe  et  une  seule 
qui  change  un  point  en  un  autre  point  donné. 

Connaissant  les  transformations  infinitésimales  Xij^,  ...,X^y 
d'un  groupe,  on  reconnaît  tju'il  est  transitif  à  ce  que,  parmi  les 
équations  Xjy'=o,  ...;  X^y=  o,  il  y  en  a  n  indépendantes 
(/2  étant  toujours  le  nombre  des  variables).  11  en  résulte  qu'un 
groupe  transitif  n'a  pas  d'invariants,  Au  contraire,  un  groupe  in- 
transitif a  toujours  des  invariants,  et  M.  Lie  montre  comment,  si 
l'on  connaît  les  équations  du  groupe  sous  forme  finie,  on  peut 
obtenir  ces  invariants  par  de  simples  éliminations. 

M.  Lie  donne  ici  une  extension  de  la  notion  d'invariants,  en 
considérant  des  invariants  qui  seraient  fonctions  des  coordonnées 
de  plusieurs  points.  La  suite  des  nombres  des  invariants  relatifs  à 
un  point,  à  deux  points,  etc.,  définit  une  propriété  importante 
d'un  groupe  intransitif. 

L'auteur  montre  ensuite  qu'il  suffit  de  connaître  les  équations 
de  définition  d'un  groupe  pour  savoirs'il  est  transitif  ou  intransitif. 
Un  groupe  transitif  à  n  variables  est  caractérisé  par  ce  fait  qu'il 
contient,     en     chaque    point,    n    transformations    infinitésimales 


(')  Chap.  XIII,  p.  211, 
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d'ordre  zéro,  dont  on  ne  peut  déduire,  par  combinaison  linéaire, 
aucune  transformation  d'ordre  supérieur. 

M.  Lie  dit  qu'un  groupe  est  non-priinUif  s'il  existe  au  moins 
une  décomposition  de  l'espace  en  multiplicités  qui  reste  invariante 
par  toutes  ]es  transformations  du  groupe.  Cela  revient  à  dire  que 
le  groupe  laisse  invariant  au  moins  un  système  complet.  Un  groupe 
qui  n'est  pas  non-primitif  est  dit  primitif.  Il  résulte  de  cette  défi- 
nition que  tout  groupe  intransitif  est  non-primitif  et  que  tout 
groupe  primitif  est  transitif.  H  y  a  donc  deux  espèces  de  groupes 
transitifs  :  ceux  qui  sont  primitifs  et  ceux  qui  sont  non-primitifs. 

Les  sous-groupes  invariants  sont  étudiés  par  M.  Soplius  Lie  au 
Chap.  XV.  L'auteur  introduit  d'abord  une  notion  nouvelle,  celle 
des  faisceaux  de  transformations  infinitésimales  invariants.  Consi- 
dérons q  transformations  infinitésimales  indépendantes 

n 

et  posons,  pour  abréger, 

n 
^kf  =  ^hi{^\^    "',0C'„)  ^  (A-=  1,-2,    ...,^). 

/■- 1 

Si  la  transformation 

x'i  =  Fj(.ri,  . .  .,.r„)         (t  =  r,  2,  . .  .,  n) 

donne  lieu  à  une  identité  de  la  forme 

n  'I 

2  e,,  X  /,  /  =  ^  e  ),  X  '/;.  y; 

fi^-\  A-  =  1 

où  Cj,  ...,e^^sont  des  paramètres  arbilraii'cs,  cl  t'j,  ...,  c^^  sonl 
fonctions  de  Ci,  ...,  e^  seulement,  on  dit  que  le  faisceau  de 
Iransformations  infinitésimales  e,  X, /+ .  . . -h  e^X^/ admet  la 
Iransformation 

a'i  z=  F,-(.r, ,  .  .  . ,  ,r„  )         (/=!,•.>. //  ). 

Dans  ces  conditions,  la  transformai  ion  finie  du  groupe  à  un 
[)aramètre  Se^X/,/ 

7 
^'i  =  'Ti  H-^ c/, X/. j'i  -\-.  .  .         {i  =  u  ■?.,...,  n) 


H«« 
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devient,  en  faisan l  le  cliangemenl  de  variables, 

n 

x'i  z=  x'i  -^2,  ^'k^k^'i  +  •  •  •  (  «  =  I ,  '2,   .  .  .  ,  /l), 

k  =  i 

de  sorte  que  rensemble  des  Iransfonnalions  de  Ions  les  groupes  à 
un  paramètre  S<;?AX/fy  est  aussi  invariant. 

M.  Lie  remarque  que  l'expression  l'^/iX/^ydéfinit complètement 
la  transformation  finie  considérée  ;  on  peut  donc  la  regarder  comme 
le  symbole  de  cette  transformalion,  et  dire  que,  par  le  changement 
de  variables  x'-  =  ¥ i[x^  7  •  •  «5  ^n)i  la  transformation  finie  Sca  X.a/ 
se  change  en  la  transformation  finie  S(?)^X'/./". 

L'auteur  démontre  alors  que  la  condition  pour  que  le  faisceau 
S^A  -^a/  reste  invariant  par  toutes  les  transformations  du  groupe  à 
un  paramètre  \y' est  que  Ton  ait  q  relations  de  la  forme 

n 

où  les  quantités  gi^j  sont  des  constantes. 

M.  Lie  en  conclut  que,  pour  que  l'ensemble  des  transformations 

finies    7  ^aXa/^  reste  invariant  par  chacune   des  transformations 

A-  ^  1 

qu'il  renferme,  il  faut  et  il  suffit  que  les  transformations  infinité- 
simales X,y,  ...,  X/^y soient  liées  deux  à  deux  par  des  relations 
de  la  forme 


(X,x,.)=2c,,,x,y; 


.9=1 


où  les  quantités  c/a^  doivent  être  des  constantes,  c'est-à-dire  que 
cet  ensemble  forme  un  groupe. 

Si  l'on  représente  par  T^^,)  la  transformation  finie  ^Sc^aXa/,  on 
peut  énoncer  ainsi  ce  beau  résultat  :  La  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  </((e  la  transformation  Tj/jT((;,)T(^,^  appartienne 
toujours  à  V  ensenihle  des  transforma  lions  IV,^,  quelles  que 
soient  les  valeurs  des  paramètres  r/,,  . .  ..cir]  lu  . . .,  bn  c^t  que 
cet  ensemble  forme  un  groupe. 

Une  autre  conséquence  du  résultat  précédent  est  la  suivante  : 
|)oiir  que  deux  groupes  à  un  |)aramctre  X /  et  Y/  soient  échan- 
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ge^bles,  c'est-à-dire  pour  que  leurs  transformations  soient  échan- 
geables deux  à  deux,  il  faut  et  il  suffit  que  le  crochet  (XY)  s'annule 
identiquement.  M.  Lie  dit  alors  que  les  deux  transformations  infi- 
nitésimales X/ et  Y/ sont  échangeables. 

Voici  maintenant  la  définition  des  sous-groupes  invariants  :  si 
un  groupe  à  r  paramètres  X, /,  .,.,X;^/  est  contenu  dans  un 
groupe  à  7'  -i-  m  paramètres  X,/,  . . .,  X,/,  Yi  /,  . . .,  Ymf-,  on  dit 
qu'il  en  est  un  sous-groupe  invariant,  s'il  reste  invariant  par  cha- 
cune des  transformations  de  ce  groupe.  Cela  revient  à  dire  que,  si 
S  est  une  transformation  quelconque  du  sous-groupe  et  T  une 
transformation  du  groupe  qui  le  contient,  la  transformation 
T"'ST  appartient  encore  au  sous-groupe  ('). 

La  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est  simplement  que  chacun 
des  crochets  (Y^Xa)  soit  une  combinaison  linéaire  à  coefficients 
constants  de  X,y,  . . .,  X,y. 

Comme  dans  la  théorie  des  substitutions,  un  groupe  es tdit5im/>/e 
s'il  ne  contient  aucun  sous-groupe  invariant;  il  est  composé  dans 
le  cas  contraire. 

M.  Lie  donne,  dans  le  reste  du  Chapitre,  divers  exemples  de 
sous-groupes  invariants.  Il  étudie  ensuite  une  classe  de  groupes 
composés  qui  jouent  un  rôle  important  dans  la  théorie  des  équa- 
tions différentielles  et  aux  dérivées  partielles,  et  donne  un  pro- 
cédé extrêmement  remarquable  pour  reconnaître  ces  groupes. 

C'est  au  Chap.  XVII  que  l'auteur  définit  les  groupes  iso- 
morphes. M.  Lie  fait  dépendre  la  notion  d'isomorphisme  d'une 
autre  notion  importante,  celle  de  la  structure  (^Zusammensetziing) 
d'un  groupe.  Si  un  groupe  est  défini  par  les  /•  transformations 
infinitésimales  X,/,  ...,  X,/,  ces  transformations  sont  liées  deux 
à  deux  par  les  relations 

r 

(X/X/,)=:^CV/.,X./. 
s=.V 

M.  Lie  dit  que  le  système  des  constantes  cihs  définit  la  struc- 
ture du  groupe.  Il  y  a  d'ailleurs  une  infinité  de  systèmes  de  con- 


(')  SuivaiiL  le  mode  de  langage  employé  dans  la  Lliéorie  des  subslilulioiis, 
toutes  les  iransforniations  du  groupe  sont  permutables  à  son  sous-groupe.  (  Voir 
Jordan,  Traité  des  subslitidions,  p.  2^.) 
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stantesqui  correspondent  à  une  même  structure:  ce  sont  tous  ceux 
(|ue  l'on  obtient  en  remplaçant  les  transformations  infinitésimales 
X<y,  ...,  X;-ypar  r  autres  transformations  infinitésimales  indé- 
pendantes quelconques  du  groupe. 

Si  l'on  considère  maintenant  un  second  groupe  à  r  paramètres, 
pour  qu'il  ait  la  même  structure  que  le  premier,  il  faut  et  il  suffit 
que  l'on  puisse  choisir  parmi  ses  transformations  infinitésimales 
/•  transformations  infinitésimales  ^Kf-,  ...,  Y,.y*qui  soient  liées  par 

les  relations 

/• 

(Y/Y/,)=2c,v,.vY,/, 

5  =  1 

OÙ.  les  constantes  cius  sont  les  mêmes  que  pour  le  premier  groupe. 
Deux  groupes  à  r  paramètres  qui  ont  même  structure  sont  dits 
isomorphes,  et  l'isomorphisme  est  holoédrique. 

Plus  généralement,  M.  Lie  dit  qu'un  groupe  à  a-  —  cj  paramètres 
est  isomorphe  avec  le  groupe  X,  /',  .. .,  X,./,  s'il  est  possible  de 
trouver  r  transformations  infinitésimales  de  ce  groupe  Y<y,  ..., 
Y^/,  telles  que  parmi  elles  il  j  en  ait  /•  —  q  indépendantes,  et  que 

l'on  ait  encore  les  relations 

/• 

.S'=l 

et  l'isomorphisme  est  dit  alors  mériédrique. 

Cette  définition  de  l'isomorphisme  ne  semble  pas  l'analogue  do 
la  définition  donnée  par  M.  Jordan  pour  les  groupes  de  substitu- 
tions. Les  deux  définitions  sont  cependant  équivalentes,  comme 
M.  Sophus  Lie  le  montre  dans  un  Chapitre  suivant. 

Les  constantes  ci^s  qui  définissent  la  structure  d'un  groupe 
sont,  comme  on  l'a  vu,  liées  par  les  relations 

r 

v  =  l 

(i,  k,  j,  S  =  1,  1,  ...,  r). 

A  leur  égard,  M.  Lie  énonce  le  beau  théorème  suivant,  dont  la 
démonstration  sera  publiée  dans  la  seconde  partie  de  l'Ouvrage  : 

A   tout   système  de  constantes  cn^s    vérifiant    les   relations 
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précédentes   correspondent  r  transformations  infinitésimales 
X,/,  . . .,  X,./*,  liées  deux  à  deux  par  les  relations 

r 

c^ est-à-dire  formant  un  groupe  de  la  structure  Ciks- 

L'auteur  montre  enfin  que  la  recherche  de  toutes  les  structures 
possibles  de  groupes  à  r  paramètres  est  un  problème  purement 
algébrique,  et  indique  une  marche  à  suivre  pour  résoudre  ce  pro- 
blème dans  chaque  cas  particulier. 

IV.  A  la  théorie  des  groupes  de  transformations  se  rattachent 
plusieurs  théories  intéressantes  que  nous  allons  passer  en  revue. 

C'est  d'abord  celle  du  groupe  adjoint  d'un  groupe  donné  (*). 
Considérons  un  groupe  à  /•  paramètres 

^'i  =  fi{^i^  ..  .,  .r„;  ai,  ..  .,  ar)         (ï  =  i,  2,   .  ..,  n). 

11  résulte  de  considérations  développées  à  la  fin  des  Cliap.  II 
et  IV  que,  si  l'on  fait,  dans  la  transformation  infinitésimale  de  ce 

groupe 

eiXi/-i-...-t-e,.X,./ 

s 

Xi  =  Ji[X,   CL), 

elle  prend  la  forme 

e;x;/+...+  e',x;/, 

où 


le  changement  de  variables 


'^4/ 


^'/J'  =  ^bd{A^  •••'^'^^5i^         (A-  =  i,2, 


'•), 


i  =  l 


et  où  e, ,  .  .  . ,  e'^,  sont  donnés  par  des  relations  de  la  forme 

r 

e'/.  =^p/,y(rti,   . .  .,  ar)Cj         (A-  =  I,  2,   .  .  .,  /•). 
j  =  l 

Ces  équations  définissent  un  groupe  linéaire  et  homogène  par 
rapi^ort  aux  variables  e.  M.  Lie  lui  donne  le  nom  de  groupe  ad- 
jomi  (lu  groupe  proposé,    de  groupe  est  engendré  par  /•  (rans- 

(')  Cl.iip.  \\l.  p.   .7.). 
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formalioiis  infinitésimales  qui  sont 


1  f 


/>■_!.    1     j—    1 


(Hi  les  constantes  ci^s  sont  celles  qui  définissent  la  slructure  du 
groupe  proposé.  On  a  de  plus  les  relations 

V 

(  K/  E/, )  =  ^  c//,,ç E,- /         (  t,  A^  =  1 ,  2,  . . . ,  r  ), 

qui  prouvent  que  le  groupe  donné  et  son  groupe  adjoint  sont  iso- 
morphes. Le  groupe  adjoint  a  r  paramètres  essentiels,  comme  le 
groupe  proposé,  à  moins  que  celui-ci  ne  con tienne  des  transfor- 
mations échangeables  avec  toutes  ses  transformations.  On  arrive 
donc  à  ce  beau  résultat  qu'en  général  il  existe  un  groupe  linéaire 
d'une  structure  donnée,  ou,  autrement  dit,  qu'un  groupe  quel- 
conque est  isomorphe  avec  un  certain  groupe  linéaire  et  homogène, 
et  qu'en  général  l'isomorphisme  est  holoédrique. 

Le  groupe  adjoint  joue  un  rôle  important  dans  les  recherches 
théoriques  sur  les  groupes.  Voici  à  ce  sujet  quelques  indications: 
on  a  vu  comment  l'expression  Se/fX/^y  représente  une  transfor- 
mation finie  du  groupe;  le  groupe  adjoint  donne  donc  la  loi  sui- 
vant laquelle  s'échangent  les  transformations  du  groupe,  quand 
on  j  fait  un  changement  de  variables  défini  par  l'une  des  trans- 
formations du  groupe.  M.  Lie  représente  la  transformation  finie 
qui  a  pour  symbole  Se/fXy^y*par  un  point  de  coordonnées  <?i,  . . ., 
Cr  dans  l'espace  à  r  dimensions.  Les  sous-groupes  à  m  paramètres 
sont  alors  représentés  par  des  multiplicités  linéaires  [Ebcne 
Mcuinigfaltigkeiteji)  à  m  dimensions  passant  par  l'origine  des 
coordonnées.  Le  groupe  adjoint  définit  un  certain  échange  de  ces 
multiplicités.  Etant  données  deux  de  ces  multiplicités,  qui  re- 
présentent deux  sous-groupes  à  m  paramètres,  s'il  existe  une 
transformation  du  groupe  adjoint  qui  change  l'une  de  ces  multi- 
plicités dans  l'autre,  M.  Lie  dit  que  les  deux  sous-groupes  appar- 
tiennent au  même  type.  On  a  ainsi  un  mode  de  classification 
rationnelle  des  sous-groupes  d'un  groupe  donné.  M.  Lie  donne 
d'ailleurs  une  méthode  pour  déterminer  les  divers  types  de  sous- 
groupes  d'un  groupe  donné. 
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La  considération  du  groupe  adjoint  a  enfin  l'avantage  de  per- 
mettre de  déduire  des  propriétés  des  groupes  linéaires  certaines 
propriétés  générales  de  tous  les  groupes.  On  en  verra  plus  loin 
un  bel  exemple. 

Nous  avons  indiqué  plus  haut  la  définition  de  deux  groupes 
semblables.  M.  Lie  donne  au  Chapitre  XIX  le  moyen  de  recon- 
naître si  deux  groupes  donnés  à  r  paramètres  et  contenant  le 
même  nombre  de  variables  sont  semblables. 

Une  étude  préliminaire  montre  que  le  problème  revient  au 
suivant  : 

Quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
qu'on  puisse,  par  un  changement  de  variables,  transformer 
r  transformations  infinitésimales  indépendantes  du  premier 
groupe  en  r  transformations  infinitésimales  du  second? 

Une  première  condition  nécessaire  est  que  les  deux  groupes 
aient  la  même  structure.  Cette  condition  est  suffisante  toutes  les 
fois  qu'il  n'existe  aucune  relation  linéaire  entre  r  transformations 
infinitésimales  indépendantes  de  chacun  de  ces  groupes:  tel  est  le 
cas  de  deux  groupes  simplement  transitifs.  S'il  n'en  est  pas  ainsi, 
les  conditions  cherchées  peuvent  s'énoncer  de  la  manière  sui- 
vante : 

Soient  X<y*,  ...,  X/.y  /*  transformations  infinitésimales  indé- 
pendantes du  premier  groupe;  on  doit  pouvoir  choisir,  parmi  les 
transformations  infinitésimales  du  second,  /'  transformations  infi- 
nitésimales indépendantes  Y,/",  .  .  . ,  Y,-/",  telles  que  : 

i"   Si  on  a  les  relations 

(  X,-X/,)  =  \  c/A-^X.^/         (  i,  A-  =  I ,  •>.,  .- . . ,  r), 

•'■'  —  ' 
on  ait  aussi 

1- 

(  Y,-  Y/,  )  =  ^  c//,,  V,/         (  i ,  A-  =  I ,  •.). ,  . . . ,  /•  )  ; 


2"   Si  X.)  y,  .  .  .,  X,„ /*  ne  sont  liés  par  aucune  relation  linéaire, 
X,,/^,  /',  ...,  X,/  s'exprimant  linéairement  au  niosen  de  \(./,  — 
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X,;,  /'  par  les  relations 

/n 

Y  if,  .  .  . ,  Y,/,  y  ne  soient  liées  par  aucune  relation  linéaire,  et 
que  Yf,i+if,  .  .  .,  Yrf  s'expriment  au  moyen  de  Yi/,  .  .  .,  Y,„/ 
par  des  relations 


Y;„^/,/  =  ^  J>/.'v(7,  . . . ,  7/0 Yv/       (A-  =  I,  2,  . . . ,  r 


/?? 


V=:l 


et  que  les  équations 

/  /v  =  1 ,  2 ,  . . . ,  /•  —  m 


/?l 


soient  compatibles  et  n'établissent  aucune  relation  ni  entre  les 
variables  ^i,  .  .  . ,  x,i  seules,  ni  entre  7< ,  .  .  . ,  y„  seuls. 

L'auteur  donne  d'ailleurs,  dans  le  cas  où  ces  conditions  sont 
remplies,  les  changements  de  variables  les  plus  généraux  qui  per- 
mettent de  passer  de  l'un  des  groupes  à  l'autre. 

Dans  le  Chapitre  XX,  M.  Lie  traite  le  problème  suivant  : 

Étant  donné  un  groupe^  trouver  toutes  les  transformations 
infinitésimales  échangeables  avec  chacune  des  transformations 
infinitésimales  de  ce  groupe. 

La  solution  dépend  de  l'intégration  d'un  système  complet.  Le 
résultat  prend  une  forme  tout  à  fait  remarquable  quand  le  groupe 
donné  est  un  groupe  simplement  transitif.  Les  transformations 
infinitésimales  cherchées  sont  alors  toutes  les  transformations 
infinitésimales  d'un  second  groupe  simplement  transitif  ayant  le 
même  nombre  de  paramètres  que  le  premier.  La  relation  qui  lie 
le  premier  groupe  au  second  est  réciproque,  car  le  premier  se 
compose  aussi  de  toutes  les  transformations  infinitésimales  qui 
sont  échangeables  avec  toutes  celles  du  second.  Aussi  M.  Lie 
appelle-t-il  ces  deux  groupes  deux  groupes  simplement  tran- 
sitifs réciproques.  Ces  deux  groupes  sont  isomorphes. 

Connaissant  le  groupe  réciproque  d'un  groupe  simplement 
transitif  donné,  on  peut  obtenir  tous  les  systèmes  complets  qui 
admettent  ce  groupe  :  il  suffit  d'égaler  successivement  à  zéro  les 
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transformations  infinitésimales  qui  définissent  chacun  des  sous- 
^roupcs  du  groupe  réciproque. 

M.  Lie  montre  encore,  par  des  considérations  géométriques 
très  curieuses,  comment,  connaissant  les  équations  finies  d'un 
groupe  simplement  transitif,  on  peut  obtenir  sans  intégration  les 
équations  finies  du  groupe  réciproque. 

La  théorie  des  groupes  réciproques  joue  un  rôle  remarquable 
dans  la  belle  théorie  donnée  par  M.  Lie  de  l'intégration  des  svs- 
tèmes  complets  qui  admettent  des  transformations  infinitésimales 
connues. 

Le  Chapitre  suivant  (')  contient  les  propriétés  du  groupe  des 
paramètres  d'un  groupe  donné.  Si  les  équations 

^'i=fi{^\,  ...,  Xn\  au  .  .  .,  a,.)         {1=1,  9-,  ....  n) 

définissent  un  groupe,  il  existe  r  fonctions 

Ok(ai,  ..  .,  a,.;  l>u  '•  -,  f^r)         (k  =  i,  1,  . .  .,  r), 

qui  donnent  lieu  aux  identités 

//(.r'i,  .  .  .,.r;,  ;  ù^  .  .  .,  b,.)  =  fi[xi,  .  .  .,x„;  ?i(«,  b),  ..  .,cp,.(<7,  ù)\ 

(i  =  I,  2,   .  .  .,  n). 

M.  i^ic  remarque  que  les  /'  équations 

«/,  =  'f  a(«i,  . . . ,  «/•;  bu  . . . ,  ô,.)        (  A-  =  I,  ■>.,  . . . ,  r) 

définissent  elles-mêmes  un  groupe  de  transformations  des  variables 
a^,  ...,  ar',  c'est  ce  groupe  que  M.  Lie  appelle  le  groupe  des 
paramètres  du  groupe  proposé.  Ce  groupe  est  simplement  tran- 
sitif; ses  transformations  infinitésimales  sont  faciles  à  obtenir; 
enfin  le  groupe  donné  et  son  groupe  des  paramètres  sont  iso- 
morphes, et  l'isomorphisme  est  holoédrique. 

M.  Lie  montre  ensuite  que,  si  deux  groupes  sont  isomorphes 
(l'isomorphisme  étant  holoédrique),  on  peut  toujours  faire  dans 
l'un  d'eux  un  changement  de  paramètres,  tel  que  les  deux  groupes 
aient  le  même  groupe  de  paramètres;  et  réciproquement,  quand 
deux,  groupes  ont  le  même  groupe  de  païamètrcs,  ils  on!  même 
structure.  Or,  quand  deux  groupes  ont  le  même  grou|)e  de  para- 
mètres, les  transformations  des  deux  groupes  (|ul  correspondent 

(•)  Cliap.  X\I,  p.  /,().. 
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aux  mêmes  valeurs  des  paramètres  se  correspondeiil  de  telle  sorte 
qu'au  produit  de  deux  transformations  de  l'un  des  groupes  corres- 
pond dans  l'autre  le  produit  des  deux  transformations  correspon- 
dantes. De  là  résulte  l'équivalence  entre  la  définition  de  l'isomor- 
phisme  holoédrique  donnée  par  M.  Jordan  et  la  définition  adoptée 
par  M.  Soplius  Lie.  M.  Lie  montre  d'ailleurs  que  l'équivalence 
des  deux  définitions  a  lieu  aussi  pour  l'isomorphisme  mériédrique. 

Signalons  encore  une  notion  nouvelle  introduite  par  M.  Lie('). 
M.  Lie  dit  qu'un  groupe  est  systatique  quand  toutes  les  transfor- 
mations de  ce  groupe  qui  laissent  invariant  un  point  arbitrairement 
choisi  laissent  invariants  tous  les  points  d'une  multiplicité  conte- 
nant ce  point.  Les  groupes  qui  ne  sont  pas  systatiques  sont  dits 
asystatiques.  Il  résulte  de  cette  définition  que  tout  groupe  systa- 
tique est  non-primitif. 

M.  Lie  donne  le  moyen  de  reconnaître  si  un  groupe  est  systa- 
tique, quand  on  connaît  les  transformations  infinitésimales  de  ce 
groupe,  ou  même  quand  on  n'en  connaît  que  les  équations  de 
définition. 

Les  groupes  asystatiques  offrent  plusieurs  particularités  remar- 
quables. Ainsi,  quand  on  connaît  les  transformations  infinitési- 
males d'un  groupe  asystatique,  on  peut  toujours  obtenir,  sous 
forme  finie,  les  équations  du  groupe;  on  peut  aussi  avoir,  sous 
forme  finie,  les  équations  du  groupe  le  plus  général  dans  lequel  le 
groupe  asystatique  donné  est  invariant. 

V^.  Deux  Chapitres  (-)  sont  consacrés  aux  propriétés  générales 
des  groupes  projectifs  et  linéaires.  Le  groupe  projectif  général  à 
n  variables  a  pour  équations 

x\,  =  -^^^—^ ■ ^ (/>  =  1,2,  . .  .,  n). 

<^*l,/i+l  ^1  +  .  •  .  -T-  (l/i^n-hl  ^ Il  "+"  ^^n  +  \,ii+\ 

W  a  /i(/î  H- ?. )  transformations  infinitésimales  indépendantes 
qui  sont 

n 


y  =  i 


(')  Chap.  WIV,  p.  497. 

(  =  )  Chap.  WVl,  p.  554,  et  Chap.  XXVII,  p.  .J78. 
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C'est  donc  un  groupe  transitif.  Ses  sous-groupes  Jcs  [)lus  impor- 
tants sont  :  le  groupe  linéaire  général 

qui  est  défini  par  les  ii[ii  +  i)  transi'orniations  infinitésimales 

^,      au^^  (,,  /.  =  r...  ...,,0; 

le  groupe  linéaire  spécial,  (pu  conlient  toutes  les  transformations 
du  précédent  pour  lesquelles  le  déterminant  ^liiai^,,  •  •  -j  ^«,« 
est  égal  à  un;  ses  transformations  infinitésimales  peuvent  s'écrire 

^/  4/  4/  ^/         /  •    ■  / 

(JXi  âx/,-  axi  ox/^- 

le  groupe  linéaire  homogène  général 

dont  les  transformations  infinitésimales  sont 

x,^        (., /.  =  ...,  ...,/o; 

et  le  groupe  linéaire  homogène  spécial  qui  contient  toutes  les 
transformations  du  précédent  pour  lesquelles  le  délerminanl 
i]iiz«,  ,,  •  •  •  •)  <^«,//  est  égal  à  un  ;  il  a  pour  transformai  ions  infini- 
lésiniides 

Xi  ~  —  ri,  --^  {i^  k  =  \,  •>. II). 

ÔXi  ÔX/, 

(^e  dernier  possède  cette  j)r()priété  i'ondamentalc  d'èlre  iso- 
morphe avec  le  groupe  projectif  général  à  /?  —  i  variables,  et 
risomorphisme  est  holoédrique. 

M.  Lie  démontre  (pie  le  groupe  projeclif  généial  es!  un  groupe 
simple;  au  conlraire,  le  groupe  Iméaiic  hom()g(''ne  général  con- 
lienl  deux  sous-groupes  invariants  cpii  sonl  le  groupe  liiK'aii'e 
homogène  spécial  et  le  group(^  à  un  paranu^'lre 

àf  0/ 

Ox^  i)x„ 

iMiliii  le  gi'oiipe  liiK'aire  g(Mi(''i;»l  coiilieiil  li()i>  S()iis-gi'()ii|)e^  iii- 
\ai"ianls. 
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l/auLcuf  élablil  ensuilc  que  le  groupe  projeclil  général  à  n  va- 
riables ne  contienl  aueiin  scuis-gronpe  ayant  plus  de  //(/i  +  i) 
[)araniètres  ;  il  conlienl  d'ailleurs  une  infinité  de  sous-groupes  à 
//(//H-i)  paranièires  :  eeux-ei  se  eonij)osenl  soil  de  loules  les 
Iransformations  qui  laissenl  un  poini  invariant,  soit  de  loutes 
celles  (jui  laissent  invariante  une  multiplicité  linéaire  à  ii  —  i  di- 
n)ensions.  M.  Lie  en  conclut  (pie  le  groupe  projectif  général  est 
primitif  et  asystatique.    . 

Le  groupe  linéaire  général  possède  cette  [)ropriété  remarquable 
cpie  toutes  ses  transformations  laissent  invariante  la  multiplicité 
linéaire  (à  n  —  i  dimensions)  de  l'infini.  M.  Lie  en  déduit  un 
moyen  de  classer  ses  sous-groupes  d'après  la  loi  suivant  laquelle 
leurs  transformations  échangent  les  points  de  cette  multiplicité. 
Los  seuls  sous-groupes  pour  lesquels  cette  loi  soit  donnée  par  un 
groupe  à  n-  —  i  paramètres  sont  le  groupe  linéaire  spécial,  et 
tous  les  sous-groupes  qui  appartiennent  au  même  type  que  le 
groupe  linéaire  homogène  général,  ou  que  le  groupe  linéaire  ho- 
mogène spécial. 

M.  Lie  montre  enlin  comment  la  détermination  de  tous  les 
groupes  linéaires  homogènes  à  n  variables  peut  s'effectuer,  aus- 
sitôt que  Ton  connaît  tous  les  groupes  projectifs  à  /i  —  i  variables. 

Dans  le  Chapitre  suivant,  l'auteur  étudie  les  groupes  linéaires 
homogènes,  en  se  plaçant  à  un  point  de  vue  nouveau.  11  considère 
.r,,  ...^x,i  comme  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  de 
l'espace  à  ii  —  i  dimensions  :  alors  à  chaque  transformation 
linéaire  homogène  entre  les  variahles  j;,,  .  .  . ,  x,i  correspond  une 

transformation  proiective  entre  les  variables  —■>   •  •  •  ^  -^ —  • 

M.  Lie  démontre  d'aboi'd  que  toute  transformation  infinitési- 
male linéaire  homogène  laisse  invariants  une  série  de  points  et 
une  série  de  multiplicités  linéaires  à  n  —  2  dimensions.  D'où  cette 
conséquence  que  toute  transformation  infinitésimale  linéaire  ho- 
mogène peut  se  mettre  sous  la  forme  canonique 


1.1 '^1 


ce  que  M.  Lie  interprète  de  la  manière  suivante  : 

Toute    transformation    infinitésimale    projectivc   de    l'espace    à 
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n — I  dimensions  laisse  invariants  au  moins  un  point,  au  moins 
une  droite  passant  par  ce  point,  au  moins  une  multiplicité  linéaire 
à  deux  dimensions  passant  par  cette  droite,  et  ainsi  de  suite. 

L'auteur  étudie  ensuite  une  classe  particulière  de  groupes 
linéaires  homogènes,  ceux  dont  les  transformations  infinitésimales 
sont  liées  par  des  relations  de  la  forme  suivante 

s  =  1 

(^es  groupes  laissent  invariants  au  moins  un  poinl,  au  moins  une 
droite  passant  par  ce  point,  et  ainsi  de  suite. 

Ces  recherches  ont  une  grande  importance,  parce  qu'elles  con- 
duisent, par  l'intermédiaire  du  groupe  adjoint,  à  des  propriétés 
générales  des  groupes  de  transformations.  C'est  ainsi  que  M.  So- 
phus  Lie  arrive  à  ce  beau  résultat  que  tout  sous-groupe  à  y\n 
paramètre  d'un  groupe  donné  est  contenu  dans  au  moins  un 
sous-groupe  à  deux  paramètres;  et  que  tout  sous-groupe  à  deux 
paramètres  est  contenu  dans  au  moins  un  sous-groupe  à  trois 
paramètres;  tandis  (ju'un  sous-groupe  à  trois  paramètres  peut 
n'être  contenu  dans  aucun  sous-groupe  à  quatre  paramètres. 
M.  Lie  donne  encore  d'autres  applications  des  résultats  précédents, 
en  étudiant  certains  groupes  d'une  structure  particulière. 

Nous  indiquerons,  en  terminant,  les  résultais  et  les  principes 
généraux  donnés  par  M.  Sophus  Lie  sur  la  détermination  générale 
des  groupes. 

Au  Chapitre  XX.11,  l'auteur  s'occupe  du  problème  suivant  : 

Connaissant  un  gioupe  à  r  paranièlies,  tromei'  loiis  /es 
gi-oupes  à  r  paramètres  qui  ont  la  même  stï'ucture. 

[VL  Lie  considère  d'abord  les  groupes  transitifs  (;l  montre  (pTon 
p(îut  les  obtenir  tous,  rien  cpie  par  l'intégration  d'écjuations  (lillV- 
rentielles  ordinaires.  La  méthode  donnée  par  l'auteur  est  fondée 
sur  les  proprl('l(''s  du  grou|)e  des  paramètres  (Tun  groupe  donni", 
ainsi  que  sur  eelhîs  des  groupes  siin|)lement  transitifs  rc'eiprocpu^s. 

(pliant  aux  grou|)es  intransil  ifs,  on  les  obtient  tous  sans  nou- 
velles inl('i;i  al  ions  aiisslln!  (pie  Ton  eoniiail  le>  i;ronpe>  tr<insilil> 
A    !,:>.,    ...,/■  parainèt  r(\^. 

Dans  \v  Chap.  \\\  III.  I  aiilenr  iihoiih-  le  pioblènK^  |>1m>^  dii- 
li<"ile  de   la  di'>ter!n mal  ion  Ac  h>ii^  le>-  L;r()iip(^>  de    I  |•all>^ln^^lal  lon^ 
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à  II  variables.  iM.  Lie  donne  une  niélliocie  pour  déeoniposer  le 
problème  en  problèmes  plus  simples  :  elle  est  surtout  avantageuse 
dans  la  recherche  des  groupes  primitifs,  et  repose  sur  le  théorème 
suivant  : 

Lj n  i^i'oupc  à  l' pai'ainèties  fail  coiicspondre  à  cli(ujae  point 
de  V espace  un  groupe  linéaire  homogène  qui  donne  la  loi  sui- 
vant laquelle  les  éléments  linéaires  qui  passent  par  ce  point 
sont  échangés  j)ar  toutes  les  transformations  du  groupe  qui 
laissent  le  point  immobile.  Si  le  groupe  donné  est  transitifs 
tous  les  groupes  linéaires  qui  coriespondent  aux  différems 
points  cfp>partiennent  à  un  même  Ivpe,  c^est-à-diie  qu^on  peut 
transformer  chacun  de  ces  g/oupcs  en  chaque  autre  par  une 
transformation  linéaire  homogène. 

On  est  donc  conduit  à  ranger  dans  une  même  classe  tous  les 
groupes  transitifs  à  n  variables  auxquels  correspondent,  d'après  le 
mode  précédent,  des  groupes  linéaires  homogènes  appartenant 
au  même  type.  On  devra  chercher  d'abord  tous  les  tjpes  de 
groupes  linéaires  homogènes  à  n  variables;  ou  prendra  ensuite 
successivement  chacun  de  ces  types,  et  Ton  déterminera  les  groupes 
appartenant  à  la  classe  correspondante.  M.  Lie  indicpie  une 
marche  à  suivre  dans  cette  recherche;  elle  est  fondée  sur  la  consi- 
dération des  transformations  infinitésiuiales  des  divers  ordres.  On 
a  à  résoudre  successivement  trois  problèmes,  dont  deux  n'exigent 
que  des  opérations  algébriques,  ou  Fintégration  d'équations  difïe- 
rentielles  ordinaires. 

Enfin,  dans  le  dernier  Chapitre,  M.  Lie  aj)plique  sa  mé'hode  à 
deux  cas  particuliers  importants,  et  arrive  à  ce  théorème  remar- 
quable : 

Si  un  groupe  transitif  à  n  variables  est  tel,  que  toutes  ses 
transformations  cjui  laissent  un  point  quelconcjue  invariant 
t ransfornient  les  éléments  linéaires  qui  pjassent  par  ce  point 
suivant  le  groupe  linéaire  homogène  général  ou  le  groupe 
linéaire  homogène  spécial,  ce  groupe  est  semblable  au  groupe 
projectif  général,  ou  au  groupe  linéaire  général,  ou  au  groupe 
linéaire  spécial. 

E .  \  E  s  s  I  (  )  T ,    \  V .   n  li  T  A  JN  ]N  E  JN  B I  ;  i;  ( . . 
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TISSERAND  (F.). —  Traité  de  Mécaniqh-:  giîlestk,   t.   I.    Iii-4":    \-\7\  p. 

Gaulliier-Villars  ot  Fils.   1889. 

L'Immortel  Ouvrage  de  Laplace  estresté  pendant  90  ans  le  seul 
Livre  où  les  astronomes  pussent  s'iniller  auK  méthodes  de  la  Mé- 
canique céleste.  (Cependant  la  Science  s'est  développée  dans  cette 
période,  pendant  laquelle  les  nombreux  travaux  de  Gauss,  Han- 
sen,  Bessel,  Poisson,  fLimillon,  Jacobi,  Gauchy,  Le  Verrier,  New- 
comb,  Tisseranfl,  Linstedt  et  tant  d'autres,  ont  résolu  une  foule 
de  points  de  détail  et  ouvert  de  nouveaux  horizons.  D'autre  part, 
Laplace  ne  mentionne  qu'en  passant  la  méthode  de  la  variation 
des  constantes  arbitraires,  dont  il  ne  s'est  |)as  servi.  Or,  si  cette 
méthode  paraît,  aujourd'hui,  moins  brève  que  d'autres  pour  le 
calcul  des  perturbations  des  astéroïdes,  si  elle  ne  s'est  pas  trouvée 
particulièrement  avantageuse  pour  les  théories  des  satellites,  il  est 
impossible  d'oublier  d'une  part  la  simplicité  et  l'élégance  de  son 
exposition;  d'autre  part,  le  succès  avec  lequel  elle  a  été  appliquée 
par  Le  Verrier  à  la  théorie  des  planètes  principales.  Une  méthode 
qui  a  se;^vi  à  édifier  pour  un  grand  nombre  de  siècles  la  théorie  du 
système  solaire  ne  doit-elle  pas  être  la  base  d'un  Ouvrage  didac- 
tique consacré  à  la  théorie  des  astres? 

M.  F.  Tisserand  l'a  pensé;  et,  après  vingt  années  d'études  et  de 
recherches,  après  plusieurs  années  (renseignement  pendant  les- 
(juelles  il  a  eu  occasion  d'exposer  à  son  auditoire  de  la  Sorbonne 
les  diverses  théories,  et  a  pu  apprécier,  nettement  et  en  détail,  la 
nature  des  difficultés,  des  obscurités  qu'offre  chacune  d'elles,  il 
présente  au  monde  savant,  aux  astronomes  et  aux  mathématiciens 
les  plus  exercés  comme  aux  étudiants  eux-mêmes  un  premier  \  o- 
lume  qu'il  suffit  d'ouvrir  pour  apprécier  l'étendue  de  la  lacune 
que  l'auteur  a  entrepris  de  combler. 

Des  vingt-neuf  (chapitres  (pii  c()m|)<)senl  ce  Volume,  d  en  c>l  au 
i  moins  (piiuze  ([ui  n'ont  [)as  leurs  analogues  dans  lOuvrage  de 
!  Laplace  et  dont  la  conuaissaiu^'  est,  ce[)endanl,  indispensable  à 
quiconque  veut  s'adonner  à  des  recherches  ihéoricpies,  faire  des 
ap[)Iications  num(''ri(pies  à 'Tun  des  nombreux  problème^  (pi'olli'e 
J){i//.  (les  Sciences  //i(t//ie/n .,  :>:'  série,  l.  Mil.  «..Iiiillcl  i8Sç).)  i3 
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encore  le  Système  ilu  monde,  ou  senlemenL  avoir  (|uelqne  con- 
naissance de  TétaL  aehiel  de  la  iMécani(jue  céleste.  De  pins,  il  est 
manifeste  c[ne  les  Tomes  II  et  III  seront  |)lns  riches  encore  de  fails 
nouveaux,  les  théories  mathématiques  dont  r^aplace  a  jeté  les 
bases  à  l'occasion  de  l'étude  de  la  figure  et  des  mouvements  de 
rotation  des  corps  célestes  ajant  reçu  dejiuis  de  nombreux  déve- 
loppements, et  les  diverses  méthodes  applicpiées  à  la  reclierche 
des  orbites  de  la  Lune,  des  comètes  et  des  petites  planètes  étant 
toutes  d'invention  récente. 

La  publication  d'un  grandTraité  de  Mécanique  céleste  était  donc 
urgente.  La  génération  actuelle  et  celle  qui  l'ont  précédée  ont  dû 
étudier  cette  science,  soit  dans  l'Ouvrage  de  Laplace,  d'une  lecture 
trop  difficile,  et  qui  n'en  présentait  plus  un  Tableau  suffisamment 
complet,  soit  dans  des  Mémoires,  disséminés  partout,  et  dont 
le  lien  n'apparaissait  qu'après  de  longs  efforts,  soit  dans  les 
théories  mêmes  des  planètes  et  des  satellites,  où  la  marche 
analytique  est  trop  souvent  obscurcie  par  la  longueur  des  calculs 
numériques.  Combien  de  fois  n'avons-nous  pas  entendu  M.  Tis- 
serand lui-même  exprimer  le  regret  que  notre  illustre  maître 
M.  Puiseux  n'ait  pas  entrepris  d'écrire  un  nouveau  Traité.  Plus 
heureuse  que  les  précédentes,  la  génération  nouvelle  aura  entre 
les  mains  un  magnifique  Ouvrage,  écrit  de  la  façon  la  plus  simple 
et  la  plus  claire.  De  pareils  Livres  ne  peuvent  apparaître  qu'à  de 
longs  intervalles;  mais  ils  équivalent  toujours  à  un  important  pro- 
grès scientifique,  en  élevant  au  rang  de  connaissances  élémen- 
taires, abordables  à  tous,  des  résultats  scientifiques  auparavant 
mal  connus  d'un  trop  grand  nombre  de  travailleurs. 

Les  lecteurs  du  Bulletin  nous  sauront  gré  de  leur  donner,  de 
la  façon  la  plus  brève  qu'il  nous  sera  possible  de  le  faire,  l'indica- 
tion du  contenu  de  ce  premier  Volume. 

Dans  une  Introduction  qui  est  un  modèle  de  clarté,  l'auteur,  en 
vingt-trois  pages,  partant  du  principe  de  d'AIembert,  démontre 
celui  d'Hamilton,  en  déduit  les  équations  de  Lagrange,  les  équa- 
tions et  le  théorème  d'Hamilton,  le  théorème  réciproque  et  les 
relations  de  Jacobi.  11  est  indispensable  que  les  principes  les  plus 
généraux  et  les  plus  féconds  passent  dans  l'enseignement  élémen- 
taire-, M.  Tisserand,  en  fondant  son  Ouvrage  sur  les  méthodes 
d  Hamilton  et  de  Jacobi,  a  donné  un  exemple  qui  devra  être  suivi. 
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Le  Chapitre  I  ('.iG  pages)  est  consacié  à  la  loi  de  Newton.  Après 
avoir  déduit,  comme  à  l'ordinaire,  la  loi  de  JVewton  des  lois  de 
Kepler  et  inversement,  et  s'être  élevé  à  la  loi  de  gravitation  uni- 
verselle par  la  considération  des  comètes,  des  svstèmes  secon- 
daires, et  par  la  comparaison  du  mouvement  de  la  Lune  à  la  pesan- 
teur à  la  surface  de  la  Terre,  l'auteur  recherche,  par  la  méthode 
de  M.  Halphen,  la  force  qui  ferait  décrire  une  ellipse  au  satellite 
de  l'étoile  principale  d'une  étoile  double,  en  supposant  cette  force 
indépendante  de  la  vitesse,  fl  examine,  d'après  M.  Bertrand, 
quelle  force  d'attraction,  fonction  seulement  de  la  distance,  peut 
faire  décrire  à  une  planète  autour  du  Soleil  une  courbe  fermée 
quelles  que  soient  les  conditions  initiales.  Enfin  il  démontre,  d'a- 
près Newton,  que  si  l'exposant  de  la  loi  d'attraction  différait  de 
deux,  même  très  peu,  le  périhélie  aurait  à  chaque  révolution  un 
mouvement  incompatible  avec  les  observations. 

Dans  le  Chapitre  H  (i3  pages),  relatif  à  l'attraction  d'un  corps 
sur  un  point  éloigné,  on  trouve  l'équation  de  Laplace,  le  potentiel 
d'une  couche  sphérique  homogène,  la  réduction  au  centre  de  gra- 
vité de  l'attraction  d'un  corps  sur  un  point  éloigné,  et  la  décom- 
position du  système  solaire  en  systèmes  partiels  formés  l'un  du 
Soleil  et  chacun  des  autres  de  l'ensembled'une  planète  et  de  ses  sa- 
tellites, le  problème  des  mouvements  étant  ramené  à  la  recherche 
du  mouvement  des  centres  de  gravité  de  ces  systèmes  et  des  mou- 
vements relatifs  dans  chacun  d'eux. 

I^es  Chapitres  111  (i3  pages),  IV  (lo  pages),  V  (()  pages)  ren- 
ferment les  équations  dilférentielles  des  mouvements  des  centres 
de  gravité,  et  l(.*s  intégrales  connues,  ainsi  ([u'une  formule  inté- 
ressante due  à  Jacol)i,  M.  Tisserand  donne  successivement  les 
équations  des  mouvements  absolus  et  celles  des  mouvements  par 
l'apport  au  Soleil  en  coordonnées  rectangulaires,  la  fornu^  svmé- 
lri([ue  (h;  ces  (Mpiations  à  laquelle  on  parvient  par  une  certaine 
substitution  orthogonale,  la  trunsfornuition  des  équations  en  coor- 
donnc'cs  polaires,  celle  que  l'on  obtient  vn  prenant  pour  incon- 
nues la  tangente  de  la  latitude  et  l'inverse  de  la  projection  du 
rayon  vecteur  sur  le  j)Ian  des  ./')',  enfin  les  é(piations  d'Airs . 

Envisageant  d'aborti  le  |)rol)lème  de  deux  corps,  M.  Tisserand 
en  flonne  la  solution  complète,  d'abord  par  la  UK'thode  ordinaire 
(Chap.   \  L  3o  p.),  (Ml  insistant  sur  les  intégrales  de  Laplace,  puis 
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parla  inélliudc  de  Jacobi  (^Cliap.  \'1I,  5  p.).  Il  a  éliidié  successi- 
vement les  orbites  elliptiques,  paral)oli(pies.  Iivperbolicjues,  dé- 
montré, pour  le  secoud  cas,  le  llicoiènic  (ri^dcr  et  déterminé  les 
éléments  dune  orbite  eliipti([ue  ou  parabolique  en  supposant 
connues  la  position  et  la  vitesse  de  Taslre  à  une  date  donnée;  il 
démontre  que  l'iiodoi^raphe  d'IIaniillon  (\st  un  cercle. 

Le  Cliapitre  YIll  (21  paires)  est  tiré  de  l'admirable  Mémoiie  de 
Lagrange  sur  le  problème  des  trois  corps.  M.  Tisserand  insiste  sur 
le  cas  où  les  distances  mutuelles  conservent  des  rapports  constants, 
cas  dans  lequel  l'intégration  peut  être  laite  complètement;  sur 
le  problème  relatif  aux  distances  et  au\  vitesses  qu'auraient  dû 
avoir  le  Soleil,  la  Terre  et  la  Lune  su[)posées  placées  primitive- 
ment en  ligne  droite  pour  que  cette  condition  fût  toujours  remplie. 
Laplace  a  montré  que  le  problème  a  une  solution;  mais  Liou- 
ville  a  fait  voir  que  les  pertubations  auraient  rendu  cette  disposi- 
tion instable.  En  raison  de  l'importance  du  sujet,  M.  Tisserand 
cite  à  la  fin  du  Chapitre  les  priucipaux  Mémoires  qui  lui  ont  été 
consacrés. 

Les  Chapitres  IX  (i4  pages)  et  X  (16  pages)  renferment  l'ex- 
posé, d'après  la  méthode  de  Jacobi  et  d'après  celle  de  Lagrange, 
de  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires.  On  y 
trouve  la  définition  des  éléments  osculateurs  et  des  perturbations 
des  éléments  et  des  coordonnées. 

Le  Chapitre  XI  (17  pages)  est  consacré  à  la  définition  de  per- 
turbations des  divers  ordres,  des  inégalités  périodiques,  des  iné- 
galités séculaires,  des  inégalités  à  longue  période,  à  la  modifica- 
tion introduite  par  Poisson  dans  la  théorie  de  la  Lune  au  procédé 
ordinairement  suivi  pour  le  calcul  des  perturbations  des  divers 
ordres,  modifications  que  l'on  applique  ordinairement  même  à  la 
théorie  des  planètes,  et  dans  lacpiclle  on  tient  compte,  dès  la 
première  approximation,  de  certains  termes  du  second  ordre. 

Les  Chapitres  suivants  servent  de  préparation  au  développement 
de  la  fonction  perturbatrice.  Le  Chapitre  XII  (9  pages)  contient 
une  théorie  rapide  des  fonctions  J,^  de  Bessel.  Dans  le  Chapitre  XIll 
(i3  pages),  ces  fonctions  servent  à  obtenir  certains  développe- 
ments en  séries  utiles  dans  le  mouvement  elliptique.  Le  Cha- 
pitre XIV (21  pages)  donne  des  développements  de  même  sorte  par 
la  méthode  indiquée  par  Cauchv  pour  passer  du  développement 
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(rigononiétricjiie  d'une  fonction  (inie  et  continue  de  Tanomalie 
excentrique,  ayant  pour  période  2-,  an  développement  de  la 
même  fonction  en  sinus  ou  cosinus  de  l'anomalie  moyenne;  on  y 
trouve  la  définition  et  le  calcul  des  nombres  de  Gauchy.  A  la  fin 
du  Cliapilre,  M.  Tisserand,  après  avoir  démontré  une  formule 
svmliolique  publiée  antérieurement  par  lui  pour  le  développement 
d'une  fonction  finie  et  bien  déterminée  du  rayon  vecteur,  indique 
certains  dévelop])ements  donnés  par  Le  Verrier  dans  le  Tome  I 
des  Annales  de  V Observatoire  de  Paris,  Le  Cbapitre  XV 
(i3  pages)  est  un  résumé  du  Mémoire  de  Hansen  sur  le  dévelop- 
pement des  fonctions  (- j  sin///<v,  (-j  cos/>nv,  du  rayon  vec- 
teur et  de  l'anomalie  vraie.  Dans  le  Cbapitre  XVI  se  trouve  l'é- 
tude, d'après  la  méthode  de  M.  Rouché,  de  la  limite  de  conver- 
gence du  développement  de  l'anomalie  excentrique,  un  résumé  de 
la  démonstration  de  Laplace  et  des  indications  sur  des  expressions 
asymptotiques  des  coefficients  données  pai*  Laplace,  Carlini, 
Jacobi,  Callandreau,  etc. 

Le  Chapitre  XVII  (2:^  pages)  se  rapporte  au  développement  de 
(rt-+a'- — 2<:/rt'cos'|/)~^  en  une  série  trigonométrique.  On  ra- 
mène  le   développement  à  celui  de  (i  -1- a-  —  aacos'!*)"^  sous  la 

-(-  ce 

forme  -  ^^^"cos/'i>.  Après  avoir  établi  1  expression  générale  de 

—  00 
[i'/^  en  série  et  sous  forme  d'intégrale  définie,  l'auteur  donne  les 
relations  récurrentes  qui  existent  entre  des  fonctions  ^3^"  conti- 
guës,  la  représentation  de  ces  fonctions  au  moyen  de  séries  hyper- 
géométriques,  un  procède*  de  Hansen  pour  le  calcul  de  ces  fonc- 
tions, le  moyen  de  calculer  leurs  dérivées  des  divers  ordres,  cl 
rappelle  en   terminant  Ténoncé  d'un    tbéorème  relatif  à  la  limite 

de  ■'  •     quand  /;  croit  indelinimenl. 

Le  développement  même  de;  la  loiution  pertuibalrice  est 
exposé  en  2()  pages  dans  le  (Cbapitre  X\]|l,  en  loul  confornu^ 
aux  indications  de  Le\'erri(M-;  l'inclinaison  mutuelle  (l(\s  orbites 
y  est  introduite  au  lieu  de  leurs  inclinaisons  sur  un  plan  \\\c\ 
cette  circonstance  ijnpose  une  certaine  transformation  (\v>  (hnéi-en- 
tiellcs  des  ('léments  elliptiques  explicpiée  dans  \c  Cbapitre  \1\ 
(10  pages). 
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Les  Chapitres  XX  (20  pages)  el  XXI  (9  pages)  renferment  les 
expressions  anal}' lif[ lies  des  perLurbalions  chi  premier  ordre  des 
éléments  et  des  coordonnées.  Le  premier  de  ces  Chapitres  se  ter- 
mine par  la  définition  précise  de  l'unité  de  la  longueur  employée. 
Pour  les  exemples  d'applications  numériques,  l'auleur  renvoie  aux 
travaux  de  Le  Verrier  [Annales  de  V Obsers'atoire  de  Paris). 
Le  (Chapitre  XXll  (i5  pages)  donne  explicitement  les  premiers 
termes  des  perturbations  périodiques,  en  s'en  tenant  aux  premières 
puissances  des  excentricilés  et  des  inclinaisons. 

La  méthode  suivie  par  Le  Verrier  pour  arriver  à  la  découverte 
de  Neptune  et  l'iiistoire  de  cette  découverte  font  l'objet  du  Clia- 
|)itre  XXIII  (10  pages). 

Le  Chapitre  XXIV  (4  pages)  donne  les  expressions  générales 
des  inégalités  du  second  ordre  par  ra[)port  aux  masses. 

Les  trois  Chapitres  suivants  se  rapportent  aux  inégalités  sécu- 
laires. Le  Chapitre  XXV  (i3  pages)  contient  la  démonstration  si 
élégante  due  à  M.  Tisserand  du  théorème  de  Poisson  sur  l'inva- 
riabilité des  grands  axes  :  ce  Chapitre  se  terminepar  quelques  ren- 
seignements historiques  sur  le  sujet.  Le  Chapitre  XXVI  (2^  pages) 
donne  les  expressions  générales  des  inégalités  séculaires,  aux- 
quelles on  parvient  en  négligeant  dans  les  fonctions  perturbatrices 
les  termes  du  quatrième  ordre  par  rapport  aux  excentricités  etau\ 
inclinaisons;  l'auteur,  après  avoir  reproduit  l'analyse  de  Lagrangc 
et  la  démonstration  de  Laplace  relative  à  la  réalité  des  racines  de 
l'équation  qui  sert  de  base  à  cette  théorie,  explique  les  travaux  de 
Le  Verrier  sur  le  même  sujet,  et  termine  par  d'importantes 
remarques  sur  la  stabilité  du  système  solaire.  Le  Chapitre  XXVII 
(12  ])ages)  est  un  exposé  de  la  méthode  de  Gauss  pour  le  calcul 
des  inégalités  séculaires  ;  l'auteur  a  tenu  compte  des  simplifications 
indiquées  par  M.  Halphen. 

Le  Chapitre  XXVliï  (18  pages)  est  l'exposé  de  remarquables 
recherches  de  M.  Tisserand  sur  le  développement  de  la  fonction 
perturbatrice  lorsque  l'inclinaison  mutuelle  des  orbites  est  consi- 
dérable; c'est  dans  ce  développement  que  se  présente  la  fonc- 
tion II'',-'  de  sin--  et  de  cos--  que  M.  Tisserand  a  réussi  à  mettre 
'J  0.  1   1 

,sous  la  forme  du  carré  d  une  suite  hypergéomctrique. 

Enfin    le  Chapilre   XXIX  {\\    pages)  donne  la  transformation 
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de  Hanseo  pour  les  équations  difTérentielles  des  mouvements  des 
planètes. 

L'analyse  précédente,  nécessairement  incomplète,  montre  assez 
quelle  richesse  de  matériaux  se  rencontre  dans  ce  beau  Volume. 
La  plus  grande  partie  de  l'Ouvrage  intéresse  non  seulement  les 
astronomes,  mais  tous  les  mathématiciens.  11  \  a  là  une  foule  de 
choses  que  tout  le  monde  doit  connaître.  La  publication  du  nou- 
veau Traité  de  Mécanique  céleste  aura  pour  résultat  de  dissiper 
les  appréhensions  qu'ont  trop  longtemps  éprouvées  ceux  qui, 
dans  le  passé,  ont  voulu  étudier  cette  Science.  11  sera  possible, 
même  aux  étudiants,  d'acquérir  en  quelques  mois  un  ensemble 
très  complet  de  connaissances  suflisantes.  Ceux  qui  voudront 
approfondir  tel  ou  tel  point  particulier  trouveront  dans  l'Ouvrage 
même  les  plus  utiles  renseignements  bibliographiques. 

La  remaïquable  exécution  typographique  du  Livre  ne  surpren- 
dra personne  :  l'imprimerie  Gauthier-Villars  nous  a  depuis 
longtemps  habitués  à  ne  voir  sortir  de  ses  presses  que  des  chefs- 
d'œuvre.  B.  B. 


E.  GOEDSEELS.  —  Tuiioiui<:  Diis  suiifacks  ui'xjLiiKs,  pukciîidke  dk  la  démon- 
stration    DRS     PHOPHIÉTKS     PRINCIPALES    I)KS    LIMITES     ET     DES     INFINIMENT 

PETITS.  Louxain,  Fonteyii.  Un  vol.  iu-S"  do  ;()  pages. 

Introcluction.  —  riiéoriedcslimiteset  desinfiniment  petitsa  peu 
près  comme  dans  Dliiiamkj.,  Calcul  infinitésimal,  avec  les  mêmes 
qualités  et  les  mêmes  défauts.  Le  théorème  lim(arc  :  corde)  =  i 
n'est  démontré  rigoureusement  que  [)ourun  arc  convexe  ou  avant 
sur  un  plan  une  [)rojection  convexe. 

I.  Surfaces  réglées,  en  général.  —  L'auteur  établit  d'abord  ri- 
goureusement (|uc,  si  en  un  point  A  d'une  génératrice  une 
courbe  AM  de  la  surface  a  une  tangente  AT,  le  plan  de  la  géné- 
ratrice et  de  AT  contient  la  tangente  AT'  à  toute  autre  courbe 
AM'  passant  par  le  |)oint  A;  autrement  dit,  il  démontre!  Wwis- 
lence  du  plan  tangent  à  la  surface.  11  prouve  ensuite  (pie,  s'il 
existe  un  plan  tangent  en  trois  points  d'une  génératrice,  il  a  aussi 
lin  plan  tangent  en  un  quatrième  point  quelconque.  (^Cette  d(Mnons- 
tralion  a  (l('jà   paru  dans  Malhesis,  t.  111,  p.  -iy  et  .suivanl(\<,  iSS."^.") 
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On  M  (I  ailleiii's 

(   I   )  col  0    =:     -     -H   col  A, 

a 

d  élaiiL  Ja  dislance  de  deux  points  A  cL  D  sur  une  géncralrice,  P 
une  conslante,  o  la  limite  de  l'an<;le  D"DD'  (A'D'  est  une  généra- 
trice voisine  de  AD,  A'D"  une  parallèle  à  AD,  DD"  une  parallèle 
à  AA';  AA^  la  sécante  d'une  courbe  AM,  ayant  pour  limite  la 
tangente  AT  en  A  à  AM),  A  la  limite  du  supplément  de  DD"D^  Si 
le  plan  tangent  est  le  même  en  D  et  en  A,  cotô=  o  :  donc  P=:oo, 
ou  cot  A  ;=:  ce,  ou  encore  P  =  oc  et  cot  A  =3  oc.  Dans  les  deux  cas, 
le  plan  tangent  est  le  même  tout  le  long  de  la  génératrice  et  la 
surface  est  dite  développable.  On  peut  prouver  d'ailleurs  que  les 
cylindres  et  les  cônes,  auxquels  la  formule  (1)  n'est  pas  applicable, 
ont  aussi  mêmes  plans  tangents,  tout  le  long  de  la  génératrice.  Les 
surfaces  réglées  se  divisent  donc  en  deux  classes,  celles  qui  ont 
un  plan  tangent  unique  le  long  de  la  génératrice,  et  celles  pour 
lesquelles  le  plan  tangent  est  variable. 

II.  Surfaces  gauches.  —  \  .  Théorème  de  Hacliette  (raccorde- 
ment de  deux  surfaces  gauches).  2.  Le  plan  tangent  à  l'infini  est 
la  limite  du  plan  passant  par  une  génératrice  et  parallèle  à  une 
génératrice  qui  se  rapproche  indéfiniment  de  la  première  (cône 
as^-mptotique).  3.  Existence  du  point  central  ou  point  de  contact 
du  plan  tangent  perpendiculaire  au  plan  tangent  à  l'infini.  Loi  de 
distribution  des  plans  tangents  ou  théorème  de  Chasles.  4.  Le 
point  central  est  la  limite  du  pied  delà  plus  courte  distance  de  deux 
génératrices  dont  la  seconde  tend  indéfiniment  vers  la  première. 

IIL  Surfaces  dèveloppahles.  —  Essai  d'une  exposition  rigou- 
reuse de  la  théorie  du  développement  des  surfaces  réglées  à  plan 
tangent  unique  le  long  de  chaque  génératrice.  L'auteur  considère 
le  développement  d'un  polyèdre  circonscrit  à  la  suri'ace  et  tâche 
d'en  déduire  la  théorie  de  la  surface  même,  ce  qui  n'a  pas  encore 
été  fait  jusqu'à  présent.  L'essai  est  imparfait,  mais  les  difficultés 
du  sujet  sont  au  moins  bien  mises  en  lumière. 

Appendice.  —  Application  des  principes  du  second  (Chapitre  au 
paraboloïde  hyperbolique. 
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JOAQUIN  DE  MENDIZABAL  TAAIBOKUEL,    Professeur  d'Astronomie  et  de 
Géodésie  à  l'Ecole  militaire  de  Mexico,  etc.  —  Nolvklles  Tables   dk  lo- 

(iAlUTlIiMES  DES  NOMIÎUES  NATURELS  DEPLIS  I  JUSQU'a  125  OOO  ET  DES  FONC- 
tions gonio.métiuqles,  de  microgomo  en  micuogomo,  et  les  valeurs  de 
cette  meme  fonction  de  centlmiligomo  en  centimiligonio,  deplis  zero 
jusqu'à  i2  5oo  pour  l'ingénieur  géographe. 

L'auteur  propose  de  désigner  par  le  mot  ^onio  du  grec  ^rz'iiy.-, 
l'angle  égal  à  quatre  angles  droits,  qu'il  prend  pour  unilé,  d'après 
M.  Yvon  Villarceau. 

Pour  suivre  entièrement  dans  sa  terminologie  le  système  décimal 
adopté  pour  les  mesures  des  longitudes,  poids,  etc.,  il  propose  de 
donner  aux  sous-multiples  de  l'unité  les  noms  de 

(0,1)  (0,01)  (0,001)  (0,00001)  (0,000001) 

decigonio,       centigonio,       niiligonio,       centiniUigonio,       niicrogonio, 

La  première  Partie  des  Tables,  contenant  l'io  pages,  renferme 
vers  la  gauche  la  partie  décimale,  avec  huit  chiflres,  des  loga- 
rithmes des  nombres  naturels  depuis  i  jusqu'à  120000  et  à  droite 
les  valeurs  des  fonctions  goniométricjues  de  centiniUigonio  en 
centiniUigonio,  avec  six  décimales,  depuis  o  juscju'à  I'^5oo.  La 
deuxième  Partie,  qui  renferme  2.)o  pages,  comprend,  avec  huit 
chiflres  décimaux,  les  logarithmes  du  sinus,  cosinus,  tangente 
et  cotangente  de  centimiUgonio  en  centiniUigonio,  et  avec 
septcliiffres  de  inicrogonio  en  niici-ogonio. 


SCllOENELIL'lS  (A.).  —  Géométrie  des  Hew  egun(;  in  svnthetisciier 
Darstellung.   i  vol.  in-8",  vi-iyî  p.  Teiibner,  188G. 

Ceux  qui  aiment  les  exposés  systématiques,  où  Ton  reslc  tou- 
jours dans  le  même  ordre  d'idées,  où  tout  résulte  d'uiu*  même  mé- 
thode, aussi  remarquabh^  par  sa  puissance  que  par  sa  simplicité, 
liront  avec  un  vif  j)laislr  le  petit  Livre  où  1\L  Schoenllles  d(''V(^- 
loppe  les  principaux  résultais  de  celle  tln^orie  géomélrupie  du 
mouvement  d'un  corps  solide  (pn',  (le[)uis  les  Mémoires  classiques 
de  ('Jiasl(;s,  de  Poinsot  et  de  AL  Mannhelm,  a  donné  lieu  à  tant  de 
travaux  intéressants,  sans  ipie  la  malièi'c  soil  encore  épulsc'e. 
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Le  mode  (rcxposilion  de  IM.  Sclioendies  repose  essenLiellement 
sur  les  propositions  élémentaires  de  la  Géométrie  synthétique, 
dont  il  est  lait  un  usage  continuel,  ainsi  qu'on  en  est  prévenu  par 
le  tilre,  sur  la  considération  des  déplacements  finis  qui  donne  lieu 
à  un  très  grand  nombre  de  propositions  élégantes,  lesquelles  se 
traduisent  facilement  lorsqu'on  a  affaire  à  un  mouvement  continu, 
enfin  sur  cette  remarque  essentielle,  fjue  Cliasles  avait  déjà  mise 
en  pleine  lumière  dans  V Aperçu  Jilstorique^  mais  dont  on  n'avait 
point  encore  autant  tiré  parti  :  à  tout  mouvement  d'un  système  de 
forme  invariable  S  défini  par  rapport  au  système  invariable  S,) 
correspond  le  mouvement  du  système  l'o  j)ar  rapport  au  système  i, 
l'un  ou  l'autre  des  deux  systèmes  pouvant  être  regardé  comme 
fixe  suivant  qu'on  observe  le  mouvement  d'un  système  ou  de 
l'autre. 

L'ordre  adopté  est  d'ailleurs  l'ordre  classique  :  mouvement  d'un 
plan  mobile  sur  un  plan  fixe,  ou  d'un  système  de  forme  invariable 
dont  nu  plan  coïncide  constamment  avec  un  plan  fixe,  mouve- 
ment d'un  système  invariable  qui  a  un  point  fixe,  mouvement  le 
plus  général  d'un  système  de  forme  invariable. 

La  considération  de  deux  positions  du  plan  mobile  fait  corres- 
pondre un  point  de  la  première  figure  à  un  point  de  la  seconde  : 
c'est  une  correspondance  liomograpliiquc  (avec  affinité);  il  n'y  a 
qu'un  point  double  à  distance  finie  :  c'est  le  centre  de  rotation. 
Cette  notion  conduit  d'ailleurs  à  la  représentation  de  tout  mouve- 
ment de  ce  genre  par  le  roulement  d'une  courbe  plane  sur  une 
autre  courbe  plane. 

La  considération  de  trois  positions  du  plan  mobile  j)ermet  de 
faire  correspondre  à  chaque  point  A  de  ce  plan  le  centre  A'  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  ses  trois  positions-,  dans 
le  mouvement  inverse,  le  point  A  corresj)ond  au  point  A'  comme 
dans  le  mouvement  direct  le  point  A'  au  point  A.  Cette  corres- 
pondance est  quadratique.  Dans  le  mouvement  continu,  elle  se 
traduit  par  la  correspondance  entre  chacjue  point  du  plan  et  le 
centre  de  courbure  de  sa  trajectoire.  Son  étude  conduit  à  la  no- 
lion  du  cercle  des  iiîflexions,  à  la  construction  de  Savarv  pour  les 
centres  de  courbure,  etc. 

La  considération  de  quatre  positions  du  plan  mobile  conduit  à 
ce  problème  :  quels  sont  les  points  de  ce  plan  tels  que  leurs  quatre 
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positions  soient  sur  un  même  cercle?  Ils  sont  situés  sur  une  cu- 
bique passant  par  les  six  centres  de  rotation  et  les  deux  points  à 
l'infini  communs  à  tous  les  cercles  du  plan.  Cette  proposition  se 
traduit  par  un  tliéorème  analogue  relatif  aux  |)oints  du  planquiest 
à  un  moment  donné  en  contact  stationnaire  avec  leur  cercle  oscu- 
lateur. 

L'étude  du  mouvement  d'un  corps  solide  donne  lieu  à  une 
étude  parallèle  à  celle  que  nous  venons  d'esquisser.  Nous  la  lais- 
sons de  côté  pour  dire  quelques  mots  de  la  façon  dont  l'auteur 
présente  la  théorie  du  mouvement  le  plus  général  d\in  corps  so- 
lide. 

Si  l'on  considère  deux  positions  a-,,  t^  d'un  tel  corps  t,  et  en 
particulier  deux  positions  A,,  Ao  d'un  même  point  A,  on  désigne 
sous  le  nom  de  corde  du  point  A  le  segment  A|  A2  et  sous  le  nom 
de  plan  normal  du  point  A  le  plan  perpendiculaire  à  cette  corde 
en  son  milieu  A"^  Soient  g  une  droite  de  t,  ifi,  i^'o  les  deux  posi- 
tions de  cette  droite  :  les  milieux  des  cordes  des  points  de  g  sont 
situés  sur  une  droite  g'"^]  on  ])cut  amener  g  de  g^  en  g.y  par  une 
rotation  autour  d'uue  droite  g^\  Les  projections  des  cordes  des 
points  de  g  sur  g'"-  sont  toutes  égales;  si  l'une  d'elles  est  nulle, 
toutes  le  sont.  Si  l'on  considère  un  j)lan  z  de  cr,  les  nnlicux  des 
cordes  de  ses  points  sont  dans  un  plan  z„i.  Il  y  a  un  point  de  £,  tel 
que  sa  corde  sort  perpendiculaire  sur  £,„.  Si  à  chaque  point  A  de  a- 
on  fait  correspondre  d'une  partie  milieu  A'"  de  sa  corde,  de  l'autre 
son  plan  normal  yy ,  i)v\  établira  par  cela  même  une  correspon- 
dance entre  un  point  A'"  et  v\n  plan  a',  et  l'on  formera  ainsi 
deux  systèmes  correspondants  1''"  et  ^'''  qui  ensemble  consti- 
tuent un  Nullsysteni  ;  les  droites  i,»,»»  .A''  définies  plus  haut  sont 
telles  (pie  les  plans  normaux  des  points  de  l'une  passent  par  l'autre. 

On  sait  c(!  (jue  deviennent,  dans  le  mouvement  continu,  toutes 
ces  propositions,  (pie  l'introduction  du  mouvement  hélicoïdal  vient 
d'ailleurs  c()nq:)léter.  A  cette  introduction  se  relie  celle  des  deux 
surfaces,  lieux  des  axes  de  Meo//.i  dans  le  système  (ixe  et  dans  le 
système  mobile.  INI.  Schoenllies  reprend  ensuit(\  dans  le  cas  du 
mouvement  continu,  l'étude  du  conq)lexe  linéaire  des  droites  nor- 
males aux  trajectoires  de  leurs  points,  des  propriétés  cpii  concer- 
nent les  foyers  et  les  caractéristicpies  des  plans,  les  plans  et  points 
centraux  des  dioiies  regardées  comme   généralric(\'^    des  siufaces 
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ré^lccs  (|irclle.s  ciii^cndienl,  elc.  L'cnscnil)le  des  lani^entes  aii\  Lia- 
jecloires  décriles  à  un  inslanl  donné  |)ar  les  poinls  d'iin  svslènie 
solide,  ou  des  caraclérisli([ues  de  tous  les  plans,  consliliic  un  com- 
plexe tétraédral  donl  IM.  Selioendles  dével()p[)e  les  pr()j)riéLés  les 
plus  essenllelles.  l^e  lieu  des  points  pour  lesquels  les  tani^enles 
passent  par  un  même  point  est  situé  sur  une  cubique  gauche 
(pii  rcnconlrcî  le  cercle  de  l'infini  aux  mêmes  poiuts  que  le  j)lan 
perpendiculaire  à  l'axe  du  mouvement  hélicoïdal.  Cette  courbe, 
que  l'auteur  appelle  c<?/'c/e  c/^^/^/^<?,  a  des  propriétés  intéressantes, 
ainsi  que  la  figure,  correspondante  par  dualité,  (pii  est  formée 
par  les  plans  dont  les  caractéristiques  sont  situées  dans  uu  même 
plan. 

La  considération  de  trois  positions  d'un  corps  solide  permel 
de  faire  correspondre  à  chaque  point  du  corps  l'axe  du  cercle 
passant  par  les  trois  positions  de  ce  point.  L'ensemble  de  toutes 
ces  droites  forme  encore  un  complexe  tétraédral,  qui  devient  le 
complexe  des  axes  des  cercles  oseulaleurs  dans  le  cas  du  mouve- 
ïuent  continu.  A  l'étude  de  ce  couiplexe  se  relie  i'('tude  des  poinls 
du  corps  qui  coïncident  avec  des  points  d'inllexion  de  leurs  tra- 
jectoires. 

La  considération  de  quatre  posil ions  du  corps  permet  de  faire 
correspondre  à  chaque  point  A  le  centre  iV'.de  la  sphère  passant 
[)ar  les  quatre  positions  A,,  Ao,  A.j,  A-,  du  [)oint.  On  a  là  affaire  à 
une  transformaliou  cubique.  Si  les  quatre  points  A,,  A2,A;j,  A4 
sont  en  ligne  droite,  le  point  A  est  situé  sur  uue  surface  du  troi- 
sième ordre,  etc.  Si  l'on  cousidère  cirKj  |)ositions  du  corj)s,  d 
faudra,  pour  que  les  cin([  points  A,,  A^,  A.),  A/,,  A5  soieut  daus 
un  même  plan,  que  le  point  A  apj)artienne  à  une  certaine  coui'he 
du  sixième  ordre  ;  si  l'on  cousidère  six  |)osilions,  il  y  aura  en 
général  dix  points  A,  tels  que  les  six  [)oints  A,,  A^,  A;],  A/,,  A5, 
Ac  appartiennent  à  un  même  plan.  J^'auteur  dévelo|)[)e  une  suite 
de  propositions  de  ce  genre. 

C'est,  on  le  voit,  au  cas  du  mouveiiuMil  (ruu  corps  solide  dont  les 
paramèlres  (jui  en  définissent  la  position  ne  dépendent  que  (Tune 
variable  ([u'est  consacrc'C  la  plus  grande  ])artie  du  Li\re.  Celui-ci 
se  termine  j)ar  quelques  indications  générales  sur  les  cas  où  il  n'en 
est  pas  ainsi  cl  par  l'étude  suflisamment  détaillée  du  cas  oii  les 
poinls  du  corps  solide  d<'cilveiil  de>  surfaces.  Enfin  M.  Sclioen- 
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llies  Lrnilc  Ijriùveiiienl,  à  lilre  (Tcxoiiiplos,  de  quelcpies  inoiive- 
meiiLs  particuliers.  Assuréiiieiil,  ces  exemples  auraient  pu  être 
singulièrement  multipliés;  mais  Fauteur  réser\ait  sans  cloute  ce 
génie  de  développements,  cpii  aurait  nui  à  riiomogénéjlé  de  son 
Livre,  pour  un  autre  Ouvrage,  sur  les  mécanismes,  qu'il  nous  pro- 
mel  à  la  fin  de  sa  Préface.  lllsptM'ons  qu'il  ne  tardera  pas  à  tenir 
celte  [)romesse  :  un  pareil  Ouvrage  traité  avec  Tesprit  géomé- 
trique que  M.  Sclioendies  a  montré  dans  ses  diverses  publications 
ne  peut  manquer  d'être  très  int('ressant.  J.  '\  . 
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SUR  UN  PROBLÈME  DE  LA  THÉORIE  DES  SURFACES; 
Pai{   m.  L.  HAFFV. 

Il  y  aurait  intérêt,  pour  la  tliéorle  des  surfaces,  à  connaître  tous 
les  éléments  linéaires  réductibles  d'une  induite  de  manières  à  la 
forme  de  Lion  vil  le 

[o(x-\-y)  ~fU'—y}\  dx  dy. 

Parmi  ces  éléments  linéaires,  une  classe  remarquable  est  Ibrmée 
de  ceux  qui  correspondent  à  des  surfaces  applicables  sur  les  sur- 
faces de  révolution.  Nous  nous  proposons  ici  de  bîs  déterminer 
tous. 

Le  problème  revient,  comme  on  sait  ('),  à  Uoin'cr  loulcs  /es 
so/if fions  de  Véquation  uidétenninée 

,X  ^-i^  +  Î.V  '^  +  VA  =  .Y  ^  -H  3  V^  +Yn, 
()x-^  O.v  ôy^  dy 

en  prenant  pour  1  une  fond  ion  de  x  -{-y  seulement.  Dans  celte 
équation,  X  et  Y  sont  deux  fondions  inconnues,  Tune  de  .r, 
l'autre*  de  r;  X',  X",  Y',  Y''  désignent  les  dérivées  de  ces  fonc- 
tions. 


(')   D.vnnoux,  Leçons  sur  hi  llivoric  des  siirfdccs.  t.  IT,  p.    'oS->(>(). 
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D'après  riiv|)Olli('se  Jailc  sur  A,  I  ('•(|uali()ii  devient 

(1)  2(X-Y)^^-t-3(X'-V')^^-+(\"-  Y"P.  =o  {t=x^y). 

Désignant   désormais   par  des  aceents    les   dérivées   prises  par 
rapport  à  /,  nous  poserons 

ce  qui  donne,  en  divisant  par  A, 

(2)  F=  9.(\- Yj(/'-+-  /2j4-3(\'_  Y';/-!-X"-  V"=  o. 

Remarquons  que  l'expression  générale  de  la  courl)ure  totale 

(jiii  correspond  à  l'élément  linéaire  9.  A  <'/.r  r/)',  se  réduit  ici  à 

I  I    d-  loaÀ  I  /  A'\  ' 


Ainsi,  en  vertu  de  la  définition  de  /,  nous  avons 


H1B2  A 


L-ela  pose,  égalons  a  zéro  la  dérivée ;  nous  trouvons 


(3)  -^=2(X-Y)f/'-f-/2)"  +  (X'-Y')[9.(7'-+-/2)'  +  3/"l  +  3(V'-Y'')/'--o. 

L'équation  (3)  peut  être  une  identité,  ou  se  confondre  avec 
l'équation  (:>.)  ou  en  être  distincte.  La  première  hypothèse  revient 
à  l'  =zo\  c'est  le  cas  des  surfaces  développables. 

Si  les  deux  équations  sont  identiques,  c'est  qu'on  a 

La  seconde  de  ces  relations  n'est  autre  que 

(4)  /"-//', 

et  l'on  voit  sans  peine  que  la  première  en  est  une  conséquence. 
Cette  relation  (4)  caractérise  les  surfaces  à  courbure  constante. 
Pour  que  la   courbure  soit  constante,  il  faut  et  il  suffit  en  elïét 
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que  la  dérivée  de  /'lAsoit  nulle,  d'où 

Mais,  comme  nous  avons  posé 

celle  condition  revienl  précisément  à 

L'intégration  de  l'équation  (4)  est  d'ailleurs  facile  et  donne,  en 
désignant  par  //,  /et  ?n  trois  constantes  arbitraires, 


A  = 


En  faisant  tendre  //  vers  zéro,  on  trouve  aisément  (avec  /=  m) 

,    ,      ,         Pi  dx  dy 

A  dx  dy  = -^,  j  1*1  =  const., 

ce  qui  est  la  forme  la  plus  sim|)le  de  l'élément  linéaire  des  surfaces 
à  courbure  constante. 

Il   faut  maintenant  supposer  distinctes  les  deux  équations 

(2)  2  (X  —  Y  )(  /'  -f-  /2  )  +  3  (X'—  Y')  /  -+-  X"-  Y"  =  o, 

(3)  2(X-Y)(/'-i-/^)'4-(X'— Y')[2(/'-^/^)'  ^-3/"]^-3(\"- Y")/'=o. 

Si  l'on  exclut  l'iiypothèse  /'  =  o,  qui  correspond  aux  surfaces 
développables,  on  voit  que  ces  deux  équations  contiennent  tou- 
jours X" —  \"  et  ([ue  la  première  au  moins  contient  X' —  \' .  iMais 
il  pourrait  se  faire  (pie  X  —  Y  n'y  liguràl  pas.  C'est  ce  cpii  a  lieu 
dans  rhjpothèsc 

et  alors  seulement.  On  déduit  de  là 

et,  par  suite,  P  étant  une  nouvelle  constante  arbitiaire, 

(5)  X=:P(/-/o). 

Anisi  \  est   i\v\ii   fonction   linéaire   de   .r  -\-  y.  Dans   ce   cas,  les 
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t'c(ii;ili{)iis  (■->)  t'I  ^.))  (IcNionnenl 

'î(\'— Y')/  -h   \"—  V"      ==  o, 

(\'__  V')/'+(X"—  Y")/  =  o; 

et,  coiiinic  leur  (l(''l(M'inmnnl 

est  (liO'éreiiL  de  zéro,  elles  cnlraîneiU 

X-  \'=o,         \"— Y'=o. 

Les  dérivées  X',  Y',  étant  égales,  ont  nne  valeur  constante  y,  et 

il  vient 

X  =  Y  ('^  —  -^"o  ),         Y  =  Y  (7  —  j'o  ), 

V,  jr,)  et  7'(,  étant  arbitraires.  Telles  sont  les  expressions  de  X  et  de 
Y  dans  le  cas  particulier  où  ).  est  du  premier  degré. 

Passons  an  cas  général.  Entre  les  équations  (2)  et  (3)  éliminons 
X" — Y'';  nous  obtenons  une  relation  linéaire  et  homogène  en 
X— YetX  — Y' 

5.(X_Y)[3/'(Z'-f-/■^)-(/'-^/^)"|4-(  V— Y')[9//'-9.(/'+/=^/-3r]  =0. 

Cette  relation  n'est  pas  une  identité,  puisque  les  équations  (2) 
et  (3)  sont  supposées  distinctes  :  ainsi  le  coefficient  de  X  —  Y  et 
celui  de  X' — •  \'  ne  sont  pas  nuls  tous  les  deux.  Or  nous  avons  vu 
plus  haut  que,  quand  le  coefficient  de  X' — \'  est  nul,  celui  de 
X  —  Y  l'est  aussi.  D'autre  part,  on  ne  peut  pas  supposer  que  le 
coefficient  de  X  —  Y  soit  seul  nul  ;  car  alors  X'  —  \' serait  nul,  X' 
et  Y'  seraient  constants,  X"— Y'^  serait  nul,  et  les  équations  (2) 
et  (3)  exigeraient  cpi'on  eût 

(X  — Yj(/'+/-^)  =  o. 

L'hypothèse  l'-\-l'-^=o  ramène  au  cas  précédent;  l'hypothèse 
X  —  Y  :::=:  o  rcvicut  à  X  =  \  =  coust.,  cc  qui  ne  donne  rien.  F^n 
conséquence,  X — Y  et  X/ — Y'figurent  eneclivement  dans  l'équa- 
tion, et  l'on  en  lire 

X— Y' 

G  désignant  une  fonction  de  .r  +  )'  seulement,  comme  les  coeffi- 
cients des  équations  (2)  et  (3).  Ce   résultat   peut  se  mettre  sous 
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une  autre  forme,  savoir 

-^log(X-Y)  =  G(/), 

en  prenant  pour  un  instant  comme  nouvelles  variables 

t=x-^-y,         z=zx—y. 

1!  suit  immédiatement  de  là  que  log(X  —  Y)  est  de  la  forme 

et  nous  sommes  conduit  à  ce  prohièmc  :  Trouve i-  toutes  les  solu- 
tions de  l'équation  indéterminée 

(6)  X  —  Y  =  '^ (.r  -f-  y)  y{x—y). 

Le  premier  membre  est  une  fonction  de  x  plus  une  fonction 
de  jk;  donc  sa  dérivée  seconde  prise  par  rapport  à  x  et  à  j)'  est 
nulle.  Exprimons  cette  condition 

d^{YO  _ 
ùx  dy  ' 

nous  trouvons 

7'/  -  W  =  o. 

Si  l'on  exclut  l'hypothèse  X  =  const.,  \  =  const.,  qui  ne  donne 
rien,  on  pourra  diviser  par  le  produit  'jiy  et  écrire 

(y)  1-  =  l^  =  const.  =  //2. 

'\'        X 

Nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  la  constante  //  esl 
nulle  ou  différente  de  zéro.  Si  h  =  o,  les  fonctions  6  et  y  sont 
du  premier  degré 

^  3=  a  (.r  -{-y  —  a  —  lj),         x  =  ?  i-^'  —}'  ~  <i  ^  (^  )• 

Portant  ces  valeurs  dans  l'identitc'  (()),  on  trouve 

X  -  Y  =  ap  I  (  .r  -  .jr )- -  (y  -  1^ )-  |, 

ce  qui  donne,  en  désignant  par  r  le  produil  ajii, 

X  —  Y  -<-  c(.r  —  aV-,         V  =  Y  -^-  «"(r  —  l*)'-^ 

les  constantes  a^  h,  e,  v  étant   arbilralies.   L;i    fond  ion  a  se   dé- 
terminera   en     subsliluanl     ces   expiassions    (hms    l^'cpialion    (i). 
Bull,  des  Sciences  nia/tic/n.,  .r  srrir,  t.  Mil.  (Jiiilli>l  1SS9.)  1 '» 
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Comme  on  a 

\  —  Y  —  c{x  — y  —  a  -\-  b){x  -\-  y  —  a  —  b ), 

X'  —  Y'  =  2c(a7  —  j>'  —  a  -\-  b), 

X"_Y"=o, 

celle  équation  se  réduit  à 

,  dn       ^  d\ 

en  rcmplaçanl  j:  H-J'  p'^y  t  el  a  -\-  ù  par /„.  Pour  intégrer,  divisons 

,dl.,. 
\)i\r  [t  —  h)  -fj',   'J  vient 


dt 
d'où  Ton  tire  successivement 


(8) 


-|^l0g---.il0oV_/,)J   =   0. 


d\ 

=  - 

'1 

p 

7/7 

"il 

■to 

y^' 

^ 

V 

-h 

Q, 

i\  ^= 

{t- 

-  h 

7 

en  désignant  par  P  et  Q  deux  constantes  arbitraires.  11  convient 
de  remarquer  que  l'hjpothèse  Q  =  o  donne  l'élément  linéaire  des 
surfaces  à  courbure  constante,  et  l'hypothèse  P  =  o  celui  des 
surfaces  développables. 

Quand  la  constante  li  n'est  pas  nulle,  les  équations  (7)  don- 
nent immédiatement 

en  désignant  par  /,  m,  n,  p  quatre  nouvelles  constantes  arbi- 
traires. De  là  résulte 

X  —  Y  =  'V/  =  Ine^''^  +  mper-'^''^ ~  {lpe-^in-\-  mne-'^'^r) 
et  finalement 

(9)         X  =  Y  H-  Ine^-f'-'^^  nipe-"^''^',         Y  =  y  4-  Ipe^-f^r-^  mne-'^f^y. 

Pour  obtenir  la  valeur  correspondante  de  1,  substituons  dans 
l'équation  (i)  les  expressions  qui  viennent  d'être  trouvées  pour 
X  et  Y.  Or  X  —  Y  et  X' —  Y'  sont  divisibles  par  la  fonction 

y  =z  neJ^^^-y^  —  pe-'^^'^-y^; 
il  en  est  de  même  de  X"  —  \'^  puisqueX" —  \''estégalà4^'(X  — Y). 
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Supprimons   ce  facteur,  commun  à  tous  les  termes  de  ré(|uation, 
il  vient 

dt-  dt 

Mais,  a^ant  posé 

nous  avons 

1];'=  li(lei>t-\-  me~iit),         Y  =  h^{le''t—  me~^'f). 

L'équation  précédente  prend  la  forme 

d.À"+3t];'X'+-2'y'X  =0 
ou  encore 

Intégrant,  nous  trouvons 

'\>l'-^  -1^1  =  const.  =—  Q/i2. 

Multiplions  le  premier  membre  par  '^,  le  second  par  la  (juantilé 
égale  à"'  ^^' '■>  '^  viendra 

d'où,  en  intégrant, 

ce  qui  donne  finalement 

Ainsi  X  dépend  de  quatre  ("onslantes  arbitraires  //,  /,  /a,  V '.  i). 
Sa  valeur  explicite  est 


(10  I 


x=,./_^L_\voit(' 


y  leàt  _  me-'if)         "  dt  \  le>'^  —  me-'^^ 


On  voit  c[u'il  suffit  de  faire  Q  :::^  o  pour  avoir  l^'lémenl  linéaire 
des  surfaces  à  courbure  constante  que  nous  avons  trouvées  en 
commençant. 

Cest  rcj'pfcssion  ^cni'rdlc  de  k.  l'allé  (ronlient  h^s  deux  foi- 
mules  (5)  et  (8). 

Kn  effet,  si   Ton  j)i'riid  /  =r:  c^'^^^   m  ----  r^''^^  ri  si  Ton  pose 

t'  ^  t^  t„  V  _r  •>.(  O,  —  P,  ).  —  //()  =  O,-^  P,. 
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rcxprcssion  de  A  dcvu'iil 

1^  Qi 


X- 


e2    H-  e    2     )  [ei    —  e    ^- 


et  l'on  voit  qu'il  suffit  d'y  Taire  tendre  h  vers  zéro  pour  retrouver 
la  formule  (8) 

A  —  1  2  H-  -,^  • 

Faisons  maintenant  /  =  o,  //?  =  c^^»  dans  l'expression  (lo); 
nous  obtenons 

formule  à  remarquer.  Particularisant  encore  en  prenant 

puis  faisant  tendre  /i  vers  zéro,  on  retrouve  la  formule  (5) 

X  --=  P2  f. 

Ainsi  la  relation  (10)  donne  bien  l'expression  générale  de  \  et 
par  suite  fournit  tous  les  éléments  linéaires  que  nous  cherchions. 

M.  Darboux  était  déjà  en  possession,  quand  cette  Note  lui  a  été 
communiquée,  de  résultats  qui  au  fond  éqnivalent  aux  précédents, 
bien  qu'ils  en  difTèrent  par  la  forme.  Le  problème  résolu  par 
M.  Darboux  dans  une  Leçon  récente  consiste  à  déterminer  tous  les 
cas  où  l'équation  des  lignes  géodésiques  admet  à  la  fois  une  inté- 
grale du  premier  degré  et  une  intégrale  du  second  degré.  La  solu- 
tion de  ce  problème  entraîne  celle  du  nôtre,  et  réciproquement. 
Néanmoins  M.  Darboux  a  bien  voulu  m'engager  à  publier  l'étude 
qu'on  vient  de  lire,  parce  qu'elle  donne  directement  et  sous  forme 
explicite  tous  les  éléments  linéaires  cherchés. 

Je  terminerai  par  quelques  indications  relatives  au  problème 
général  que  nous  énoncions  en  commençant  et  dont  nous  n'avons 
traité  qu'un   cas   particulier.  Pour  qu'un   élément  linéaire  de  la 

forme 

X  dr  dy  —  |  cp  (  ^  +  k  )  —  /(  ^  —  y)\  dx  dy 

soit  réductible  d'une  infinité   de  manières   à   cette  forme,  il  faut 
et  il  suffit  que  A  v(''rifie  l'équalion 

2  \  y^,  -i-  3  \'  y-  ^  \  A  =  ■>.  Y  --  •  +  J  Y'  ---  +  Y'  X. 
o.T-  à.r  If- Y  Oy 
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Voici  diverses  solutions  de  cette  équation.  Pour  les  écrire,  nous 
j30serons 

ces  solutions,   Caciles  à  vérifier  pdv  un  calcul  direct,  s'obtiennent 
en  prenant 

(  X  =  Y  -^  liie^-''^-v-  mpe-'^'>^,         Y  =  y  +  lpe-''y  -\-  miie--''y\ 

i\  ^  ^[{t  —  a  —  by^—  (^  —  a  H-  l/f-] 
P  Pi 

^  a-a-by  ~  [z-a-^  bj^  '^  ^^' 
X  —  -f  -^c{x  —  a)-^,         Y  ==  Y  +  c(jK -- />)-. 

Tous  les  coefficients  qui  figurent  dans  ces  formules  sont  des 
constantes  absolument  arbitraires. 

Si,  dans  l'expression  (a),  on  suppose  Imnp  dilTérent  de  zéro, 
on  peut  prendre  lz=m,  11^^  p^  ce  qui  donne,  en  remplaçant  A 
par  iJi,  Télément  linéaire 

X  dx  dy  =  r~, , ^— , ,-;   -\-  j—n — -    , ,  ,     dx  dy 

-  [     .      ^''    ,   .,  +  ,   ,      ^^S     ,  1  d.v  dy. 

C'est  la  solution  que  M.  Darboux  a  fait  connaître  (')  sous  la 
forme  équivalente 

lix'-^yy-^  {x'-yy^-^  {y-x'y'Y-^  {x-^x'yi^\    '   '^' 
Si  l'on  prend  /=o,  il  vient 

X  =  P'e///-i-(ye-2/'^ j-^ ^    ~  -  Q,  -^^  /'—--J -)  . 

{ne''-  —  pe'''-)-         ^    dz\  ne''--^  pe''-  / 

Supposant  en  outre  n  =^  o,  on  trouve 

X  =  P'e/'^+  (V^2///_  i>'|  c'>-—  (V,  c2/'^ 
et  enfin,  pour  A  tendant  vers  zéro, 

X  =  p.,/  4-  Qoô. 


(')  Leçons  ski-  la  Ihcnric  des  stfrfaces,  l.  II.  p.  an. 
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Conmir  cas  paiMiciiIlcr  (h.^  l'expression  ([j)  on  peut  slj^nnler 

Les  soliilions  (a)  et  ([j),  j)rises  dans  leur  généralité,   n'ont  pa 
encore  été  signalées,  à  ma  connaissance  dn  moins. 


si^Qs; 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  ADRESSÉE  A  M.  HERMITE; 
Far  Al.  STIKLTJES. 

Permettez-moi  de  vous  prt'senter  une  remarque  que  m'a  suggérée 

votre  résultat 

f    ^'   \ 
arc  cos  1  —-z 

«^^0     «^'o  ■i\l  ac  —  h- 

Elle  consiste  en  ce  que  l'angle 


h    \  h 


arc  cos  (  ■  ,  coscp  =  — — :  ^ 

\/acJ  \J  ac 

qui  y  figure  et  qui  est  compris  entre  oetT:,  est  précisément  l'angle 
qu'on  rencontre  en  représentant  géométrif[uement  la  forme  posi- 
tive ax^  -\-  ih  xy  +  cy-. 

Cette  remarque  m'a  conduit  à  une  autre  démonstration  de  votre 
résultat.  Soient  {jig-  i)  OU,  OVdeux  axes  coordonnés  comprenant 
l'angle  o, 

OA  =  f^  =  x\l  a^ 

0V=  s^^ysj'c 

les  coordonnées  diin  point  P;  on  aura 

OV^  =^  ax-  -\-ib  xy  H-  c y"^ 
et,  par  suite, 

Jv/^.  :=   i     I'    e-^^'dadv. 

•    0        '0 

En  multipliant  par  sin'^,  sin ':>  r///. «^t;  est  l'élément  de  l'aire  plane 
égale  à  d'y]  donc 


I 
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l'inlégralion     s'éteiidaiit    sur    l'aire    infinie     correspondant    aux 
valeurs  positives  de  a  et  de  v. 

En  introduisant  des  coordonnées  polaires,  on  aura 

(h=rdrdf), 
J  \/rtc  sino  =^    /      c/6   /      re  ->■  ch  —  .^  q, 


-  U 


Celte  méthode  s'applique  avec   la  même  facilité  au  cas  de  trois 
variables 

J  =    /       /        /      e-'\  clrdy  dz, 

•    0        *    0        •    0 

Déterminons  d'abord  trois  angles  a,  (ii^  y  compris  entre  o  et  t:, 
par  les  relations 

«1  6,  c, 

COS  p  =   — nu.-)  CO?V  — 

yjca 


COS  a 


y/ôc  y/ca  '        \^  ab 

Il   est   alors  possible  de  construire  un  trièdre  OUVW(//i,>".  2) 
tel,  que 

VOW  =  a, 


et  si 

u=-xsja^         VT=y\/b^         \v  :=  z\/c 

sont  les  cordonnécs  d'un  point  P,  on  a 

donc 

/•«    /'"    /•* 

J/^/Zk-  —  I  I      e  '^  (ht  ihd^v. 

«  0     '0      '0 
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Mais  l'élémenl  de  vol  unie  de  l'espace  est 

(h  =  /.  (lu  (/v  (hv. 

k  (''lanl  lin  fadeur  constant  de  valeui"  connue 

.1  k\/'^-^^  I  f  f<-'\'  (h. 
•    »    t. 

l'ifi.   9.. 


Introduisons  crautres  variables  et  déterminons  la  position  du 
point  P  par  OP  =  /•  et  par  la  position  du  point  P,  sur  la  splière  de 
ra^yon  i  dont  O  est  le  centre  {Jig'  3). 

Fis.  :i 


Il  n'est  pas  nécessaire  de  spécifier  la  nature  des  coordonnées  à 
introduire  pour  déterminer  la  position  de  P<;  toujours  on  aura 

dd  =  r^  dp  X  dr, 
0  étant  l'élément  de  l'aire  de  la  surface  de  la  sphère;  donc 

J  /•  /abc  =  fdp    f    e-'-'r^  dr  =  S  x  l^^, 

S  =z  f  do  étant  l'aire  du  triangle  sphérique  ABC  dont  les  côtés 
sont  a,  p,  ^'.  En  écrivant  au  lieu  de  /r  sa  valeur,  il  vient 

a       r,      h, 


J  = 


4v/D 


D  = 


1     '^i 
ri       h      r/, 
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TUKORIIÎ   MATIIKMATIQUK    DE    L\    LUMIKRK.    LOÇOIIS  profcsséos  pCIldailt   Ic   f**''  SO- 

lïiostro  1887-1888  par  H.  P(ùncarc\  Membre  de  ITnslitiit,  rcdiirocs  par  ./. 
Bloiidin,  liceacic  es  Sciences.  Paris,  G.  Carré,  éditeur;  188g. 

Le  Livre  de  M.  Poincaré  est  l'Ouvrage  le  plus  important  qui 
ait  paru  sur  l'ensemble  des  théories  mathématiques  de  la  lumière 
depuis  l'époque  où  les  élèves  de  Veidet  ont  publié  ses  œuvres. 
Des  travaux  théoriques  ont  été  publiés  depuis  lors,  des  phénomènes 
nouveaux  ont  été  découverts;  les  théories  différentes  se  sont  mul- 
tipliées, expliquant  toutes  également  bien  les  phénomènes  fonda- 
mentaux, mais  présentant  pourtant  des  divergences  dont  l'imjjor- 
tance  n'est  point  à  dédaigner.  Une  comparaison  minutieuse  avec 
les  phénomènes  les  plus  délicats  permettra  seule  de  choisir  entre 
elles  et  d'en  rejeter  quelques-unes. 

C'est  l'accord  des  principaux  résultats  qui  a  frappé  M.  Poincaré  ; 
c'est  sur  l'équivalence  mathématique  des  trois  ou  quatre  théories 
principales  qu'il  a  surtout  insisté,  supposant  que  par  un  choix 
convenable  des  termes  complémentaires  qu'exigent  la  théorie  de  la 
dispersion  et  celle  de  la  polarisation  rotatoire,  le  même  accord 
avec  l'expérience  pourrait  être  conservé,  sinon  pour  toutes,  au 
moins  pour  la  plupart  des  théories  distinctes.  Ce  point  de  vue 
donne  à  l'ensemble  du  Livre  une  uni  lé  qui  pouvait  paraître  incom- 
patible avec  son  programme.  Les  principes  généraux  sonl  établis 
une  fois  pour  toutes,  et  les  théories  diverses  se  présentent  à  peu 
près  comme  des  cas  particuliers  d'une  théorie  plus  générale;  le 
lien  (jui  les  unit  toutes,  la  diOerence  qui  caractérise  chacune 
d'elles  sont  ainsi  très  faciles  à  saisir. 

Insistant  sur  les  phénomènes  principaux,  ]\L  Poincaré  a  pu  se 
contenter  de  rappeler  en  peu  de  mois,  chaque  fois  que  cela  élail 
nécessaire,  les  résultats  généraux  de  l'expérience.  Dans  plusieurs 
cas  il  s'est  contenté  d'exposer  clairement  les  principes  des  théories 
sans  mener  jusqu'au  bout  des  calculs  faciles,  indispensables  pour 
la  comparaison  numérique  avec  les  observations,  mais  inutiles  (l.ms 
la  recherche  des  caractères  de  la  solution  malhémali(pie. 

A  cet  Ouvrage  excellcnl,  je  me  pcrinclhai  pourlaul  de  faire  une 
Ihill.  des  Sciences  itutllieni.,  .i""  sOrii',   t.  Mil.  (  Vm'ii  i,S8tj.)  i") 
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crlll(|iic;  à  cIukjhc  insLaiU  les  imites  sont  cliangécs,  de  manière  à 
simplifier  l'éeriliire  des  formules,  mais  en  détruisant  riiomogénéilé  ; 
tantôt  c'est  la  densité  de  l'éther,  plus  souvent  c'est  son  élasticité 
qui  est  prise  égale  à  l'unité;  ici  on  suppose  qu'on  emploie  les 
unités  usuelles  de  longueur,  etl'on  traite  la  longueur  d'onde  comme 
un  très  petit  nombre,  le  comparant  à  d'autres  nombres  qui  sont 
ou  des  longueurs  ou  des  racines  carrées  de  longueurs  (diffrac- 
tions, pages  I  27  et  suivantes)  ;  ailleurs,  dans  la  théorie  de  la  disper- 
sion, on  regarde  les  longueurs  d'onde  comme  des  nombres  finis. 

C'est  assurément  un  bien  petit  défaut  de  forme,  mais  qui,  dans 
certaines  pages,  rend  la  lecture  singulièrement  pénible;  les  for- 
mules définitives  ne  sont  souvent  pas  homogènes  en  apparence, 
et,  bien  que  la  correction  soit  facile  à  faire  pendant  la  lecture  du 
Livre,  elle  peut  n'être  pas  toujours  très  facile  à  retrouver  au  mo- 
ment où  l'on  a  besoin  de  comparer  numériquement  des  résultats 
d'expériences  aux  formules  théoriques. 

J'indique  en  note  les  errata  dont  l'addition  suffirait  pour  sup- 
primer cet  inconvénient  (  '  ). 

Chap.  P'  (p.  1-48)-  Etude  des  petits  mouvements  dans  un 
milieu  élastique.  —  On  admet  comme  hypothèses  fondamentales 
la  conservation  de  l'énergie  et  la  forme  linéaire  des  équations  dif- 
férentielles du  mouvement;  on  développe  parallèlement  la  théorie 


(')  Pages  127,  8  est  un  nombi'e. 
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générale  dans  laquelle  l'énergie  interne  est  une  fonction  quel- 
conque de  toutes  les  distances  des  molécules  prises  deux  à  deux, 
et  la  théorie  particulière  plus  spécialement  connue  sous  le  nom  de 
théorie  moléculaire  dans  laquelle,  les  forces  étant  centrales, 
Ténergie  est  la  somme  de  toutes  les  valeurs  que  prend  une  même 
fonction  d'une  seule  variable,  la  distance  de  deux  molécules,  pour 
tous  les  couples  de  molécules  du  corps;  cette  dernière  forme  est 
caractérisée  par  cette  propriété  difîerentielle  que  la  dérivée  se- 
conde de  l'énergie  par  rapport  à  deux  distances  moléculaires  diffé- 
rentes est  nulle.  Enfin  on  admet  que  le  potentiel  dû  aux  actions 
mutuelles  des  molécules  comprises  dans  un  volume  quelconque 
est  la  somme  des  potentiels  dus  à  chacun  des  éléments  de  volume 
dont  il  est  formé,  quelque  petits  qu'ils  soient,  sans  aucun  terme 
provenant  des  actions  mutuelles  de  deux   des  éléments  voisins. 

L'énergie  rapportée  à  l'unité  de  volume  est  la  somme  de  deux 
fonctions  homogènes,  Tune  du  premier  degré  W< ,  l'autre  du  se- 
cond degré  W2  des  9  dérivées  des  déplacements  ^,  Tj,  Ç  par  rap- 
port aux  axes^,j^,  :;.  Lorsque  la  pression  àlasurfcice  limite  du  mi- 
lieu n'est  pas  nulle,  il  y  a  dans  Wo  27  coefficients  arbitraires,  et 
21  seulement  dans  l'h^'pothèse  des  forces  centrales.  Si  la  pression 
à  la  surface  limite  est  nulle,  il  J  a  2  1  coefficients,  et  pour  les  forces 
centrales  i5  seulement. 

Enfin,  si  le  milieu  est  isotrope,  le  nombre  des  coefficients  dis- 
tincts se  réduit  à  trois,  dont  un  pour  les  pressions  extérieures  (^). 

w,  =  X  (  ^:,  v^;.  -  ^;.  t;,  +  ^;.  li  -  r;,  >;;.  -+-  -:  ^[,  -C^'-J 

+  [^  (^:^  +  iv-  +  ?^-  +  ri7  +  r;^  +  r/J  +  Q  +  C/  -  C?  ) 

Les  relations  qui  expriment  cpic  les  forces  sont  centrales  et  que 
la  pression  extérieure  est  nulle  sont  respectivement 

X  -t-  V  =  o,  X  H-  •>,  ;JL  ==  o. 

La  fonction  W,  contient  seulemenl  six  coelficicnls  distincts, 
ç^  et  -fi'j^  entrant  symétriquement,  et  se  réduit  dans  le  cas  des  coips 


(')  X  fie  F^amé  —  ■?  (  ;jl  —  v  )  de  I^oiiuMic- 

a  »  —  —  :i  u.  » 
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isotropes  à 

La  lliéorie  paraît  exiger  que  ces  coefficients  X,  [jl  soient  les 
mêmes  dans  Wi  que  dans  W2  (*)• 

D'ailleurs,  les  équations  du  mouvement  des  corps  isotropes  ne 
dépendent  que  des  deux  coefficients  distincts  y.,  v;  et  ceux-ci  se 
réduisent  à  un  seul  si  la  pression  extérieure  est  nulle  et  si  les 
forces  sont  centrales,  ce  qui  donne,  par  élimination  de  X,v  =  2[ji. 

L'une  des  équations  est 

^    ôt  ^    ^  dx 

A  désie:nantla  somme  des  dérivées  secondes  -,— -  +  — -  +  -— -  et  B  la 

^  ùx'^        ùy-        ùz- 

dilatation  cubique  i^,  +  r,^.  -h  Ç^. 

Ghap.  II.  Propagation  d^ une  onde  plane  uniforme.  Interfé- 
rences. —  La  vitesse  de  propagation   des  ondes  transversales  est 


/ 


2[JL 


u.  est  donc  négatif.  Lorsque  les  forces  sont  centrales  et  la  pression 
extérieure  nulle,  la  vitesse  de  propagation  des    ondes  longitudi- 


(')  Il  me  paraît  important  de  remarquer  que  l'existence  du  terme  en  >v  a  pour 
conséquence  une  différence  entre  les  pressions  P  et  P  .  L'élément  de  volume 
de  l'éther  serait  ainsi  soumis  à  un  couple  élastique  proportionnel  au  volume 
quand  il  est  déformé.  Il  faut  écrire  les  équations  du  mouvement  de  rotation  de 
cet  élément,  quand  il  n'est  soumis  à  aucun  couple  extérieur,  ce  qui  est  le  cas  de 
l'éther  lumineux;  on  voit  facilement  que  le  moment  d'inertie  est  infiniment  petit 

du  deuxième  ordre  par  rapport  au  volume,  et,  comme  les  rotations  [- —  5 

ne  sont  pas  infinies,  il  faut  que  le  couple  moteur  soit  nul.  On  trouve  ainsi  que  le 
coefficient),  est  nul  dans  les  corps  isotropes,  et,  en  général,  sont  nuls  aussi  six 
des  coefficients  que  l'existence  des  pressions  extérieures  introduit  en  plus  des 
vingt  et  un  de  Green,  ou  des  quinze  de  Cauchy. 

La  conservation  de  ce  coefficient  >.  conduirait  d'ailleurs  à  une  conséquence 
singulière  :  il  entre  dans  W^  ;  il  influe  donc  sur  le  signe  de  la  fonction  des  forces, 
et  par  suite  la  stabilité  ou  l'instabilité  de  l'équilibre  initial  paraît  dépendre  delà 
grandeur  de  ce  coefficient;  et  pourtant  il  n'entre  pas  dans  les  trois  é(|uations  du 
mouvement  de  translation,  les  seules  écrites,  et  qui  d'ailleurs  déterminent  les  in- 
connues, et  par  conséquent  il  ne  peut  avoir  aucune  influence  sur  cette  stabilité. 
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nales  est  égale  à  y/3  fois  celles  des  ondes  transversales.  Dans  tous 
les  autres  cas,  ces  deux  vitesses  sont  indépendantes.  On  peut  faire 
plusieurs  hypothèses  sur  les  propriétés  de  l'éther,  pour  rendre 
compte  de  Tabsence  des  vibrations  longitudinales  dans  les  milieux 
isotropes. 

i"  L'hypothèse  la  plus  connue  est  celle  de  l'incompressibilité 
de  l'éther.  Par  suite  de  la  constitution  de  l'éther,  les  déformations 
seraient  soumises  à  la  condition  6  =::  o;  dans  ce  cas,  pour  conser- 
ver au  système  de  forces  élastiques  sa  généralité,  il  faut  introduire 
une  pression  hydrostatique  /?,  et  les  équations  du  mouvement  sont 
au  nombre  de  quatre 


(3) 


C'est  la  seule  hypothèse  dans  laquelle  l'équilibre  soit  stable 
pour  toute  déformation.  Dans  ce  cas,  la  vitesse  de  propagation 
des  ondes  longitudinales  serait  infinie. 

2"  On  peut,  comme  contre-partie,  admettre  que  la  vitesse  de 
propagation  des  ondes  longitudinales  est  nulle,  (ji -|- v  =  o,  d'où 
V  >  o. 

Cette  hypothèse,  adoptée  tacitement  parFresnel  dans  quelques 
cas,  permet  d'expliquer  tous  les  phénomènes  d'Optique;  c'est  celle 
qui  correspond  à  la  théorie  électromagnétique  de  la  lumière  et 
que  M.  Poincaré  a  adoptée  de  préférence.  Elle  conduit  d'ailleurs 
à  deux  résultats  assez  singuliers  :  toute  variation  de  volume  reste 
localisée  au  point  où  on  l'a  produite  et  s'y  accroît  indéfiniment  si 

à  un  moment  quelconque  —  est  différent  de  zéro.  En  outre,  con- 
trairement à  ce  que  dit  M.  Poincaré,  la  résistance  à  la  compres- 
sion n'est  pas  nulle.  On  trouve,  en  effet,  facilement,  dans  le  cas 
général, 

cl,  dans  le  cas  actuel,  le  coeffici(M)t  de  B  se  réduit  seulemeni  à 
2(^4- 2v).  Si  les  forces  sont  centrales,  le  coefficient  d'élasticité 

cubique  est ~    |)()silif.  Si    la    pi-ession   (^\l(  ricuic  est  nulle,  il 


ijH  PUIiiMlËUE   PAUTli:. 

devient ~    loiijours   positif.    Ce    coefficient    deviendrait    nul 

pour  h  néj^alif  et  éi;al  à    >.  tx,    et  néi^atif  pour   J.<^'a^.  Si  l'on  a 
\  =  o,  comme  on  doit  le  faire  à  mon  avis,  Je  coefficient  de  com- 

[)ressibilité  est  —  ^  ij.  positif. 

Mais  l'équilibre  est  instable  :  par  exemple,  pour  une  déforma- 
lion 

?'..  =  Tj^,  =  ^3,  ^j.  =  X^z  =  r{^  =  rly  =  XIj,  =  Cr  =  O- 


■5.r 


3"  Enfin  on  peut  supposer  [ji -f- v  <<  o,  c'est-à-dire  la  vitesse 
de  propagation  des  ondes  longitudinales  imaginaire.  Celles-ci  sont 
alors  évanescentes,  c'est-à-dire  qne,  si  une  circonstance  quelconque 
les  fait  naître,  elles  s'éteignent  sur  place,  et  si  elles  sont  mainte- 
nues par  la  persistance  de  la  cause,  elles  ne  se  propagent  pas  et 
sont  rapidement  absorbées  par  le  milieu,  comme  dans  la  théorie 
de  la  réflexion  de  Cauchy.  Bien  entendu,  l'instabilité  est  plus 
grande  encore  que  dans  le  cas  précédent.  «  Mais,  dit  M.  Poincaré, 
page  56,  dans  l'ignorance  où  nous  sommes  de  la  véritable  nature 
de  l'éther,  nous  ne  devons  attacher  qu'une  importance  secondaire 
aux  objections  tirées  de  la  théorie  de  l'élasticité.  » 

Le  Chapitre  se  termine  par  l'examen  des  propriétés  des  vibra- 
lions  transversales  et  de  leurs  interférences. 

Chap.  111  (p.  77-98).  Principe  cV Iluygens.  —  Ce  Chapitre, 
très  intéressant,  n'est  pas  susceptible  d'être  résumé.  Il  est  relatif 
aux  milieux  isotropes  seuls.  On  ne  peut  pas  dire  qu'il  épuise  la 
question;  le  Mémoire  de  1849  de  Stokes  sur  la  difl'raction  pourra 
encore  être  lu  avec   intérêt. 

CuAr.  IV  (p.  99-175).  Di il' l'action.  —  Les  équations  aux- 
quelles satisfait  l'amplitude  d'un  mouvement  de  période  déter- 
minée ont  une  grande  analogie  avec  celles  du  potentiel  des  forces 
newtoniennes.  Celte  analogie,  signalée  par  Stokes  dans  son  Mé- 
moire sur  la  diffraction,  a  été  complètement  mise  en  lumière  par 
Helmlîoltz  dans  son  Mémoire  sur  les  tuyaux  sonores^  lord  Rayleigh, 
dans  son  Livre  On  Sound,  a  étendu  les  applications  à  plusieurs 
problèmes  de  diffraction  du  son  dans  l'air.  Ces  propriétés  princi- 
pales sont  : 
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1"  De  part  et  d'autre  d'une  surface  couverte  de  sources  simples, 
l'amplitude  reste  continue;  mais  la  dérivée  normale  del'amplitude 
subit  une  variation  brusque,  égale  au  produit  par  4^  de  l'ampli- 
lude  de  la  source  rapportée  à  l'unité  de  surface; 

2°  Appelons  source  double  l'ensemble  de  deux  sources  très  voi- 
sines, et  d'amplitudes  égales  et  opposées.  Une  pareille  source  est 
définie  (comme  un  moment  magnétique)  par  la  direction  de  la 
droite  de  jonction,  et  par  le  moment  de  l'amplitude  (produit  de 
Tamplitude  par  la  longueui'  delà  droite  de  jonction). 

A  travers  une  surface  couverte  de  sources  doubles  dont  la  droite 
de  jonction  est  normale  à  la  surface,  l'amplitude  subit  une  varia- 
lion  brusque  égale  au  produit  par  4'3x  du  moment  des  sources  rap- 
porté à  l'unité  de  surface. 

Lorsqu'il  n'y  a  pas  de  sources  à  Tintérieur  d'une  surface  fermée, 
l'expression  la   plus  générale   de   l'amplitude  en  un  poinl   P  in- 

teneur,  pour  un  jnouvement  simple  de  longueur  d'onde  — "-  =  A, 
est  la  partie  réelle  de 

(,)         ^  =  /  A^X,  ^-^  dS—  f  f/iûXoCos^  "Ç-  fioc-  -)dS 

pour  le  mouvement  de   phase  zéro,  et  le  coefficient  de  i  pour  le 

mouvement  de  phase  -,  r  est  la  distance  de  l'élément  de  surtace 
^  '1 

dS  au  point  P;  '];  est  l'angle  de  r  avec  la  normale  à  dS.  Les  inté- 
grales sont  étendues  à  toute  la  surface  limite. 

Quand  il  s'agit  du   potentiel  des   forces  nevvtoniennes,  on  sait 

qu'il  faut  faire  a  =  o  ;  et,  si  l'on  veut  que  Ç  se  réduise  à  Xo  ou  -p 

à  X,  sur  la  surface,  on  ne  peut  se  donner  arbitrairement  que  l'une 
des  deux  fonctions  X,  ou  X2,  l'autre  étant  déterminée  j>ar  le 
choix  de  la  j^remière.  M.  Poincaré  démontre  (p.  i  12)  l'existence 
d'une  restriction  analogue  dans  le  cas  qui  nous  occupe.  On  ne  peu l 

donc  se  donner  arbitrairement  les  valeurs  auxquelles  ^  cl  t"^  se 

1  on 

réduisent  sur  la  surface.  Ces  valeurs  ne  sont  pas  entièrement  indé- 
pendantes. 

Lorsque  l'amplitude  ne  vari(^  que  d'une  inanièri^    inapprécialtle 


iSo  IMlEMIÈUli   PAKTIE. 


dans   un    voliinic   A"^   cl  lorsque  louLcs  les  dlsLanecs  auxquelles  on 

On 


1  1  ^  ^  1  à'r 

observe  sonl  grandes  par  rapport  a  À,  on  peut  adinelLre  que  y  est 


é^al  à   lOL  :;. 


A  Fintérleur  (Tune  surfaee  Tonnée  par  un  écran  noir  percé  d'une 

ouverture,  la  source  lumineuse  étant  en  dehors,    le   mouvennent 

sera  donné  j)ar  les  intégrales  (i)  en  tenant  compte  de  la  condition 

1  I  •   '  ^-^^         ^'^i         <^C  /\  I     •      1  1 

de  transversal ite   ,     H — -^  H — r-^  =  o.  Ouant  au  clioi\  des  valeurs 

0.T         ôy         dz  ^ 

de  X,,  Xo,  voici  celui  qu'indique  M.  Poincaré,  comme  devant 
donner  une  solution  approclirc  du  problème  de  la  dilFraction  pour 
une  source  et  un  écran  donnés.  Sur  la  surface  de  l'ouverture,  on 
prend  pour  X^  l'amplitude  que  donnerait  la  source  au  même 
point  sans  tenir  compte  de  la  présence  de  V écran ^  c'est-à-dire 
comme  si  le  milieu  était  indéfini.  On  prend  X,  ■=■  «aXo. 
Sur  l'écran  noir  on  prend  Xo  =  o,  et  aussi  X|  =  o. 

Ces  conditions  ont  pour  conséquence  que  \ç,\  —  ^"^5  dans  l'ou- 

verturCj  ci  peu  près  les  valeurs  que  donnerait  aux  mêmes  points  la 
source  dans  le  milieu  indéfini,  et  sont  à  peu  près  nulles  sur  tout 
l'écran,  lequel  n'est  pas  exposé  à  la  lumière  directe  de  la  source. 
C^e  sont  les  conditions  que  Kirchhoff  avait  aussi  choisies  dans  un 
Mémoire  récent;  ce  sont,  en  somme,  celles  mêmes  de  Fresnel. 
Mais  elles  sont  employées  d'une  manière  rigoureuse  et  qui  ne 
donne  plus  lieu  à  certains  résultats  singuliers  obtenus  par  Fresnel 
quant  aux  valeurs  absolues  de  l'amplitude  et  à  la  phase.  Les  va- 
leurs relatives  de  l'amplitude  sont  d'ailleurs  les  mêmes  que  celles 
de  Fresnel. 

Ces  conditions,  M.  Poincaré  se  les  donne  d'autorité.  Kirchholl 
avait  essayé  de  justifier  celles  relatives  à  l'écran  par  un  raisonne- 
mentqui  n'est  guère  satisfaisant,  mais  qui  du  moins  prenait  pour 
point  de  départ  l'absence  de  pouvoir  réflecteur  des  corps  noirs. 
C'est  celle  propriété  caractéristique  des  corps  noirs  dont  il  fau- 
drait trouver  l'expression  analytique  générale  pour  pouvoir  abor- 
der directement  le  problème  de  la  difTraction.  Ce  problème  est  en 
effet  notablement  différent  de  celui  qui  a  été  traité;  il  faut  l'énon- 
cer ainsi  :  Etant  donnée  une  source  à  V intérieur  d'une  surface 
noire  fermée  de  forme  quelconque,  Irouvei-  la  distribution  de 
la  lumière. 
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Pour  une  surface  partout  convexe,  la  lumière  est  répartie  comme 
si  le  milieu  était  indéfini.  Pour  une  surface  qui  présente  un  étran- 
glement, on  la  décompose  par  une  cloison  à  travers  l'étranglement 
en  deux  surfaces  convexes  dont  une  contient  la  source.  On 
admet  alors  pour  l'intérieur  de  cette  première  surface  que  la  lu- 
mière y  est  répartie  comme  dans  un  milieu  indéfini,  résultat  qui 
ne  serait  vrai  que  si  la  sufrace  de  la  cloison  était  noire,  elle  aussi. 
On  en  déduit  l'état  vibratoire  dans  l'étendue  de  l'étranglement, 
et  l'on  se  trouve  ramené  pour  la  seconde  surface  fermée  au  problème 
traité  par  M.  Poincaré.  Si  ce  raisonnement  donne  des  résultats 
satisfaisants  lorsque  les  dimensions  del'ouverture  sont  très  grandes 
par  rapport  à  une  longueur  d'onde,  il  n'est  point  certain  qu'il  en 
soit  de  même  dans  le  cas  contraire,  pour  des  écrans  ou  des  ouver- 
tures d'un  millième  de  millimètre  ('),  ou  quand  la  source  et  le 
point  observé  sont  très  voisins  des  bords  de  l'ouverture. 

Seules  jusqu'à  présent,  les  expériences  de  M.  Gouv  nécessite- 
raient cette  étude,  en  tenant  compte  du  pouvoir  réflecteur  des  mé- 
taux employés  comme  écrans  ;  les  conditions  à  la  surface,  au  moins 
près  de  l'arête  difi'ringente,  sont  certainement  différentes  de  celles 
adoptées  pour  un  écran  noir.  Mais,  sous  sa  forme  générale,  ce 
problème  est  encore  inabordable.  Dans  la  seconde  moitié  du  Cha- 
pitre, consacrée  aux  applications,  M.  Poincaré  se  sert  de  la  représen- 
tation géométri(pic  très  intéressante  que  IM.  Cornu  a  donnée  des 
intégrales  de  Fresnel.  Il  insiste  surtout  sur  les  phénomènes  obser- 
vés en  lumière  parallèle  avec  une  lunette  pointée  à  l'infini.  Il  ne 
s'occupe  pas  du  pouvoir  séparateur  des  lunettes,  ni  en  général 
des  problèmes  trop  particuliers  qui  exigeraient  des  calculs  dé- 
veloppés. 

Ghap.  V  (p.  1^6-216).  Polarisation  rotatoire.  Dispersion.  — 
On  rend  compte  de  la  polarisation  rotatoire  en  introduisant  dans 
les  équations  du  mouvement  de  l'éther  les  dérivées  d'ordre  impair 
et  particulièrement  les  dérivées  troisièmes  des  dé])lacemcnts.  On 
rend  com|)te  de  la  dispersion  dans  les  milieux  ordinaires  en  intro- 


(')  Dans  les  réseaux  serrés,  il  pciil  y  avoir  jiisinrà  1  fxx)  Irails  par  iiiilliiuélre, 
ce  qui  donne  pour  iari^eur  à  elia((ue  Irait  o.ooo.kÎ,  soil  à  |)eu  prés  une  denii-Iotï- 
fïueur  d'onde  rouge,  moins  d'une  lonij;ueur  d'onde  du  violet  extrême. 
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diiisanL  les  dérivées  paires,  et  ])arlieiillèreiiienL  les  dérivées  cjiia- 
Irièmes  cl  les  déplacements  eux-mêmes.  Telle  est,  au  moins  à  une 
première  approximalion,  l'inlerprétation  analytique  des  résultats 
d'expériences  qui  sont  devenues  depuis  quelques  années  très  nom- 
breuses et  très  étendues. 

Bien  des  théories  ont  été  proposées  pour  justifier  au  j)oint  de 
vue  mécanique  l'introduction  de  ces  termes. 

].a  première  en  date  est  celle  de  Cauclij.  Les  équations  du  mou- 
vement ont  été  écrites  dans  le  Chapitre  précédent  en  faisant  deux 
hypothèses  :  i"  On  peut  s'arrêter  dans  le  développement  de  VV  au 
terme  Wo,  qni  contient  seulement  les  carrés  des  déplacements  re- 
latifs. 

Nous  conserverons  cette  hypothèse,  qui  seule  rend  linéaires  les 
équations  du  mouvement,  et  dont  la  conséquence  expérimentale, 
que  la  vitesse  de  propagation  est  indépendante  de  l'amplitude,  a 
été  suffisamment  contrôlée. 

2°  Les  déplacements  relatifs  Dç,  Dr^,  DÇ  de  deux  molécules 
dont  les  coordonnées  diffèrent  de  D^,  Dy,  D^  sont  développables 
en  série  de  Tajlor  en  se  bornant  aux  premiers  termes.  Abandon- 
nons cette  hypothèse.  Le  développement,  en  y  conservant  les 
termes  d'ordre  supérieur  au  premier,  reste  linéaire  par  rapport 
aux  dérivées  d'ordre  supérieur  au  second,  de  i,  r^,  Ç  par  rapport 
aux  coordonnées  x^  y,  z. 

Dans  un  corps  non  centré,  les  dérivées  du  troisième  ordre  sub- 
sistent; elles  disparaissent  dans  un  corps  centré. 
L'indice  de  réfraction  se  présente  sous  la  forme 

/i-2  =  A  -f-BX-2+... 

d'une  série  de  puissances  paires  négatives  de  la  longueur  d'onde 
dans  le  milieu. 

Cette  théorie  ne  fait  intervenir  le  corps  matériel  que  par  sa 
symétrie;  et  il  n'y  a  aucune  raison  pour  que  les  termes  d'ordre 
supérieur  soient  nécessaires  dans  un  corps  transparent  plus  que 
dans  le  vide;  or  l'expérience  indique  une  dispersion  nulle  dans  le 
vide.  C'est  une  conviction  qui  s'impose  à  l'esprit  que  la  même 
cause  produit  le  changement  de  la  vitesse  de  propagation  et  la  dis- 
persion, et  (pie  celte  cause,  c'est  la  présence  du  milieu  pondéral)lc. 
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11  faut  en  tenir  compte.  Les  influences  de  ce  milieu  sont  multiples; 
chacune  des  théories  proposées  résulte  de  la  prépondérance  exclu- 
sive attribuée  à  une  seule  de  ces  influences. 

i"  Première  théorie  de  Briot;  tliéorie  de  Neuinann.  —  L'é- 
iher  engagé  dans  un  corps  transparent  ne  difl'ère  en  rien  de  l'éther 
du  vide  ;  mais  il  subit  de  la  part  des  molécules  matérielles  desréac- 
tions proportionnelles  au  déplacement  relatif.  Quant  aux  molé- 
cules matérielles,  elles  n^éprouvent  pas  de  déplacement  appréciable 
sous  rinfluence  de  ces  actions.  On  suppose  donc  que  les  actions 
(le  l'éther  sur  la  matière  sont  incomparablement  plus  faibles  que 
les  actions  élastiques  de  la  matière  sur  elle-même. 

L'indice  de  réfraction  se  présente  sous  la  forme 


II' 


A  +  B  X2 


d'un  développement  en  série  de  puissances  paires  positives  de  la 
longueur  d'onde  X  dans  le  milieu  étudié. 

Les  résultats  d'expériences  connus  à  cette  époque,  et  presque 
exclusivement  relatifs  aux  radiations  lumineuses  et  ultra-violettes, 
donnaient  la  prépondérance  aux  puissances  négatives  de  la  lon- 
gueur d'onde.  Briot  fut  conduit  à  rejeter  cette  théorie  et  à  en 
proposer  une  autre  dont  on  verra  plus  loin  le  principe  ;  mais, 
depuis  lors,  une  précision  plus  grande  dans  les  mesures,  l'explo- 
ration des  radiations  infra-rouges  jusqu'à  des  longueurs  d'onde  dé- 
cuples de  celles  du  jaune,  ont  montré  la  nécessité  de  tenir  compte 
des  puissances  paires.  Aussi  les  |)livsiciens  regretteront-ils  que 
M.  Poincaré  n'ait  indiqué  qu'en  quelques  mots  cette  théorie,  sans 
lui  accorder  l'importance  qu'elle  mérite. 


V  Boussinesq.  —  Onobtientle  dévelo|)pement  suivantles  jniis- 
sanccs  négatives  en  faisant  l'hypothèse  inverse  de  la  précédente. 
On  suppose  les  actions  de  l'éther  sur  la  matière  incomparablement 
plus  grandes  que  les  réactions  élastiques  de  la  matière.  Les  molé- 
cules matérielles  étaient  dans  le  premier  cas  des  rochers  inébran- 
lables au  milieu  de  l'Océan,  suivant  l'expression  de  Neumann  ;  ce 
sont  maintenant  des  bâtons  flotlants  qui  suivent  le  mouvement  du 
flot  autant  que  le  permet  leur  inertie.  Nous  trouvons  ainsi  \o 
névelo|)pemenl  sui\ant  les  puissances  négatives;  eu  ouhe,  h^  lei'me 
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])riiici|)al  donne  la  loi ==:  consL,  obtenue  jadis  comme  consé- 

pi  '  J 

qiience  de  iliypollièse  de  l'émission,  et  qui,  comme  on  sait,  donne 

des  indications  approximatives  sur  la  valeur  de  l'indice. 

3"  Deuxième  hypothèse  de  Briot.  —  Des  actions  aussi  éner- 
giques de  la  matière  sur  l'éther  doivent  s'exercer  non  seulement 
pendant  le  mouvement,  mais  aussi  au  repos,  et  modifier  ses  pro- 
priétés. Dans  les  hypothèses  i"  et  2'*  ces  actions  sont  négligées,  et 
on  a  supposé  implicitement  que  les  rayons  d'activité  étaient  tous 
deux  grands  par  rapport  aux  distances  moléculaires  tant  de  la  ma- 
tière que  de  l'éther;  en  sorte  que  les  deux  milieux  peuvent  être 
traités  comme  homogènes,  quoique  intimement  mélangés.  Faisons 
l'hypothèse  inverse,  à  savoir  que  les  ravons  d'activité  de  l'éther 
sur  lui-même  et  de  la  matière  sur  l'élher  sont  incomparablement 
plus  petits  que  les  distances  des  molécules  matérielles,  mais  in- 
comparablement plus  grands  que  les  distances  des  molécules  d'é- 
iher.  Alors  l'éther  reste  isotrope,  mais  cesse  d'être  homogène;  on 
l'a  supposé  très  compressible,  en  faisant  nulle  la  vitesse  de  propa- 
gation longitudinale  ;  la  présence  de  la  matière  a  pour  efïet  de  pro- 
duire une  densité  variable  périodiquement  dans  les  cristaux,  irré- 
gulièrement dans  les  corps  isotropes  (^). 

Nous  avons  ainsi  une  forme  simplifiée  de  l'hvpothèse  de  Briot. 
M.  Poincaré  en  expose  les  conséquences  d'une  manière  simple, 
brève  et  facile  à  suivre.  On  retrouve  le  développement  suivant  les 
puissances  paires  négatives  de  la  longueur  d'onde. 

Les  mêmes  hypothèses  fondamentales  conduisent  facilement  à 
l'explication  de  la  polarisation  rolatoire  et  à  la  loi  de  Biot  comme 
première  approximation  (-). 


(')  Oriot  avait  rattaché  ces  variations  à  la  loi  d'action  des  molécules  matérielles 
sur  l'éther,  et  de  quelques  résultats  d'expériences  avait  cru  pouvoir  déduire 
{Théorie  matlu-inaliqae  de  la  Lumière,  p.  /f^»  ^Q»  71?  V^)  que  les  molécules 
d'éther  se  repoussent  en  raison  inverse  de  la  sixième  puissance  de  la  distance,  et 
sont  attirées  par  les  molécules  matérielles  suivant  la  loi  de  Newton.  Il  avait 
d'ailleurs  conservé  une  plus  grande  généralité  aux  hypothèses,  mais  les  calculs 
qui  en  résultent  sont  d'une  longueur  et  d'une  étendue  qui  rendent  la  lecture  sin- 
gulièrement aride. 

(0  P-  183-187.  '^  désigne  une  longueur,  qu'on  suppose  très  petite  par  rapport 
à  la  longueur  d'onde  >v  dans  le  milieu. 

Les  formules  de  la  page  188  sont  fausses,  par  suite  de  l'oubli   d'un  farleur  ->.  et 
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M.  Poincaré  n'a  pas  eu  le  temps  dans  son  Cours  de  développer 
les  conséquences  intéressantes  de  la  seconde  hypothèse,  à  laquelle 
M.  von  Helmholtz  a  donné  sa  forme  la  plus  générale  pour  Texpli- 
cation  de  la  dispersion  anormale. 

Ghap.  VI  (p.  217-318).  Double  réfraction.  —  Dans  un  milieu 
élastique  anisotrope,  chaque  onde  plane  peut  propager  sans  alté- 
ration trois  vibrations,  respectivement  parallèles  aux  axes  de  l'el- 
lipsoïde de  polarisation,  avec  des  vitesses  de  propagation  en  raison 
inverse  de  la  longueur  de  l'axe  correspondant.  Si  l'on  appelle  a,  ^, 
Y  les  cosinus  de  la  normale  à  l'onde  plane,  rapportée  à  trois  axes 
de  coordonnées  orthogonaux  quelconques,  et  A,  B,  G  les  am- 
plitudes de  la  vibration  projetée  sur  ces  trois  axes,  on  obtient 
l'équation  de  l'ellipsoïde  de  polarisation  en  remplaçant  ^^.,  H', 
^^,  ...,  Ç^  respectivement  par  aA,  ^A,  vA,  ...,  y  G,  dans  l'expres- 
sion de  l'énergie  et  égalant  à  zéro  : 

n  =  o. 

On  n'observe  jamais  que  deux  rayons  lumineux,  et  la  conser- 
vation de  l'intensité  dans  la  réflexion  totale  ne  permet  pas  d'ad- 
mettre l'existence  d'un  troisième  rayon  non  lumineux. 

Les  quatre  hypothèses  suivantes  peuvent  rendre  compte  de  la 
double  réfraction  : 

1°  Fresnel  :  Incompressibilité  de  l'éther; 

1^  Gauchy  :  Extrême  petitesse  du  troisième  rayon  ; 

3*^  Lamé,  Neumann  ('),  Mac  Gullagh  :  Vitesse  de  propagation 
nulle  pour  l'une  des  vibrations.  L'ellipsoïde  de  polarisation  devient 
un  cylindre  ; 

4^  Poincaré   :    Extension  des    hypothèses  de    Gauchy   dans  la 


d'une  confusion  cnLrc  la  longueur  tlOnde  )k  clans  le  milieu  el  la  longueur  d'omle 
dans  le  vide  X,.  La  formule  finale,  page  189,  doit  ôlrc  remplacée  par 


T.  a       ~  an^ 


(')  L'exposition  de  cette  théorie  dans  les  Lirons  \l\'  cl  W  sur  la  llu^orie  de 
l'élaslicilé  de  V.  INcumann,  i)ubliées  par  M.  O.K.  Meyer,  diilViH'  intlahlt^meiit  de 
colle  indi(|uée  ici. 
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théorie  de  la  réfraction.    —  Vitesse  de  propagation  imaginaire 
pour  l'une  des  directions.  L'ellipsoïde  devient  un  hyperboloïde. 

On  ne  s'arrêtera  pas  plus  ici  qu'au  Cliapitre  II  sur  les  difficultés 
relatives  à  l'instabilité  du  milieu  dans  la  dernière  hypothèse. 

i"  Hypothèse  de  Fresnel.  —  Si  l'on  suppose  l'éther  incompres- 
sible, il  faut  tenir  compte  dans  les  équations  du  mouvement  de 
la  liaison  qui  en  résulte,  par  l'introduction  d'une  pression  hydro- 
statique. Les  équations  qui  déterminent  la  direction  et  la  vitesse 
de  la  vibration  contiennent  un  terme  indépendant  de  l'ellipsoïde 
de  polarisation  : 

La  force  de  liaison  aH,  [^H,  yH  est  perpendiculaire  au  plan  de 
l'onde;  cela  équivaut  à  la  seconde  hypothèse  de  Fresnel,  que  «  la 
seule  composante  efficace  de  la  force  élastique  développée  par  la 
vibration  est  la  composante  parallèle  au  plan  de  l'onde  ».  Cette 
hypothèse  est  donc  absolument  correcte.  Il  en  est  de  même,  d'a- 
près M.  Poincaré,  de  la  première  hypothèse,  que  «  la  force  élas- 
tique développée  par  une  vibration  ne  dépend  que  de  la  direction 
de  celle-ci,  et  nullement  de  la  direction  du  plan  de  l'onde  ».  La 
traduction  mathématique  est  que  l'ellipsoïde  de  polarisation  ne 
dépend  de  a,  p,  y  que  par  la  somme  a-  -h  fj-  -|-  y^  =  i ,  et,  si  l'on 
prend  les  axes  de  coordonnées  parallèles  aux  axes  de  l'ellij^soïde 
de  polarisation,  on  a 

n  =(rtA2-{-6B2  +  ^C2)(a2-f-  p2_^,^2). 

L'élimination  de  A,  B,  C,  H,  entre  les  équations  (i)  et  l'équa- 
tion 

aAH-[3BH-YC  =  o, 

qui  exprime  l'incompressibilité,  conduit,  pour  les  vitesses  de  pro- 
pagation normales  aux  ondes,  à  l'équation  même  de  Fresnel. 

Les  vibrations  sont  dans  le  plan  de  l'onde,  et  perpendiculaires 
au  plan  de  polaris.ilion. 
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On  obtient  le  même  résultat  sans  supposer  l'éther  incompres- 
sible, si  l'énergie  du  milieu  a  une  forme  telle  que  l'ellipsoïde  de 
polarisation  soit 

(   n  =(aA2-t-6B2-H  cG2)(a2  +  (32  + y^) 
^^^  i  —  2(Aa  +  Bp-H-GY)(aAa-f-6B(3  +  cGY)  =  i. 

Les  hypothèses  de  Fresnel,  si  vivement  critiquées  par  Verdet, 
paraissent  ainsi  justifiées. 

Le  premier  essai  d'une  théorie  rigoureuse  est  celui  de  Cauchy. 
L'existence  des  trois  plans  rectangulaires  de  symétrie  optique 
dans  tous  les  cristaux  permet  de  réduire  à  douze  les  coefficients 
indépendants  dans  la  fonction  II  homogène  et  du  deuxième  degré 
en  a,  (3,  y,  A,  B,  C. 

Cauchy  admet  comme  Fresnel  que  le  plan  de  vibration  est  per- 
pendiculaire au  plan  de  polarisation.  Il  reconnaît  d'abord  que,  dans 
l'hypothèse  des  forces  centrales,  les  vibrations  ne  peuvent  être  ri- 
goureusement transversales  lorsque  la  double  réfraction  existe. 
Pour  obtenir  une  coïncidence  approchée,  avec  la  théorie  de  Fres- 
nel, il  écrit  que  l'intersection  de  l'ellipsoïde  de  polarisation  parle 
plan  de  l'onde  appartient  à  l'ellipsoïde  d'élasticité  de  Fresnel;  on 
a  alors,  dans  le  cas  des  forces  centrales, 

/  n=:(rtA2  +  èB2-+-cG2)(a2-4- |32  +  y2) 

)  -  7(AaH-Ba-f-GY)(aAa-h6B3  +  c'GY) 

(  2  )  <  4 

f  -^(AaH-B!3-i-GY)2. 

La  surface  des  vitesses  normales  qu'on  en  déduit  peut  s'écarlcr 
plus  ou  moins  de  celle  de  Fresnel  suivant  la  grandeur  du  coeffi- 
cient d]  les  plus   petites  différences  sont  de  l'ordre  des  rnppoils 

a  -\- 

Dc  toute  façon,  l'onde  longitudinale  subsiste,  elle  se  propage 
avec  une  vitesse  variable  suivant  la  direction  ;  clic  est  réelle  pour 
toute  valeur  positive  de  d\  aucune  valeur  de  d  ne  peut  la  rendre 
nulle  en  tous  sens;  elle  deviendrait  imaginaire  (et  l'onde  longi- 
tudinale évanesccnte)  pour  des  valeurs  négatives  de  d  supérieures 
en  valeur  absolue  à  cinq  fois   la  plus  grande  des  t|uantités  n ,  b.c. 
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Si  l'on  renonce  à  l'hjj)oLhcse  dcslorees  eenLrales,  en  conservant 
la  relallon  de  Fresnel  cnlrc  le  plan  de  polarisation  et  le  plan  de 
vibration,  les  vibrations  peuvent  être  rigoureusement  transver- 
sales (');  rdlipsoïde  de  polarisation  est  alors 


(3) 


I 


(V/A2  -^  6P>2  +  cG2)(a2  +   p2  +  ,^2) 

—  '.^fA  a  +  B|3  +  G  y)  («A  a  -i-  />B[:i  -H  cGy) 

-l-'.i^(Aa-4-BpH-GY)2, 


de  forme  un  peu  plus  générale  que  celui  de  Fresnel  (i).  Les  vi- 
tesses des  ondes  transversales  sont  identiques  à  celles  de  Fresnel, 
mais  elles  sont  accompagnées  d'une  onde  longitudinale,  dont  la 
vitesse  de  propagation 

V2  =  2e  —  (««2  +  ^^24-072), 

réelle  si  e  est  plus  grand  cpie  a'^  h^  c\  imaginaire  au  contraiie 
si  e  est  plus  petit  que  e.  On  remarquera  le  cas  intermédiaire 
aussi  bien  pour  e  que  pour  c/,  où  la  vitesse  des  ondes  longitu- 
dinales pourrait  être  imaginaire  dans  certaines  directions,  et  réelle 
dans  d'autres. 

Enfin,  si  Ton  abandonne  l'hypothèse  des  forces  centrales,  sans 
se  préoccuper  de  la  théorie  de  Fresnel,  on  peut  reprendre  la 
question  directement  comme  Lamé  et  Neumann,  et  écrire  que  le 
milieu  peut  propager  des  vibrations  rigoureusement  transversales, 
mais  non  les  vibrations  longitudinales  dont  la  vitesse  de  propaga- 
tion est  supposée  nulle.  Dans  ce  cas,  l'ellipsoïde  de  polarisation 
est  un  cylindre  normal  au  plan  de  l'onde,  qui,  rapporté  comme 
toujours  aux  plans  de  symétrie  optique  du  milieu,  a  pour  équation 


(4) 


n  =  a(G'p  — P/Y)2-f-6(A'Y  — G'a)2+c(B'a  — A'^)2. 


Les  vitesses  de  propagation  sont  rigoureusement  les  mêmes  que 
celles  de  Fresnel;  mais  les  vibrations  A',  J3',  C  de  Neumann  et 
A,  B,  G  de  Fresnel,  qui  correspondent  à  la  même  vitesse  de  pro- 


(')  Celle  llicorie  esl  connue  en  Angleicrrc  sons  le  nom  de  seconde  lliéorie  de 
Green  (iS3i|),  (|iii    indique  un  ellipsoïde  de  [)ol;iris;ilion  id('nli(|ne  à  (3). 
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pagation,  sont  lices  par  les  relations 

A  ""  B  ~  G         ' 

et  sont  par  conséquent  perpendiculaires  l'une  à  l'autre  (^). 

Dans  les  théories  qui  précèdent,  on  ne  s'occupe  que  de  l'éther, 
et  non  de  la  matière  ordinaire,  cause  de  la  distribution  anisotrope 
de  l'éther.  En  particulier,  la  dispersion  y  est  inexplicable;  ici 
encore  on  peut  envisager  l'action  de  la  matière  à  deux  points  de 
vue  différents. 

1°  M.  Sarrau  suppose  que  Téther  reste  isotrope,  que  la  vitesse 
de  propagation  d'une  condensation  y  est  nulle,  qu'il  éprouve  de 
la  part  des  molécules  matérielles  fixes  des  actions  qui  font  varier 
périodiquement  la  densité  de  l'éther;  la  période,  variable  avec  la 
direction,  est  supposée  très  petite  par  rapport  à  la  longueur 
d'onde  (-).  Alors  la  grandeur  et  la  direction  delà  vibration  varient 


(')  Cette  théorie  de  Lamé,  Neumann  (1862)  a  été  indiquée  pour  la  première 
fois  par  Green  (1889)  et  est  connue  en  Angleterre  sous  le  nom  de  première 
théorie  de  Green. 

Dans  cette  théorie,  l'énergie  est  de  la  forme 

et  ne  dépend  que  du  changement  de  forme  d'un  parallélépipède  et  non  de  sa 
rotation.  Un  élément  de  volume  n'est  soumis  à  aucun  couple  élastique. 

Quant  aux  autres  théories,  il  est  facile  de  voir  que  les  ellipsoïdes  de  pola- 
risation   (i),  (2),   (3)    exigent    que    l'énergie    contienne   des    termes    tels    que 

X3-  -\-br\'^, Il  en  résulte  que  les  pressions  P^.^  et  P^.^.  sont  dilTérentes  et  que 

l'équation  des  moments  n'est  pas  satisfaite  pour  un  élément  de  volume  tant  que 
les  coefficients  a,b,c  sont  distincts,  c'est-à-dire  tant  qu'il  y  a  double  réfraclion. 
Ces  termes  sont  introduits  par  Cauchy,  et  aussi  par  Green,  pour  tenir  complo 
des  pressions  extérieures.  Peut-être  peuvent-ils  exister  si  l'élément  de  volume 
dont  la  déformation  reste  homogène  dans  la  théorie  de  la  lumière  est  extrême- 
ment petit  par  rapport  au  rayon  d'activité;  car,  dans  ce  cas,  la  notion  intermé- 
diaire de  pression  n'a  plus  de  sens.  Parmi  les  théories  qui  ne  font  intervenir  que 
l'éther,  celle  de  Lamé  me  paraît,  en  somme,  la  seule  qui  se  déduise  naturellement 
de  la  théorie  de  l'élasticité  des  solides. 

(•)  Dans  tout  ce  paragraphe,  on  prend  des  unités  très  petites  par  rapport  à  la 
longueur  d'onde.  Pour  éviter  de  préciser  les  unités,  il   suffirait  de  désigner  par  ;i. 

0  7j  I  l  1 

non  pas  -,^  ,  mais  une  nucFconquc  des  (luantités  — v»  7^  '  — ^  (  P-  25q)  qui  soiil  des 

nunibios  très  petits. 

liull.  des  Sciences  nutthem.,  1'  série,  t.  \lll.  (  Voùl    iSSç).)  i(j 
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aussi  périodiquement  aux  différents  points  de  l'onde  plane,  et 
c'est  l'effet  moyen  qu'il  s'agit  de  trouver.  Toute  la  difficulté  de  la 
démonstration  est  relative  à  la  recherche  de  la  force  vive  moyenne 
produite  par  une  vibration  d'amplitude  moyenne  Lq,  Mq,  Nq  ; 
rapportée  aux  axes  de  symétrie  du  milieu,  elle  est  de  la  forme 

J^2  ]\|2  1^2 

—  H — r-  -\ -'   On  retrouve  exactement  l'équation   de  Fresnel 

a  o  c  ^ 

pour  les  vitesses  de  propagation;  mais  les  amplitudes  sont  liées  à 
celles  de  Fresnel  par  les  relations 

Lo  =  Aa,         Mo=Bb,         No  =  Cc. 

Le  plan  de  vibration  est  le  même  que  celui  de  Fresnel,  mais  la 
vibration,  au  lieu  d'être  dans  le  plan  de  l'onde,  est  perpendiculaire 
au  rayon  lumineux  (  ^  ). 

Dans  l'hypothèse  de  M.  Boussinesq,  les  molécules  matérielles 
interviennent  plus  directement;  l'éther  est  encore  isotrope,  mais 
de  plus  il  reste  homogène;  la  vitesse  de  propagation  d'une  con- 
densation y  est  nulle,  mais  la  matière  ordinaire  participe  à  son 
mouvement  et,  en  première  approximation  au  moins,  produit  une 
réaction  fonction  linéaire  de  l'accélération  absolue  d'un  point 
quelconque  de  l'éther.  L'influence  de  cette  réaction  se  traduit, 
pour  un  système  d'axes  convenable,  par  une  simple  augmentation 
de  la  densité,  différente  pour  chacun  des  trois  axes  dans  les  cris- 
taux. 

En  appelant  -?   y-,   -  les  densités  fictives,  on  retrouve  identi- 
^  ^  a     b     c 

quement  les  équations  de  M.  Sarrau  pour  les  vitesses  de  propa- 
gation. 

J'ajouterai  qu'un  éther  homogène,  traité  comme  indépendant  du 
milieu  matériel,  ne  peut  pas  fournir  entre  les  vibrations  et  leurs 
vitesses  de  propagation  les  relations  de  M.  Sarrau,  si  les  déplace- 
ments ne  sont  soumis  à  aucune   liaison;  mais  il  les  donne  quand 


(')  On  remarquera  l'analogie  de  celte  théorie  et  de  la  suivante  avec  celle 
développée  par  Stokes  et  par  Lord  Rayleigh;  mais  ceux-ci,  ayant  admis  l'incom- 
pressibilité de  l'éther,  trouvaient  une  surface  d'onde  un  peu  dilTérente  de  celle 
de  l'resnel,  et  en  désaccord  avec  Texpériencc,  bien  ([ue  présentant  les  mêmes 
caractères  généraux. 
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le  milieu  est  soumis  à  la  liaison 

Ç.c    ,     ^iv    ,     ^c 
abc 

et  a  pour  ellipsoïde  de  polarisation  celui  de  Fresnel 

n  =  (aA2-f-6B2-+-cG2)(a2_|_32_t_.^2^. 

Remarquons  enfin  que  l'étlier  de  M.  Boussinesq,  quoique  très 
compressible,  est  néanmoins  supposé  homogène.  Il  n'est  guère 
admissible  que  les  réactions  de  la  matière  sur  l'élher,  assez  éner- 
giques pour  produire  la  double  réfraction,  ne  produisent  pas  en 
même  temps  la  distribution  périodique  de  la  densité  de  l'étlier 
admise  par  M.  Sarrau.  Il  faudrait  tenir  compte  à  la  fois  des  deux 
actions  et  entreprendre,  ce  qui  ne  paraît  pas  devoir  être  insur- 
montable, la  discussion  détaillée  des  hypothèses  relatives  au  mode 
d'action  de  la  matière  sur  l'étlier. 

Après  avoir  précisé  les  relations  différentielles  entre  les  vibra- 
tions de  Fresnel,  de  Lamé  et  de  M.  Sarrau,  M.  Poincaré  passe  à 
l'étude  de  la  surface  d'onde  lumineuse,  considérée  comme  enve- 
loppe des  plans  normaux  aux  rayons  vecteurs  de  la  surface  des 
vitesses  normales.  Il  termine  en  montrant  que  le  rayon  vecteur  de 
la  surface  d'onde  est  bien  la  direction  de  propagation  de  la  lumière. 
Il  étudie  pour  cela  une  onde  plane  dont  l'intensité  n'est  pas  uni- 
forme et  cherche  la  direction  des  lignes  de  propagation  de  l'in- 
tensité. 

Cristaux  hémièdres.  —  Les  théories  précédentes  rendent 
compte  de  la  double  réfraction  d'une  lumière  homogène;  mais 
une  nouvelle  approximation  est  nécessaire  pour  rendre  compte 
de  la  polarisation  rotatoire  et  de  la  dispersion.  L'étude  de  la  dis- 
persion dans  les  cristaux  est  laissée  de  côté.  La  théorie  de  la  jiola- 
risation  rotatoire  est  abordée  seulement  dans  un  cas  particulier, 
objet  des  travaux  de  JNeumann  et  de  Mac  Cullagii.  On  admet  que 
le  rôle  de  la  matière  se  réduit  à  déterminer  le  genre  de  svmélric 
de  l'étlier.  Quand  le  cristal  n'a  pas  de  centre  de  symétrie,  l'élher 
n  en  a  pas  non  plus,  mais  reste  homogène;  les  nouveaux  phéno- 
mènes sont  dus  à  ce  que  les  distances  moléculaires  ne  sont  pas  assez 
pelites   par  rapj)()rl   aux  longueurs   iToiide    poiii'   (jii On    puisse   se 
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contenter  des  expressions  de  Ç,  Tj,  Ç  linéaires  par  rapport  aux 
distances  moléculaires.  Alors  l'énergie  est  une  fonction  des  déri- 
vées de  tous  ordres  de  ^,  Tj,  (^  en  .r,  y,  z  qui  peut  introduire  dans 
les  équations  du  mouvement  les  dérivées  d'ordre  impair  quand  il 
n'y  a  pas  de  centre  de  symétrie.  Enfin  on  suppose,  comme  Lamé, 
que  l'éther  est  incompressible  et  que  la  troisième  vitesse  de  pro- 
pagation est  nulle.  M.  Poincaré  montre  comment  une  onde  plane, 
orientée  arbitrairement,  a  deux  vitesses  de  propagation  différentes, 
qui  correspondent  toujours  à  deux  vibrations  elliptiques  sem- 
blables, de  rotations  inverses,  et  orientées  à  angle  droit.  Mais  il 
n'aborde  pas  l'examen  de  la  forme  de  la  surface  d'onde  corres- 
pondante, comparée  à  celle  de  Fresnel.  Une  hypothèse  différente 
a  été  développée  par  M.  Briot  dans  son  essai  sur  la  théorie  de  la 
lumière,  et  étudiée  complètement:  malheureusement  les  calculs 
sont  d'une  extrême  complication.  M.  Potier  a  réussi  à  en  donner 
une  exposition  notablement  plus  simple,  à  laquelle  M.  Poincaré 
renvoie. 

Chap.  VII  (p.  018-378).  RéJJexion  et  réfraction.  —  Toute  la 
difficulté  de  la  théorie  de  la  réflexion  à  la  surface  de  séparation  de 
deux  substances  transparentes  réside  dans  le  choix  des  conditions 
de  continuité  à  travers  la  surface  de  séparation.  PYesnel,  Neumann 
et  Mac  Gullagh,  Gauchy,  ont  choisi  des  conditions  différentes, 
qui  peuvent  toutes  être  mises  en  harmonie  avec  les  résultats  de 
l'expérience,  par  un  choix  convenable  de  l'orientation  relative  des 
plans  de  vibration  et  de  polarisation,  et  par  des  hypothèses  auxi- 
liaires sur  la  rapidité  du  changement  d'état,  ou  sur  les  propriétés 
de  chacun  des  deux  milieux  relativement  aux  ondes  longitudinales. 

M.  Poincaré  expose  d'abord  la  théorie  de  Fresnel,  et  montre 
que  la  plupart  des  objections  auxquelles  elle  paraissait  sujette 
peuvent  être  levées.  Les  hypothèses  ont  toutes  une  signification 
cinématique  nette,  et,  en  particulier,  la  discontinuité  de  la  com- 
posante du  déplacement  normale  à  la  surface  de  séparation  peut 
se  rencontrer  comme  conséquence  d'une  théorie  rigoureuse,  en 
supposant  que  la  variation  de  densité  de  l'éther  à  travers  la  surface 
se  fait  dans  une  épaisseur  très  petite  par  rapport  à  la  longueur 
d'onde,  quoique  finie.  La  polarisation  elliptique  par  réflexion  se 
produit  dès  que  l'épaisseur  de  la  couche  variable  n'est  pas  né^li- 
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geable  devant  la  longueur  d'onde.  Malgré  tout,  cette  théorie  de 
Fresnel  n'est  point  en  harmonie  avec  sa  théorie  de  la  double  ré- 
fraction. 

La  théorie  de  Neumann  est  exposée  surtout  en  mettant  en  évi- 
dence ses  relations  avec  la  théorie  de  Fresnel  ;  toutes  les  conditions 
de  continuité  sont  satisfaites  sans  aucune  hypothèse  complémen- 
taire; mais  le  plan  de  polarisation  contient  la  vibration  (^).  Enfin 
dans  la  théorie  de  Cauchj,  toutes  les  conditions  de  continuité  ci- 
nématique sont  satisfaites,  grâce  à  la  présence  d'une  onde  longitu- 
dinale évanescente  le  long  de  la  surface  de  séparation,  tout  en 
conservant  le  plan  de  polarisation  perpendiculaire  à  la  vibration^ 
elle  rend  naturellement  compte  de  la  polarisation  elliptique  pai 
réflexion,  sans  en  expliquer  toutes  les  circonstances. 

Le  Chapitre  se  termine  par  des  indications  sur  les  théories  de 
Mac  CuUagh  et  de  M.  Sarrau,  relatives  à  la  réflexion  cristalline, 
et  un  rapide  aperçu  sur  la  propagation  de  la  lumière  dans  les  mi- 
lieux fortement  absorbants  et  sur  la  réflexion  métallique. 

Ghap.  VIII  (p.  378-897).  Aberration  astronomique,  —  Après 
avoir  exposé  les  faits  d'expérience  et  les  vues  de  Fresnel  sur  leur 
explication  probable,  M.  Poincaré  indique,  d'après  M.  Bous- 
sinesq,  une  théorie  élastique  qui  en  rend  compte.  Dans  la  théorie 
de  la  dispersion  de  M.  Boussinesq,  les  hvpothèses  fondamentales 
sont  que  la  densité  et  l'élasticité  de  l'éther  restent  les  mêmes 
dans  un  milieu  pondérable  que  dans  le  vide,  mais  qu'il  y  a  action 
mutuelle  de  la  matière  pondérable  et  de  l'éther.  Les  équations  qui 
traduisent  ces  hypothèses  sont,   pour  les  milieux  immobiles, 


qui  donnent,  pour  la  vitesse  dans  le  vide,  4/  -  et  dans  le  milieu,  en 


1^ 


upposant  M  très  grand,  4/  — La  partie  principale  de  l'indice, 


(')  M.  Poincaré  signale  (p.  V\^)  une  diiTcrence  entre  la  théorie  de  Kresnel  et 
celle  de  Neumann  pour  l'intensité  de  la  lumière  réfractée  prise  dans  le  milieu  ré- 
fringent. Cette  diiïércnce  tient  uniijuemcnt  à  ce  que  dans  la  théorie  de  l'resncl  il 
aurait  fallu  prendre  la  force  vive  cl  non  le  carré  (h'  l'anipliludc  pour  délinir  l'in- 
l'-nsilé  réfracléc  (§  5(5,  p.  67). 
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celle   qui   est    indr pendante   de    la   couleur,   a    ainsi    pour    valeur 

Dans  le  cas  où  le  milieu  pondérable  est  en  mouvement,  on  peut 
admettre,  comme  fait  d'expérience,  que  les  réactions  de  l'éther 
sont  nulles  lorsque  le  corps  se  meut  sans  déformation;  lorsque  le 
corps  vibre,  tout  en  ayant  un  mouvement  d'ensemble,  les  actions 
mutuelles  dépendent  seulement  de  l'écart  ^^,  Yj,,  Ç,  de  la  molécule 
du  corps  dont  la  position  d'équilibre  passe  actuellement  par  le 
point  ^,  j%  z.  En  un  mot,  M.  Boussinesq  admet  que  les  actions 
mutuelles  ne  dépendent  que  de  la  distribution  actuelle  des  dépla- 
cements autour  du  point  étudié.  Elles  ont  alors  pour  valeur  au 
point  (x^  j',  ^),  à  chaque  instant,  M(^  • —  ç,),  M{'/]  — r,,), 
M(t^  —  Çi)'  ^1'  ^*''  ?'  sont  des  fonctions  de  JO^j'^  z  et  de  ^,  et 
l'accélération  efFective  du  point  auquel  ces  écarts  se  rapportent 
actuellement  doit  être  évaluée  en  tenant  compte  du  déplacement 
de  la  position  d'équilibre.  Appelant  u,  v,  iv  la  vitesse  avec  laquelle 
la  position  d'équilibre  passe  au  point  x^y^  z,  on  a 

dx 


dy  dt  àz  ôt  dx^ 

d-^'çi  ^^çi  à'-'zi  à^h 


D^i        dl, 

Dt          dt 

puis 

ôl, 

àl^ 

^  -r- 

-f- 

w  ~ 

ôy 

àz 

ôy-  ôz'*-  dy  dz  dx  dz  dx  dy 

On  peut  d'ailleurs  négliger  les  carrés  et  les  produits  des  com- 
posantes de  la  vitesse  u^  r,  w^  qui  reste  toujours  très  petite.  Les 
équations  relatives  au  corps  pondérable  deviennent  ainsi 

^    '  ^\dV^  dxdt  Oydt  dz  dt  J  ^^       ^^ 

On  élimine  M  par  addition,  et  l'on  a 

^  dt^         ^    \df^  dxdt  dydt  dz  dt  J       '    \    ^        dx  ) 

Enfin  on  supposera  encore  que  le  produit  M(^ —  ii)  ^  ""^  ^^' 
leur  finie,  M  étant  itrès  'grand  (comme  pour  la  théorie  de  la  dis- 
persion), et  qu'on  a  une  première  approximation  satisfaisante  en 
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r)renant  z,^  =  ?.  L'équation  à  intégrer  devient 

à^'r                           d^'ç                             d^'ç                              d^l  [  ^^  d^\ 

(P  +  Pi)  T-T   -h  2?^pi ^ h  2  4^  Pi ^ h  IWpi  -T =    a      Aç  —    -T-       • 

Sans  passer  par  les  équations  générales,  M.  Poincaré  a  traité,  à 
litre  d'exemple,  le  cas  d'une  onde  plane  normale  à  l'axe  des  z^  le 
milieu  étant  animé  d'un  mouvement  normal  à  l'onde  :  X^^u^v  sont 
nuls,  et  ^,  71  ne  dépendent  que  de  z.  L'intégration  se  fait  sans 
difficulté,  et  l'on  trouve,  conformément  aux  expériences  de  Fizeau 
et  de  Michelson,  que  la  vitesse  de  propagation  de  la  lumière  dans 

le  milieu  est  aus^mentée  de  w — — —  ou  pp(  i r  )• 

^  p  +  pi  \         'i-/ 

La  valeur  de  n-  ici  introduite  est  la  constante  de  la  formule  de 
dispersion.  M.  Poincaré  ajoute  que,  d'après  les  expériences,  la 
valeur  de  n  que  contient  la  formule  est  celle  relative  à  la  couleur 
considérée  et  qu'aucune  théorie  n'est  satisfaisante  à  cet  égard  ('). 
C'est,  je  crois,  s'exagérer  la  précision  dont  ces  expériences  sont 
susceptibles.  Ni  les  expériences  de  M.  Fizeau  ni  celles  de  M.  Mi- 
chelson  sur  l'entraînement  de  l'éther  ne  permettent  une  telle  affir- 
mation; la  limite  de  précision  de  ces  dernières  était  environ  0,0 1, 
c'est-à-dire  la  dispersion  de  l'eau  du  rouge  au  violet  extrême. 
L'expérience  avec  une  lunette  pleine  d'eau  ne  comporte  pas  plus 
de  précision  :  les  expériences  de  M.  Hirst  (iS^S)  laissent  subsister 
des  écarts  d'une  demi-seconde,  c'est-à-dire  de  ^  environ. 

Nous  conclurons  donc,  contrairement  à  M.  Poincaré  :  il  faut 
donner  à  l'indice  /?,  qui  entre  dans  la  formule  de  Fresnel,  une  va- 
leur correspondant  à  peu  près  aux  radiations  lumineuses;  aucune 
expérience  ne  nous  renseigne  jusqu'à  présent  sur  l'influence  de  la 
couleur.  La  théorie  proposée  dans  l'Ouvrage  de  M.  Poincaré  paraît 
tout  à  fait  satisfaisante. 


(')  Ce  qu'ont  montré  les  expériences  de  M.  Mascarl,  c'est  quelque  chose  de  très 

durèrent.  Dans  la  formule  complète   V-i-(v(i ■\-,   il   faut  prendre  pour  V  la 

vitesse  de  propagation  relative  non  pas  à  la  longueur  d'onde  réelle  du  mouvement 
lumineux,  mais  à  la  longueur  d'onde  apparente  dans  le  milieu  mobile.  Cette  cir- 
constance parait  d'ailleurs  d'accord  avec  la  théorie  de  ÎNI.  Boussinesq  {Comptes 
rendus  des  séances  de  I  Académie  des  Sciences,  t.  lAXIV  et  lAWl:  1872). 
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Conclusions.  —  Les  conclusions  de  M.  Poincaré  sont  louL  à  fait 
agnostiques.  Des  tliéories  dont  le  point  de  départ  est  fort  diflérent 
conduisent  aux  mêmes  lois  numériques  pour  les  phénomènes  prin- 
cipaux. La  raison  mathématique,  c'est  que  les  équations  sont  li- 
néaires ;  si  elles  admettent  pour  solution  ç,  y^,  Ç,  elles  admettront 

aussi  pour  solution  ?,=.-_  ^_,  -,,  ^  ___,„  ^  ^  _  _i, 

et  bien  d'autres  combinaisons  encore.  Si  (^,  v),  Ç)  est  la  vibration  de 
Fresnel,  perpendiculaire  au  plan  de  polarisation,  (^,,  t],,  Ç,)  est 
celle  de  Neumann,  parallèle  au  plan  de  polarisation. 

La  polarisation  par  diffraction  semblait  pouvoir  permettre  de 
décider  entre  les  deux  théories.  «  Mais  certainement,  dit  M.  Poin- 
caré, les  calculs  étaient  inexacts.  »  Les  expériences  n'ont  d'ailleurs 
jamais  pu  être  faites  dans  des  conditions  décisives;  en  particulier, 
dans  les  très  intéressantes  expériences  de  M.  Gouy,  la  source  et  le 
point  observé  sont  trop  près  du  bord  de  l'écran  pour  que  les 
calculs  ordinaires  de  diffraction  soient  applicables. 

C'est  l'affirmation  théorique  de  M.  Poincaré  sur  laquelle  je  me 
permettrai  de  présenter  quelques  observations.  Dans  la  théorie  de 
la  réflexion,  ou  de  la  double  réfraction,  on  peut  obtenir  l'accord 
avec  l'expérience  en  partant  de  l'une  ou  l'autre  des  deux  hypo- 
thèses sur  la  position  du  plan  de  polarisation  et  de  la  vibration, 
mais  c'est  parce  qu'il  reste  des  hypothèses  disponibles  sur  la  den- 
sité et  l'élasticité  de  l'éther.  Rien  de  pareil  dans  la  théorie  de  la 
diffraction.  Tout  se  passe  dans  un  milieu  unique;  l'état  vibratoire 
au  delà  de  l'ouverture  est  entièrement  déterminé  par  l'état  vibra- 
toire dans  le  plan  de  l'ouverture;  il  ne  reste  rien  d'arbitraire  dans 
le  résultat  du  calcul.  Ce  résultat  le  voici  :  Prenons  comme  ligne 
de  repère  la  normale  au  plan  de  diffraction,  c'est-à-dire,  au  plan 
du  rayon  incident  et  du  rayon  diffracté  que  l'on  observe,  et  con- 
sidérons deux  vibrations  incidentes  situées  dans  deux  plans  rec- 
tangulaires, à  dz  45^  de  la  normale  au  plan  de  diffraction.  Après  la 
diffraction,  toutes  deux  se  sont  rapprochées  de  la  normale  au  plan 
de  diffraction,  le  plan  de  la  vibration  a  tourné  pour  l'une  dans  un 
sens,  pour  l'autre  en  sens  opposé.  Tel  est  le  résultat  de  la  théorie 
approchée  donnée  au  Chapitre  IV.  Si  ce  résultat  est  exact,  c'est- 
à-dire  si  l'angle  de  rotation  n'est  pas  rigoureusement  nul,  il  permet 
de  choisir  entre  les  deux  théories:  Si  lo  plan  de  polarisation  est 
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parallèle  au  plan  de  vibration  (Neiimann),  l'angle  aigu  du  plan  de 
polarisation  avec  la  normale  au  plan  de  diffraction  diminue  par  la 
diffraction.  Il  augmente  au  contraire  si  le  plan  de  polarisation  est 
normal  à  la  vibration  (Fresnel).  L'expérience  est  difficile  à  faire  à 
cause  de  la  petitesse  de  l'effet  à  mesurer;  mais  il  me  semble  que, 
si  l'on  réussit  à  la  faire  en  ne  faisant  intervenir  que  la  diffraction 
par  des  écrans  noirs,  elle  sera  décisive. 

On  peut  aussi  recourir  à  la  comparaison  des  intensités  de  lu- 
mières diffractées  dans  la  même  direction,  et  provenant  de  vibra- 
tions, l'une  parallèle,  l'autre  perpendiculaire  au  plan  de  diffraction. 
Les  expériences  connues  sont  plutôt  favorables  à  l'hypothèse  de 
Fresnel. 

La  question  peut  encore  se  poser  autrement  :  Les  vibrations 
transversales  i,  r^^  Ç  sont  nécessairement  accompagnées  de  rota- 
tions élémentaires  ^^.  —  7j^,  ...,  également  transversales,  mais 
perpendiculaires  aux  vibrations.  Le  plan  de  polarisation  est-il  pa- 
rallèle aux  vibrations  (Neumann)  ou  aux  rotations  qui  les  accom- 
pagnent (Fresnel)?  C'est  sous  la  même  forme  que  la  question  se 
pose  dans  la  théorie  électromagnétique  de  la  lumière.  Le  plan  de 
polarisation  est-il  parallèle  à  la  force  magnétique  ou  à  la  force 
électromotrice?  Et  l'on  peut  imaginer  une  forme  d'expérience,  que 
je  me  réserve  de  décrire  ailleurs,  bien  que  nos  moyens  d'observa- 
tion manquent  encore  de  sensibilité,  pour  attaquer  la  question 
ainsi  posée. 

Je  crois  donc  qu'on  est  là  en  présence  d'un  problème,  non  pas 
insoluble,  mais  seulement  non  encore  résolu. 

De  même,  les  diverses  théories  de  la  dispersion  et  de  la  double 
réfraction  ne  resteront  pas  au  même  plan  pour  le  physicien,  après 
la  lecture  de  ce  Livre.  J^'une  d'elles,  c'est  du  moins  mon  impres- 
sion, passera  nettement  au  premier  plan,  c'est  celle  qui  fait  inter- 
venir directement  les  actions  mutuelles  du  corps  pondérable  et  de 
l'éther  du  vide,  mais  à  la  condition  d'exprimer  complètement  ces 
actions  mutuelles.  Pour  la  dispersion,  un  travail  tout  récent  de 
]NL  (^.arvallo  montre  que   la  formule  à  trois  constantes  seulement 

—  =z  a -\- '. h  <"À-    reprc'sente    exactement    (\q<>    expériences    de 

n-  A-  ^  *■ 

M.  Langlev  sur  \v.  sel  gemme  depuis  la  longueur  (ronde  de  ^-^  do 
milliinèlre  iuscpTà  rcxli-éuH^  violet,  rdhûi  *^*'  millinièl  re.  l\Ile  salis- 
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fait  de  même  aux  mesures  sur  les  radiations  lumineuses  et  ultra- 
violettes des  substances  peu  absorbantes,  et  les  indications  de 
Retteler,  de  Selmeyer,  d'Helmholtz  montrent  que  le  développe- 
ment de  la  même  idt'^e  fondamentale  conduit  nécessairement  à  l'ex- 
plication de  la  dispersion  anormale.  Enfin  elle  conduit  directe- 
ment à  l'explication  de  l'aberration  astronomique. 

La  théorie  de  la  périodicité  de  distribution  de  l'éther  semble 
pouvoir  rendre  compte  du  terme  en  X^  et  même  de  la  dispersion 
anomale,  par  un  simple  changement  dans  les  hypothèses  relatives 
à  l'ordre  de  grandeur  des  rayons  d'activité  et  des  distances  molé- 
culaires. Quant  à  l'aberration,  peut-être  pourrait-on  l'expliquer  en 
regardant  l'excès  périodique  de  densité  sur  l'éther  du  vide  comme 
se  propageant  avec  le  solide,  entraînée  par  son  mouvement.  Mais 
les  calculs  semblent  devoir  être  inextricables,  et  les  constantes 
des  formules  définitives  seront  indépendantes,  tandis  que  dans 
l'autre  théorie  elles  ont  entre  elles  des  relations  susceptibles  de 
contrôle.  En  outre,  il  restera  toujours  à  se  demander  :  Quelles 
sont  les  conditions  d'équilibre  de  l'éther  à  la  limite  de  deux  corps 
différents?  Quelles  sont  les  conditions  de  stabilité  de  l'équilibre? 

Mes  préférences  sont  fondées,  comme  on  voit,  sur  d'autres  rai- 
sons que  la  neutralité  de  M.  Poincaré.  En  me  plaçant  à  son  point 
de  vue,  je  tombe  d'accord  avec  lui,  que  toutes  ces  théories  sont  à 
peu  près  équivalentes  quant  à  l'explication  numérique  des  faits. 
On  ne  m'étonnerait  même  que  médiocrement  si  l'on  me  montrait 
un  jour  une  théorie  numériquement  satisfaisante  fondée  sur  l'iiy- 
pothèse  de  l'émission. 

Tous  ceux  qu'intéressent  les  théories  de  l'Optique  liront  cet 
Ouvrage  avec  fruit.  Du  rapprochement  des  divers  points  de  vue, 
ceux  mêmes  qui  croyaient  connaître  ces  théories,  pour  les  avoir 
étudiées  isolément,  verront  surgir  de  nouvelles  questions;  car,  s'il 
n'est  presque  pas  un  Chapitre  qui  n'ajoute  à  nos  connaissances,  il 
n'en  est  pas  un  non  plus  qui  ne  suggère  de  nouvelles  recherches. 

Il  paraît  que  le  Cours  du  second  semestre  Su/'  la  tJiéoric  élec- 
tromagiiélique  de  la  lumière  est  sous  presse.  Nous  l'attendrons 
avec  impatience,  car  il  ne  peut  manquer  d'être  plus  instructif 
encore  que  le  Volume  actuel.  M.  Bu. 
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SAÏNT-GERMAIN  (A.  de).  —  Recueil  d'Exercices  sur  la  Mécanique  ra- 
tionnelle, A  l'usage  des  candidats  a  la  licence  et  a  l'agrégation  des 
Sciences  mathématiques.  Nouvelle  édition,  entièrement  refondue,  i  vol. 
in-8°;  x-56o  p.  Paris,  Gauthier-Villars  et  Fils,  1889  (O- 

Nous  sommes  heureux  d'annoncer  la  seconde  édition  du 
Recueil  d' E xercices  sur  la  Mécanique  de  M.  de  Saint-Germain. 
Cet  excellent  Livre,  encoi'e  amélioré,  continuera  de  rendre  les  plus 
grands  services  aux  candidats  à  la  Licence  et  à  l'Agrégation  des 
Sciences  mathématiques.  L'un  des  principaux  avantages  de  l'en- 
seignement de  la  Mécanique  rationnelle,  tel  qu'il  est  constitué 
dans  nos  Facultés,  est  de  fournir  aux  étudiants  l'occasion  de  se 
familiariser,  par  de  nombreuses  applications,  avec  les  méthodes 
du  Calcul  intégral,  avec  la  discussion  des  formules  et  leur  traduc- 
tion géométrique  ou  mécanique.  A  ce  résultat  si  essentiel,  les  pro- 
blèmes classiques,  traités  par  le  professeur  dans  son  cours,  ne 
suffisent  point  :  il  en  faut  d'autres  sur  lesquels  l'étudiant  s'exerce 
lui-même;  mais  un  recueil  d'énoncés  risquerait  de  rebuter  un  dé- 
butant, peu  habile  à  mettre  les  problèmes  en  équation,  peu  habitué 
à  en  discuter  la  solution.  Sur  ces  deux  points,  le  Livre  de  M.  de 
Saint-Germain  lui  fournit  les  renseignements  désirables,  et  les 
meilleurs  modèles. 

Nous  ne  reviendrons  pas  surl'analjse  de  l'Ouvrage,  dont  le  plan 
n'a  pas  été  changé.  Disons  seulement  que  cette  seconde  édition  est 
grossie  d'une  centaine  de  pages,  bien  que  certains  développe- 
ments théoriques,  relatifs  aux  équations  d'Euler,  de  Lagrange, 
d'Hamilton,  etc.,  aient  pu  être  supprimés  sans  inconvénient,  en 
raison  de  la  publication  d'Ouvrages  récent  sou  de  progrès  réalisés 
partout  dans  l'enseignement.  C'est  dire  que  le  nombre  des  pro- 
blèmes traités  ou  simplement  énoncés  a  été  considérablement  aug- 
menté. 

Quelques  indications  théoriques  nouvelles  ont  été  aussi  intro- 
duites :  nous  signalerons  celles  qui  scrapportent  à  l'équilibre  asia- 
tique, aux  conditions,  données   par  Diriclilet,  pour  (pi'unc  fonc- 


(  ')   \'oir  fiiillctiii,  1^,  |).   i()(i. 
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lion  soil  un  potentiel,  aux  lierpolliodies,  au  gyroscope  de  Fou- 
cault. Parmi  les  problèmes  nouveaux  figurent  les  questions  de 
Mécanique  qui  ont  été  proposées  aux  examens  d'agrégation  depuis 
la  publication  de  la  première  édition.  Pendant  la  plus  grande  par- 
lie  de  cette  période  de  temps,  M.  de  Saint-Germain  était  membre 
du  jury  d'examen,  et  l'on  peut  supposer,  sans  trop  d'invraisem- 
blance, que  c'est  lui  qui  a  donné  la  plupart  des  sujets  de  compo- 
sition sur  la  Mécanique  rationnelle.  Le  lecteur  pourra  juger,  par 
le  choix  de  ces  questions,  du  soin  que  l'auteur  apportait  dans  ces 
délicates  et  difiîciles  fonctions.  J.  T. 
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LORIA  (G.)-  —  DiK  HAUPTSAciiLicHSïEN  Theorien  der  Geometrie  in  iiirer 

FRUHEREN  UND  HEUTIGEN   EXTWICKELUNG.  HlSTOlUSCHE  ^loXOGRAPHIE.  Ulltcr 

Benutzung  zahlrcicher  Zusatze  und  Verbesserungen  seitens  des  Verfassers 
ins  Deutsche  uberLragcn  von  F.  Sc/iàtte,  mit  einem  Vorworte  von  Professor 
R.  Sturm.  i  vol.  in-S",  iv-i3';>.  p.  Leipzig,  Teiibner,  188H. 

Le  travail  de  M.  (jino  Loria  avait  paru  dans  le  XXX VHP  Vo- 
lume de  la  seconde  série  des  Mémo  rie  délia  Reale  Accademia 
délie  Scienze  di  Torino ;  M.  Scliiitte  a  rendu  un  véritable  ser- 
vice en  l'en  détachant  et  en  le  traduisant,  d'autant  que  l'auteur 
a  pu  profiter  de  cette  occasion  pour  perfectionner  et  compléter 
son  œuvre  sur  plusieurs  points. 

Sous  cette  forme,  la  monographie  de  M.  Loria  a  sa  place  mar- 
quée dans  toutes  les  bibliothèques  mathématiques;  et  l'on  ne 
manquera  point  de  la  consulter  avant  d'entreprendre  l'étude 
d'une  branche  quelconque  de  la  Géométrie  ou  de  commencer  des 
recherches  sur  un  sujet  déterminé.  La  richesse  des  renseigne- 
ments bibliographiques  qu'elle  contient  est  en  effet  merveilleuse, 
et,  à  en  juger  par  les  quelques  points  sur  lesquels  nous  avons  pu 
l'étudier,  ces  renseignements  sont  aussi  complets  qu'il  est  possible. 
En  outre,  M.  Loria  a  indiqué,  çà  et  là,  quelques  points  où  les 
théories  actuelles  auraient  besoin  d'être  complétées  :  ces  indica- 
tions seront  sans  doute  bien  accueillies  des  travailleurs. 

On  conçoit  que  le  Livre  de  M.  Loria,  qui,  le  plus  souvent,  se 
réduit  à  une  nomenclature  de  noms  d'auteurs  et  de  titres  de  Mé- 
moires, se  refuse  à  toute  analyse.  Il  faut  se  borner  à  le  recomman- 
der. Voici,  toutefois,  la  Table  des  matières,  qui  donuera  quelque 
idée  de  l'ordre  adopté  par  l'auteur. 

J.  La  Géométrie  avant  le  milieu  du  \i\"'  siècle. 
IL   Théorie  des  courbes  planes. 
IIL  Théorie  des  surfaces. 

IV.  Recherches  sur  la  forme  des  courbes  et  des  surfaces.  Gi'o- 
métrie  numérique. 

V.  Théorie  des  courbes  à  double  courbure. 
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VI.  Reprt'sciilaliuns,  corrcspondajiccs,  Iransformalions. 

Vir.  Géométrie  des  droites. 

\  III.  Géométrie  non  euclidienne. 

IX.  Géométrie  à  /?  dimensions.  Conclusion.  J.  T. 


MELAxM(iES. 

SUR  UNE  MÉTHODE  GÉNÉRALE  DE  LA  GÉOMÉTRIE  QUI  FORME  LE  LIEN 
ENTRE  LA  GÉOMÉTRIE  SYNTHÉTIQUE  ET  LA  GÉOMÉTRIE  ANALY- 
TIQUE; 

Pau  m.  Ferdinand  CASFAI^V. 

Dans  deux  Mémoires,  dont  l'un  (^)  est  inséré  au  tome  G  du 
Journal  de  M.  Kroiiecker  et  l'autre  au  tome  XI  de  ce  Bulletin, 
j'ai  établi  un  théorème  général,  relatif  à  la  génération  des  courbes 
en  espace  et  j'y  ai  proposé,  en  outre,  de  nouvelles  générations  et 
propriétés  des  cubiques  gauches. 

La  méthode  employée  dans  ces  deux  Mémoires  y  est  expli- 
quée sous  une  forme  purement  géométrique;  mais  je  me  suis  déjà 
permis  de  faire  remarquer  dans  les  préambules  qu'elle  repose  sur 
des  principes  tout  à  fait  algébriques. 

Le  présent  Mémoire  est  consacré  à  l'exposition  de  ces  principes 
et  au  développement  d'une  méthode  générale  de  la  Géométrie  qui 
est  basée  sur  eux  et  qui  forme  le  lien  entre  la  Géométrie  synthé- 
tique et  la  Géométrie  analytique. 

Les  principes  dont  il  s'agit  sont  dus  au  génie  de  Cauchy  et  de 
M.  H.  Grassmann.  L'illustre  académicien  de  Paris  les  a  proposés 
dans  plusieurs  Mémoires  des  plus  importants  et  il  les  a  appliqués 
à  de  nombreuses  questions  d'Analyse,  d'Algèbre,  de  Géométrie 
et  de  Mécanique  (-).  Le  célèbre  géomètre  de  Stettin  les  a  expli- 


(')  l*our  ce  ÏMérnoirc  on  pourrait  consulter  l'exposition  élégante  que  M.  Car- 
vallo  en  a  donnée  dans  le  tome  XV  du  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de 
France. 

(')  Voir  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XXXVI, 
p.  70,  75,  129  et  iGi;  t.  XLII,  p.  3G6. 

Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  mathéniaiique.  l.  III,  p.  i37  et  3o5; 
l    IV.  p.  5  et  356. 
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qués,  en  toute  leur  généralité,  dans  nn  Ouvrage  magistral  intitulé  : 
Die  Ausdehnungslehie  (Berlin,  1844?  2^  édition,  1862),  qui  n'est 
pas  encore  estimé  comme  il  le  mériterait.  Dans  quelques  Mémoires 
faisant  partie  du  Journal  de  d'elle,  M.  Grassmann  a  déduit, 
comme  conséqnences  immédiates  de  ses  principes,  des  généra- 
tions ingénieuses  des  courbes  planes  et  des  surfaces,  dont  celles 
relatives  aux  surfaces  du  troisième  ordre  sont  devenues  les  plus 
connues. 

Le  Mémoire  actuel  est  divisé  en  trois  Parties.  Dans  la  première 
Partie  je  propose,  pour  l'espace  ordinaire,  la  notion  de  produit 
extérieur  et  son  application  en  Géométrie,  notion  qui  établit  le 
lien  entre  la  Géométrie  synthétique  et  la  Géométrie  analytique. 
Au  moyen  de  quelques  formules,  déduites  d'une  part  comme 
applications  de  la  théorie  exposée,  j'établis,  d'autre  part,  dans 
la  deuxième  Partie  de  ce  Mémoire,  des  théorèmes  relatifs  à  la 
génération  des  surfaces,  des  complexes,  des  courbes  gauches  et 
des  congruences  de  droites.  Après  avoir  montré,  par  quelques 
exemples,  que  l'on  peut  transformer  rapidement  en  des  formules 
de  la  Géométrie  analytique  les  produits  extérieurs,  même  les  plus 
compliqués,  je  propose  encore  une  méthode  pour  exprimer, 
au  moyen  de  paramètres,  les  coordonnées  d'une  courbe  gauche, 
représentée  par  un  produit  extérieur. 

Dans  la  troisième  Partie  se  trouve  la  généralisation  des  notions 
et  des  résultats  qui  ont  été  donnés  dans  les  Parties  précédentes. 
En  me  plaçant  à  un  point  de  vue  algébrique,  j'explique  la  notion 
générale  de  produit  extérieur  et  celle  de  complément;  j'indique 
que  l'on  en  peut  déduire  une  théorie  simplifiée  des  déterminants, 
et  je  montre  que  les  idées  proposées  trouvent  une  de  leurs  inter- 
prétations au  moyen  de  la  Géométrie  à  /^  dimensions.  En  termi- 
nant, je  touche  enfin  la  notion  de  produit  intérieur  et  son  applica- 
tion aux  relations  métriques  de  la  Géométrie. 

La  méthode  que  je  vais  proposer  offre  plusieurs  avanlag(\s. 

D'abord  elle  s'adapte  très  bien  à  (outos  les  questions  de  \a  Géo- 
métrie synthétique  et  permet  d'examiner  aisément  des  problèmes 
qui,  étudiés  par  une  autre  méthode,  offrent  de  plus  grandes  diffi- 
cultés (').   De   plus   cette  mi'thode  introduit    dans   la  Gc'oivK'trie 


(')    Au   moyen   de  cette   nicliiofle  j'ai   houvr  une  con.slniclion   très  simple  du 
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svnlliéLic|uc  un  calcul  simple,  pour  ainsi  dire,  une  analj'sc  géomé- 
trique dont  les  formules  bien  concises  se  transforment  tout  de 
suite  en  des  formules  de  la  Géométrie  analytique. 

Dès  lors  cette  méthode  rattache  l'intuition  au  calcul  :  elle  fait 
entrer  aussi  dans  le  domaine  de  l'Algèbre  et  de  l'Analyse  les  décou- 
vertes dues  à  Chasles,  Poncelet,  Steiner,  à  MM.  Cremona,  Dar- 
boux,  Hauck,  de  Jonquières,  Mannheim,  Reje,  Schroler,  Sturm, 
Veronese,  Zeuthen  et  à  d'autres  géomètres  qui  ont  enrichi,  parleurs 
recherches,  la  Géométrie  synthétique.  Du  reste,  cette  méthode 
transforme  les  résultats  de  la  Géométrie  synthétique  en  des  iden- 
tités algébriques  qui  s'appliquent,  avec  succès,  dans  toutes  les 
autres  parties  des  Mathématiques. 

I. 

PRODUITS  EXTÉRIEURS.  LEURS  APPLICATIONS  EN  GÉOMÉTRIE  DE  l'eSPACE  ORDI- 
NAIRE. LIEN  QU^ILS  ÉTABLISSENT  ENTRE  LA  GEOMETRIE  SYNTHÉTIQUE  ET 
LA     GÉOMÉTRIE     ANALYTIQUE. 

1.  Soient  P,  Q,  R,  s  quatre  points  quelconques  dans  l'espace 
et  Pi,  Qi,  R/,  S/  (/  =  1 ,  2,  3,  4)  leurs  coordonnées  homogènes  par 
rapport  à  un  tétraèdre  de  référence.  En  désignant  par  E^^^,  E^^\ 
]7(3)^  E(4)  quatre  expressions  auxiliaires  dont  je  vais  développer  la 
nature  et  les  propriétés,  je  dis  que  les  formes 

/  P  =  Pi  E(i)  -f-  Pa  E(2)  +  P3  E(3)  +  P^  E(4^ 

\  Q:=QjE(i)+Q2E(2)H-Q3E'3)-f-Q4E(^\ 

^'^  j  R  =  RiE(i'-f-R2E(2)+R3E(3)+R^E(4\ 

(  S  =  Si  E(i^  +  S,  E(2)  +  S3  E(3)  -I-  S4  E(^) 

représentent  les  quatre  points  P,  Q,  R,  S  en  ce  sens  que  les 
coefficients  des  expressions  E^'^  fournissent  les  coordonnées  ho- 
mogènes P/,  Q/,  R/,  S/  des  points  P,  Q,  R,  S. 

2.  En  Géométrie  analytique  on  démontre  que  les  coordonnées 
de  la  droite  g  qui  passe  par  les  deux  points  P  et  Q  sont  propor- 
tionnelles aux  six  mineurs 

^,2-PlQ,-P,Q,,  ^',3=PlQ.--I^Ql,  ..-,  .^-3.=  P3Q4-P4Q3. 

luiilièmc  point  d'inlerseclioii  de  trois  surfaces  du  second  ordre  passant  par  sept 
points  donnés.  N'oir  Journal  de  M.  Kroneckcr,  t.  IC  |).  1)8. 
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Pour  o])tenir  ces  mineurs  par  un  calcul  simple,  je  forme  le  pro- 
duit PQ  et  j'y  remplace  les  produits  E^'^E^'^;  E(')E(^^(f,A-=  i ,  2,  3,  4) 
par  les  expressions  auxiliaires  [E^'Œ^'-];  [E^'Œ^^^]  que  je  soumets 
aux  conditions  [E^^^E^^^]  ==  o  ;  [E^'Œ^]  =  — [E('^Œ(')](i  ^  A"). 
Si  l'on  désigne  alors  par  [PQ]  l'expression  qui  provient,  de  cette 
manière,  du  produit  PQ,  on  trouve 


(2) 


ou 


+  ^23[E(2)E(3)]-H^24[E(2)EW]  +  ^34[E(3)E(*'], 

^/a-=P/Q/.-PaQ/        {h  k  =  i,2,  3,4). 


D'une  façon  analogue  on  passe  du  produit  PQR  à  l'expression 
[PQR].  En  remplaçant  dans  le  produit  PQR  les  produits  E^'Œ^'Œ^'^; 
E(^)E^i)E^k).  E^i)E(f^^E(^)  {i,  k,  1=1,  2,  3,  4)  par  les  expressions 
auxiliaires  [W^W^^W^]]  [E^'^E^'Œ^^']^  [E^'Œ^^Œ^^^],  soumises  aux 

conditions 

[E(''^E(^')E(')]  =  o,         [E'^'^E'^'^E'/''']  =  o; 

[  Et'")  Et-^)  E^i^  ]  =      [  E^^-)  E(/)  E'^')  ]  =      [  Et/)  E(')  E^-^^  ] 
=  —  [E'/'  E(/)  E(^-)  ]  =  —  [  Et/'-)  Et')  Et/)  ]  =  —  [  Et/)  E'-^')  Et/)  ], 


on  obtient 


(3) 


ou 


[PQR]  =- Y  =      Yi[Et2)Et3)Et^)]  — •Y.2[Eti)Et3)Et4)] 
+  Y3[Eti)Et2)Et'^)]  — Y4[Eti)Et2)Et3)], 


Ti  = 


T3 


Les  conditions   que  je  viens  d'établir   peuvent  être    énoncées 
ainsi  : 

Les  expressions 

[Et/.)Et/.)],     [Et/.) Et/.) Et/3'],     (/,,  /.,  4  =  1,  2,  3,  4) 

si'vanouissent  si  E^'x)  =  E^'i*),    cl    leur  sia/fc  sr  chani^c   si  Ton 
(''change  E^'^)  pour  Et'v^  où  1  =^  v.  En  nppli(|Uiuil  ces  conditions 


P2 

Q2 

R2 

1> 

•  1 

Qi 

Kl 

P3 

Q3 

R3 

T2  = 

'  3 

Q3 

H3 

P4 

Q. 

Hv 

p 
'  4 

Q4 

R4 

p. 

Qi 

Hi 

I) 
'  1 

Qi 

Hi 

P2 

Q2 

Wi 

T4- 

2 

Q2 

Ho 

P4 

Qv 

\\ 

i> 

'  3 

Qa 

B3 
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aussi  aux  expressions 

[E('-.'E('VE('VE''-.']        (.:,,  /„  4,  4=1,  ■>-,  3,  4) 

et  en  ajoutant  la  dernière  condition  que  l'expression 

[E''Œ^/^)E(/)E<'"'J         (/,  A-,  /,  m  =  I,  !>.,  3,  4;     i ^  k  ^  l  ^  m) 

est  égale  à  l'unité  positive  ou  négative  suivant  que  les  indices  «, 
A',  /,  m  appartiennent  ou  non  à  la  même  classe  que  les  nombres 
I,  2,  3,  î,  on  déduit  du  produit  PQRS  l'expression 


(4) 


[PQRS] = 


\\  Q,  R,  Si 

l   2  *<2  "^2  ^2 

Pli  Q3  R3  S3 

P4  <h  1^4  S, 


3.  D'après  des  formules  bien  connues  de  la  Géométrie  analy- 
tique on  sait  que  les  mineurs  y/(i  =  i,  2,  3,  4)  représentent  les 
coordonnées  du  plan  qui  passe  par  les  Irois  points  P,  Q,  R  et  que 
le  déterminant  S  zh  P<  Q2R3  S,  représente,  à  une  constante  près, 
le  volume  du  tétraèdre  dont  les  points  P,  Q,  R,  S  forment  les 
sommets;  par  conséquent,  en  vertu  des  formules  (2),  (3)  et  (4), 
on  peut  dire  : 

L'expression 

[PQ]  représente  la  droite  qui  joint  les  deux  points  P  et  Q; 
[PQR]  représente  le  plan  qui  passe  |:>ar  les  trois  points  P,  Q,  R; 
[PQRS]  représente  le  tétraèdre  dont  les  quatre  points  P,  Q,  R,  S 
forment  les  sommets. 

Si  les  points  P  et  Q  se  confondent,  l'expression  [PQ]  est  égale 
à  zéro.  De  même,  si  le  point  R  est  situé  sur  la  droite  passant  par  P 
et  Q,  il  y  a  une  relation  linéaire  entre  les  coordonnées  P,-,  Q/,  R/; 
par  conséquent,  dans  ce  cas,  les  mineurs  y/  sont  égaux  à  zéro  et 
l'expression  [PQR]  s'évanouit.  Enfin,  si  les  points  P,  Q,  R,  S 
sont  situés  dans  le  même  plan,  l'expression  [PQRS]  est  égale  à  o. 
Donc  : 

L'égalité 

[PQ]  :=  o  exprime  que  les  deux  points   P  et  Q  sont  situés  Vun 
sur  r  autre. 
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rPQR]  =  o    exprime  que  les   trois   points   P,    Q,   R    sont    situés 

sur  la  même  droite. 
[PQRS]  ==  o  exprime  que  les  quatre  points  P,  Q,  R,  S  sont  situés 

dans  le  même  plan. 

Au  dernier  cas  les  deux  droites  g;  =  [PQ]  et  A  =  [RS]  se  ren- 
contrent; donc  : 

L'égalité  [«/i]==o  exprime  que  les  deux  droites  g  et  h  se 
rencontrent. 

Gomme  on  a,  d'après  la  formule  (4), 

(5)       \gh\  =  gi^Jiu-\-  ,^13/^2+  ,'?'u  /'23+  ,^23/ii'f  H-  .<?"2.v/'3i^  ffrJti-2, 


I 


ou 

\         («,  A-  =  I,  2  3,  4)» 


l'égalité  [gh]  =  o  fournit,   sous  une   forme   très  simple,  la  con- 
dition connue  que  les  droites  g  et  A  se  rencontrent. 

4.  J'appellerai  dès  à  présent  les  points,  les  droites  et  les  |)lans 
éléments  dans  l'espace  et  je  dirai  que  ces  éléments  sont  incidents 
si  l'un  est  situé  sur  l'autre.  Au  mojen  de  ces  définitions  on  peut 
énoncer  ainsi  les  résultats  obtenus  : 

i'>  Les  expressions  P,  Q,  R,  S;  [PQ],  [PR],  ...;  [PQR], 
I  PQS],  ...  représentent  les  éléments  dans  l'espace  en  ce  sens 
cfue  les  coefficients  des  expressions  auxiliaires  YJ^^^  \  [E^'Œ^*']; 
]^^i)YJ'^'>^^^^^foa}'nissent  leurs  coordonnées  homogènes  ; 

'1^  Les  expressions  [PQ],  [PQR],  [PQRS]  sotit  égales  à  zéro 
si  leurs  éléments  sont  incidents  et  vice  versa. 

o.  Comme  les  expressions  [iH^|,  [PQR],  [IK^RS]  ne  ch'dnis- 
sent  une  droite,  un  plan  et  un  tétraèdre  que  dans  le  cas  où,  de 
leurs  éléments,  l'un  est  ((u  dehors  de  Paulrc,  et  comme  c(\s  expres- 
sions sont  déduites  des  produits,  je  les  aj)pellerai  produits  c.vté- 
rieuis,  en  adoptant  une  notation  due  à  M.  H.  Grassmann  (^M. 

il  est  hou  de  remarquer  que  les  produits  crféricu rs  |P(^)|, 
I  PQR],  I  P()RS]  ne  sont  point  des  produits  :  ce  soni  dc^s  cxprcs- 

(')  Nuir  Journal  (te  C relie .  (.   '1'.).  p.  i.'î(). 
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sions,  composées  de  détermiiutnts.  Par  conséquent  le  résultat, 
à  première  vue  un  peu  surprenant,  que  ces  produits  extérieurs 
changent  de  signe  si  l'on  j  échange  des  éléments  P,  Q,  R,  S  l'un 
pour  l'autre,  n'est  que  la  conséquence  d'un  théorème  bien  connu 
des  déterminants. 

6.  Si  Ton  égale,  dans  les  expressions  (i),  les  coordonnées  Pj, 
Q2,  R;),  Si  à  l'unité  positive  et  les   autres  coordonnées  à  zéro, 

on  a 

E(')=P,         E(2'=Q,         E'^'^^R,         E(i^=S. 

Il  résulte  de  là  que  E^'^,  E^-^,  E^'^^,  E^''\  introduits  comme  des 
expressions  auxiliaires,  peuvent  dès  lors  être  envisagés  eux-mêmes 
comme  c\\idlve  points.  En  choisissant  ces  points  comme  les  soiiir 
mets  du  tétraèdre  de  référence,  ses  arêtes  et  ses  faces  sont  repré» 
sentées  par  les  produits  extérieurs 

[Eu)  £(/"•)],     [E('Œ('^')E(/^]. 

Cela  établi,  les  formules  (i),  (2),  (3)  mettent  en  évidence  que 
les  éléments  dans  l'espace  peuvent  être  représentés  comme  des 
fonctions  linéaires  des  éléments  correspondants,  relatifs  au\ 
tétraèdre  de  référence.  Les  coefficients  qui  entrent  dans  cesl 
fonctions  linéaires  sont  les  coordonnées  homogènes  des  éléments 
représentés.  1 

7.  Pour  examiner  la  nature  de  ces  coordonnées,  je  tire  de  l'ex-  \ 

pression 

P  =  Pi  E(i)  +  P2  E(-^'  +  P3  E(3)  +  p^  ^(k) 
la  relation 

[  PE(2)  E(3)  E^'^^  ]=      P,  [  E(i'  E(2)  E(3)  EW  j  +  Pg  [E(2)  E(2)  E(3)  EC^^] 
+  Pg  [  E(3)  E(2)  E(3^  W-^  ]  +  P4  [  E"^^  E(2)  E(3)  Et*)  J . 

D'après  les  conditions  auxquelles  j'ai  soumis  les 

[E('VE('VE('VE('VJ, 

on  sait  que  le  produit  extérieur  [E^'Œ^-^E^^Œ^^^]  est  égal  à  l'unité 
positive  et  que  les  autres  produits  extérieurs  qui  renferment  deux 
éléments  égaux  s'évanouissent.  Par  conséquent,  la  dernière  relation 
prend  la  forme  plus  simple 

[PE(2)E(3)E"^)j=  t»i, 


I 
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qui  met  en  évidence  que  la  coordonnée  P<  est  proportionnelle  au 
volume  du  tétraèdre  dont  les  points  P,  E^^^,  E^'^^,  E^'^,  pris  dans 
cet  ordre^  forment  les  sommets. 

Désignons  dès  à  présent  par  /,  A-,  /,  m  les  indices  i ,  2,  3,  4  pris 
dans  un  tel  ordre  que  l'on  a 

[  E('^  E(^-^  E(/'  E-^'^^  ]  =  [  E(i)  E(2)  E(3)  E'^^  ]  =  -M , 

ou,  en  d'autres  termes,  désignons  par  i,  k,  /,  m  (^iy^ky^  lyé:Tn) 
les  indices  i,  2,  3,  4,  choisis  de  telle  manière  que  les  permuta- 
tions i,  k,  /,  ni  appartiennent  à  la  même  classe  que  la  suite  ordi- 
naire 1 ,  2,3,4- 

Alors  on  trouve,  pour  les  coordonnées  P/, 

P/=[PE(^'^E(/)E('«)1, 

et  d'une  façon  analogue  on  déduit  des  formules  (2)  et  (3),  pour 
les  coordonnées  gik  et  y^,  les  valeurs 

^/A^=[PQE(/)E(^«)], 
Y,.=  [E(^)PQR]. 

Ces  expressions  prouvent  que  les  coordonnées  homogènes  P/, 
gihy  Yf  du  point  P,  de  la  droite  g  =  [PQ]  et  du  plan  y  =  [PQR], 
sont  également  des  coordonnées  tél/aédriques. 

8.  Pour  rapprocher  plus  encore  les  notions  que  j'ai  établies 
jusqu'à  présent  de  celles  que  l'on  emploie  ordinairement  en  Géo- 
métrie analytique,  je  remarque  que  le  plan,  représenté  dans  notre 
théorie  par  le  produit  extérieur  [PQR],  est  défini,  en  Géométrie 
analytique,  par  \ équation  [PQRX]  =  o,  X  étant  un  point  variable 
dont  X/  sont  les  coordonnées  homogènes.  D'une  façon  analogue, 
le  point  P,  représenté  dans  notre  théorie  par  l'expression 

p  =  Pj  E(i'  +  P2  E(2)  +  P3 E(3)  H-  p^  E^'^', 
est  défini,  en  Géométrie  analytique,  par  l'équation 

où  \i  sont  les  coordonnées  homogènes  d'un  plan  variable  \.  Quant 
à  la  représentation  d'une  droite,  j'ai  choisi  les  expressions  de  leurs 
coordonnées,  telles  (ju'on  les  emploie  ordinairemcnl  (mi  Géométrie 
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analytique,  comme  point  de  départ  pour  les  recherches  présentes. 

D'après  ces  remarques,  on  voit  que  les  coordonnées  courantes 
dont  on  fait  usage  en  Géométrie  analytique  sont  remplacées,  dans 
notre  théorie,  par  les  expressions  E^'^  et  leurs  produits  extérieurs. 
L'introduction  de  ces  expressions  auxiliaires  ofifre  l'avantage  d\î- 
vlter  les  éliminations.  Les  résultats  qui  proviennent  en  Géométrie 
analytique  à^ éliminations  quelquefois  très  pénibles  sont  fournis, 
dans  notre  théorie,  par  un  simple  calcul. 

J'appellerai  ce  calcul,  dès  à  présent,  multiplication  extérieure, 
parce  qu'en  résultent  les  produits  extérieurs. 

9.  On  a  vu  déjà  que  la  multiplication  extérieure  de  deux  et  de 
trois  points  fournit  la  droite  et  le  plan  qui  en  proviennent  par  des 
constructions  linéaires.  Je  vais  généraliser  ce  résultat  de  telle 
manière  que  la  multiplication  extérieure  des  éléments  quelconques, 
fussent-ils  des  points,  des  droites  ou  des  plans,  provenant  soit  de 
la  jonction,  soit  de  l'intersection  des  éléments  originaux,  fournisse 
l'élément  qui  en  est  déterminé  par  des  constructions  linéaires. 

Commençons  par  des  éléments  qui  proviennent  de  l'intersection 
de  deux  et  de  trois  plans. 

En  désignant  ces  plans  par  tî,  x,  p  et  leurs  coordonnées  homo- 
gènes par  TT/,  x/,  p/,  on  a,  d'après  la  formule  (3), 


7t 

= 

TTi 

£(1) 

-h  7^2  £ 

(2) 

-VTTs 

c(3) 

+ 

'î^i 

c(4) 

X 

=r= 

y^ï 

o(l) 

+  X2£' 

>2) 

+  X3  ; 

£.1.3) 

-t-X4 

£'^) 

P 

= 

Pi 

£(1' 

H-p2£' 

[2) 

+  P3 

c(3) 

+ 

P4 

^W 

où  j'ai  posé,  pour  abréger, 

(  £(!'  =  rE(2)E(3)E('^n,         £(2)  =  _  rE(i)E(3)E'4)], 

(1)  L  J» 

^      '  j     £(3)^   |-E(l)E(2)E(i)],  £(i'=r—  [E(1'E(2)E(3)]. 

Comme  il  y  a  en  Géométrie  une  dualité  absolue  entre  les  points 
et  les  plans,  yV?  soumets  les  s^'^  et  leurs  produits  extérieurs  aux 
mêmes  conditions  que  f  ai  établies  pour  les^^^''  et  leurs  produits 
extérieurs. 

Alors  les  produits  extérieurs  [tïx],  ['^xp],  [Tixpo-],  où 

représente    un  quatrième   plan,   sont  définis  par  des   expressions 
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qui  proviennent  des  formules  (2),  (3),  (4),  si  l'on  y  remplace  les 
majuscules  de  l'alphabet  latin  par  les  minuscules  de  l'alphabet 
grec. 

On  voit  immédiatement  que  le  produit  extérieur  ["^x]  repré- 
sente la  droite  d'intersection  des  deux  plans  t:  et  x,  et  que  le  pro- 
duit extérieur  [^rxp]  représente  le  point  d'intersection  des  trois 
plans  Tt,  X,  p. 

Pour  exprimer  cette  droite  et  ce  point  au  mojen  des  arêtes  et 
des  sommets  du  tétraèdre  de  référence,  c'est-à-dire  au  moyen  des 
produits  extérieurs  [E^'^E^^^]  et  desE^'\  je  remarque  que  les  deux 
faces  du  tétraèdre  de  référence  z^^^  et  £^'"^  se  coupent  suivant  l'a- 
rête [E^'Œ'^^],  et  que  le  point  d'intersection  des  trois  faces  s^'^ 
£(^\  £(^^  est  le  sommet  E^"^^ 

Pour  cette  raison,  je  pose 

(II*)  [£(/)£(«)]  =  [E(')E(^'>J, 

(IIP)  [£(i')£U-)£(/)]    =    E"«). 

On  tire  de  l'équation  (II*) 
ou 

(V)  [£(l)£(2)£{3)-'4;]   =[E(1)E(2Œ(3)E(4^]=+I. 

Enfin  on  déduit  des  deux  équations  (II*)  et  (III*)  - 

(IV*)  [E('^E(A-)        £(')j  =  E(/^-^ 

Comme  les  équations  qui  découlent  des  conditions  (II*)  et 
(III*)  sont  appliquées  fréquemment,  je  les  réunis  dans  le  Tableau 
suivant  : 

(  [£(i)£(2)]  =:=      [E^3)E(*']        [£(-"£(*^]  =      [E(i>E(2)j 

(II)  I  [£(i)£(3)]  =_[E'2)E('^)j         [î(2)£(4)]  =_  [E(i)E(3)] 

([£(i)cU)]=       [E(2)E(-^^]         [£^--J)e(3)j  =      [E(i)E(^>] 

/    [£{2)£(3)£(4)J  =_EH), 

\  r£(i)£(3)£(4)i  =      E(2), 

(111)  {  ^ 

'    r£(l)£(2)c',4)J  =:  _  E<3), 


[£(i)£(2)£(3)]  :=^      E(*'; 

[EU)E(2)     E^iUî:'-'*'E^'*'|  =— [E^i'E'a)     E(i'E(2)E(4']  =  [E(''E(*'  E(i'E(2)E(-*'l  =  E^'^ 

[E(i)E(2'     E(2)E(3)E^'*']  =.— [E(2)E(-J)     E"'E(2)E(*']  =  [E<2)E(^'  E(iUi:(2)E*3']  =  E(2) 

[Ed'E*^'     E(2)  E('<'l!^''''|  —  —  [E''-' lî^('"     E^'Mi)<3)E<*']  =  [E(3'E<^'  E'>'E'2)E<3)]  =  E^»^ 

[E'i'E''»'     b:<2)E(3)E'*M  =—  [E'2)Ef'*'     E'i'E'^' E<*M  =  [E'^i  E"''  E'"E'2'E''»n  =  E<^' 
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Ceci  établi,  l'exposition  des  principes  de  notre  tiiéorie  est  ter- 
minée. 

40.   Pour  déduire  de  ces  principes  quelques  conséquences  im- 
médiates, je  vais  exprimer  d'abord  le  point  d'intersection  d'une 
droite  g=  [AP]  et  d'un  plan  p.  Ce  point  est  représenté  par  le 
produit  extérieur  [AP     p]. 
En  posant 

A  =  Al E(i'  -I-  A2E(2^ -h  A3 E(3) -I-  A4 E(^), 
P  =  PiE^i^  +  P2E(2)-f-  P3E(3)h-  P4E(4\ 

p   =     pi£(l^    H-    p.2£(2)    ^_    p3£(3)    _|_p^£{4)^ 

/a  =  A,P/,-A/,P,, 
on  trouve 

[XP       p]   =   [/l2[E(l^E(2']H-.../3,[E13)E(^']  p,  £(!)  +  ... p,£Ui]. 

A  l'aide  des  formules  (III*)  ou  (III)  et  en  tenant  compte  des 
identités 

/l  A-  p  1  +  A  A-  p2  +  /sa-  P3  -t-  /i  a  p4 

=   PA:(  Al  pi  +  A2  p2  H-  A3  p3  4-  A4  P4  )  —  A/,(  Pi  pi  -+-  P2  p2  +  P3  p3  +  P4  Pk  ), 

on  obtient 

(6)  [AP     p]  =  [Ap]P-[Pp]A. 

Cette  formule  exprime,  sous  une  forme  nouvelle,  un  résultat 
bien  connu  que  l'on  doit  à  M.  Hesse.  On  sait  qu'un  point  quel- 
conque de  la  droite  passant  par  les  points  A  et  P,  dont  les  coor- 
données sont  Ki  et  P/,  peut  être  représenté  par  l'expression 
4^Af-j- ^l'^P;.  La  formule  (6)  met  en  évidence  que  les  coefficients 
4^  et  OÏL  sont  proportionnels  aux  expressions 

-[Pp]    =_(P,p,-+-P,p2-l-P3p3+P4P4), 
[Ap]=  A1P1-+-  A2P2-4-  A3p3-f-  A4P4, 

si  ce  point  devient  le  point  d'intersection  de  la  droite  [AP]  et  du 
plan  p  dont  p/  sont  les  coordonnées  homogènes. 

Admettons  maintenant  que  le  plan  p  passe  par  les  points  B,  C, 
D.  Alors  le  point  d'intersection  de  la  droite  [AP]  et  du  plan 
[BGD],  savoir  le  point  [[AP]  [BGD]],  peut  être  représenté  par  les 
trois  points  B,  G,  D.  En  effet,  au  moyen  des  formules  (IIP)  o^^ 
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(ÏH),  on  trouve  aisément 

(7)  [AP     BGD]  =  [APGDJB  +  [APDB]G  -f-  [APBG]D. 

Quant  à  la  notation,  j'ai  supprimé,  dans  le  premier  membre,  les 
crochets  intérieurs  ;  j'adopterai  cette  abréviation  dès  à  présent  pour 
la  notation  de  tels  éléments  qui  renferment  d'autres  éléments  eux 
mêmes  composés. 

Gomme  on  a,  d'après  la  formule  (6), 

[AP     BGD]  =  [ABGD]P  — [PBGDjA, 
on  déduit  de  la  formule  (i)  la  relation 

(8)  f ABGD]P  =  [PBGD] A  —  [PGDAJB  +  [PDABjG  —  [PABGjD. 

Dans  les  formules  (6),  (7),  (8)  les  coordonnées  des  éléments 
ont  disparu  :  comme  en  Géométrie  synthétique,  les  éléments  y 
entrent  eux-mêmes.  G'est  à  cause  de  cela  que  ces  formules  et  toutes 
les  autres,  fournies  par  notre  théorie,  sont  beaucoup  plus  simples 
et  plus  concises  que  les  formules  correspondantes  de  la  Géométrie 
analj'tique  en  lesquelles  on  peut  les  transformer  immédiatement. 

11.  En  désignant  par  Ç^  les  coordonnées  homogènes  d'un  plan 
quelconque,  on  tire  de  la  formule  (8) 

[ABGD]  [P ^]  =  [PBGD]  [A g  -  [PGDA]  [B  ^]  +  [PDAB]  [G i]  —  [PABG]  [D  ^]; 

comme  [ABGD],  [PBGD],  ...  désignent  des  déterminants  et 
comme  [P^],  [A^],  . . .  désignent  les  expressions  P,  ?i  -\-...-\-  P.,  Ç,, 
A,  ^,  -}-. .  .-|- Aj^/,,  on  a,  dans  la  dernière  formule,  une  identité  bien 
connue  et  fréquemment  employée.  Si  Ton  définit  par  les  équations 

[^'i\  =  o,        [A^]  =  o,         [B^^o,         [Gn=:o,         [D£]  =  o 

cinq  points  dans  l'espace,  cette  formule  fournit  le  résultat  connu 
que  le  premier  membre  de  l'équation  d'un  point  quelconque  dans 
l'espace  peut  être  représenté,  d'une  façon  linéaire,  par  les  pre- 
miers membres  des  équations  de  quatre  points  formant  un  té- 
traèdre. Gomme  le  volume  de  ce  lélraèdre  [ABGD]  est  égal  à  la 
somme  des  volumes  dos  quatre  tétraèdres  [l^BGiD],  — [PGDA], 
I  PDAB|,  —  [PABG],  quelle  (|uc  soit  la  position  du  j)oint  P,  ou 
pcMit  donner  à  ce.   résultat  Mn(^  I'oimuc  nouNclle.  Si  l'on  iillribue  aux 
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points  A,  V),  C,  D  des  nicisses,  proportionnelles  aux  volumes 
[PBCD],  _[PCDA],  [PDAB],  —  [PABC],  le  point  P  sera  le 
centre  de  gravité  des  points  A,  B,  C,  D.  Donc  on  voit  qu'un 
point  quelconque  dans  l'espace  peut  être  envisagé  comme  centre 
de  gravité.  Cette  idée  ingénieuse  forme  la  base  des  profondes  re- 
cherches qne  M.  Môbiusdi  expliquées  dans  son  célèbre  Calcul  ha- 
rycentrique.  Sans  entrer  ici  dans  une  étude  détaillée  des  relations 
qui  existent  entre  le  calcul  barjcentrique  et  la  méthode  que  je 
propose,  je  me  permets  de  remarquer  que  les  liaisons  entre  les 
deux  méthodes  sont  bien  intimes  et  que  la  méthode  proposée  est, 
en  quelque  sorte,  la  généralisation  de  celle  à  laquelle  le  nom  de 
Môbiiis  est  attaché. 

12.  Pour  ajouter  aux  formules  (6),  (7),  (8)  encore  d'autres  qui 
sont  fréquemment  employées,  j'exprime  d'abord  la  droite  passant 
par  le  point  A  et  le  point  [t^xo]  au  moyen  des  trois  droites  [xp], 
[pTt],  [î:x].  En  vertu  des  conditions  (I)  et  (II),  on  obtient 

(9)  [A     TTxp]  =  [A7t][xp]+[Ax][p7r]4-[Ap][7rx]. 

Si  l'on  remplace  ensuite  les  points  A,  B,  C,  D,  P  par  les  plans 
a,  p,  y,  0,  iz  et  les  plans  ?:,  x,  p  par  les  points  P,  Q,  R,  on  déduit 
des  formules  (6),  .  .  . ,  (9)  les  relations  corrélatives 

(10)  [au      R]  =  [aR]7:  — [7rR]a, 

(11)  [au     pyo]  =  [aTryo]^  +  [aiîOpJY  4- [arS^Jo, 

(12)  [alBYoJir  =  [irl^YoJa  —  [TiYSa]  ^  -+-  [uSai^JY  —  [uapYl^, 
(i3)          [a     PQR]  =  [aP][QR]  +  [aQ][RP]  +  [aR][PQ]. 

Dans  les  formules  précédentes  les  produits  extérieurs  [Ai:],  ..., 
[aP],  ...  sont  définis  par  les  expressions 

[AiE(i)-f-A2E(2)-HA3E<=^^+A;E('^)         ttis'i'-j- -as'^)  -^ -^^z^^^  ^^^^^(i)],      .  .., 
[a,£(i)-f-  a2£(2)-4-  a3£f;^)  +  ai£(i)         Pi  E'i'+ P.2E(2)+ P3E^3)+p^  E'-*'],     .... 

Comme  on  a,  d'après  les  conditions  [E^^s^'']  =  —  [2^'^^'^]  =  +  1 , 
|-£(/)e(A)J  —  o^   on  obtient 

[Att]  =+  (AiTIi+  A27r2+  A3'IT3+  AvTTi)  =—  [îtA], 

[aP]:==-(aiP,  +  a2P2  +  a3P3-!-a4P4)=-[Pa]. 

i3.  Supposons  maintenant  que  les  quatre  plans  quelconques 
a.  [j,  V,  0  soient  les  faces  du   téliaèdrc  dont  les  points  A,  B,  (^,  D 
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formenl  les  sommets.  Alors  on  a 

(i4)      a  =  [BGD],         ^=-[GDA],         7  =  [DAB],         Ô=--[ABG], 
et  Ton  déduit  de  la  formule  (i3) 

I[a31=      iF[GD],         [fo]=      f[AB], 

(,5)  [aY]=-i[BD],         [8Ôl=-f[AG], 

([aa]=       i[BG],         [13y]=      i[AD], 
où 

(16)  i=[ABGD]. 

Au  moyen  de  la  formule  (6)  on  en  tire  de  plus 

)[T-]=      PP. 

^  '^  '   [Ôa(^]=-PG, 


et,  en  combinant  ces  formules  avec  les  formules  (i4)?  on  obtient 
enfin 

(18)  [apY3]-i^. 

En  tenant  compte  des  formules  (i4)?  •••?  (^8);  l^s  formules  (8)  et 
(12)  deviennent 

(19)  iP  =  fPa]A  +  [P|3]B  +  [PY]G  +  [PoJD, 

(20)  i7r  =  [A7:Ja  4- [  Btt]  ^  +  |  G- ] y  h-[Dtc]Ô. 

Comme  on  a 

[Aa]  =  [Bp]  =  [GY]  =  [Do]==i, 

[A^]  =  [Ba]=[AY]  =  [Ga]=...fCo]  =  [DY]  =  o. 

on  déduit  des  formules  (19)  et  (20) 

[PaJfATT]        \P?][Br.]        \V^(][Ct.]        \Po][Dt.] 
[Aa)  [n{i\  [GyI  [DoJ 

relation  qui  est  donnée,  sous  une  forme  légèrement  diflerente,  par 
M.  Kronecker{'). 

11.   Les  formules  (cS)  et  (19)  méritent  un  intérêt  particulier, 


(')  Voir  Journal  (le  liorcJuirdl .  I.  7,!,  p.   ifio. 
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parce  qu'elles  sonl  les  généralisations  de  l'expression 

formant  la  base  et  le  point  de  départ  des  recherches  actuelles.  On 
obtient  ce  résultat  immédiatement,  en  posant 

A  =  E<i',         B  =:  E(2),         C  =  E(3),         D  =  E(*\ 
et  en  tenant  compte  que 

[  E(i)  E(2)  E(3)  E(4) ]  =  -h  I ,         [  PE'/^')  E(/^  E('")  ]  =  P/. 

De  même,  les  formules  (12)  et  (20)  sont  les  généralisations  de 
l'expression 

De  plus  on  trouve  que  les  formules  (i4))  (1^)5  (^7)?  ^"^^^  four- 
nissent, en  Algèbre,  des  théorèmes  connus,  relatifs  aux  relations 
entre  les  mineurs  et  leurs  adjoints,  sont  les  généralisations  des  for- 
mules (I),  (II),  (III)-  Enfin  on  voit  que  les  formules  (6),  (16)  et  (18) 
sont  les  généralisations  des  formules  (IV*)  et  (V).  On  conclut  de 
là  que  les  points  E^'^  formant  les  sommets  du  tétraèdre  de  référence 
ne  jouent  point  un  rôle  exceptionnel  et  qu'ils  peuvent  être  rem- 
placés par  quatre  points  quelconques,  non  silués  dans  le  même 
plan.  Si  l'on  passe  des  points  E^'^  à  quatre  autres  points,  on  a, 
dans  notre  théorie,  ce  que  l'on  appelle  en  Géométrie  analytique 
la  transfonnatioii  des  coordonnées.  Les  notions  et  les  formules 
que  je  viens  d'établir  simplifient  ce  problème  d'une  manière  re- 
marquable et  leur  généralisation  conduit  à  une  théorie  nouvelle 
et  simplifiée  des  formes  invariantives.  Cependant,  comme  cette 
théorie  des  invariants,  des  covariants  et  des  formes  intermédiaires 
appartient  à  l'Algèbre  et  comme  elle  surpasse  le  but  de  ce  Mémoire, 
je  me  borne  à  l'indiquer. 

En  terminant  la  première  Partie  de  ce  Mémoire,  je  résume 
rapidement  les  résultats  obtenus  : 

La  multiplication  extérieure,  due  à  Caucliy  et  à  M.  Grass- 
mann,  permet  d^ exprimer,  d^une  manière  simple,  les  points, 
les  droites  et  les  plans  dans  V  espace.  Si  ces  éléments  provien- 
nent, soit  de  la  jonction,  soit  de  l  intersection  d^ autres  éléments 
originaux,  leur  produit  extérieur  représente  exactement  Vélé- 
nicnl  composé.  En  Géométrie  synthétique ,  la  juxtaposition  des 
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lettrés qui  représentent^  dans  le  produit  extérieur,  les  éléments 
originaux  fournit  la  construction  linéaire  de  Vêlement  com- 
posé; en  Géométrie  analytique,  les  coefficients  des  E^^'  et  de 
leurs  produits  extérieurs  en  fournissent  les  coordonnées  homo- 
gènes. 

Si  deux  éléments  d'un  produit  extérieur  sont  incidents,  c'est- 
à-dire  si  V un  est  situé  sur  V autre,  le  produit  extérieur  est 
égal  à  zéro;  et  vice  versa. 

Les  produits  extérieurs  sont  désignés  par  deux  crochets 
qui  renferment  leurs  éléments. 

IL 

GÉNÉRATION  DES  SURFACES,  DES  COMPLEXES,  DES  COURBES  GAUCHES  ET  DES 
CONGRUENCES  DE  DROITES.  TRANSFORMATIONS  DES  PRODUITS  EXTÉRIEURS, 
REPRÉSENTANT  DES  SURFACES.  EXPRESSION  DES  COORDONNÉES  d'uNE  COURBE 
GAUCHE  AU  MOYEN  DE  PARAMETRES. 

15.  J'ai  désigné,  dans  la  Partie  précédente,  les  points  et  les 
droites  dans  l'espace  par  les  majuscnles  et  les  minuscules  de  Tal- 
phabet  latin  ;  j'ai  désigné  de  plus  les  plans  par  les  minuscules  de 
l'alphabet  grec.  Je  conserverai  cette  notation  et  je  désignerai, 
d'ailleurs,  par  \es  premières  lettres  des  deux  alphabets  les  élé- 
meni?»  fixes  et  par  les  dernières  lettres  les  éléments  variables  ou 
mobiles.  Soient,  conformément  à  cette  notation,  A,  B,  ...  et  a, 
p,  . . .  des  points  et  des  plans  fixes  ;  soit  de  plus 

X  =  Xi  Et»)  +  X2  E(2)  _^_  X3  E(3'  +  X4  E'i' 
un  point  variable.  Alors  le  produit  extérieur 

[XAaB[i  ...] 

désignera  ou  un  point  ou  une  droite  suivant  que  le  dernier  élé- 
ment, renfermé  dans  le  produit  extérieur,  est  un  plan  ou  un  point. 
Si  Ton  transforme  ce  produit  extérieur  à  l'aide  de  la  formule  (6), 
on  obtiendra  une  expression,  homogène  par  rapport  aux  coor- 
données X/  et  du  premier  ordre.  D'une  façon  analogue,  un  pro- 
duit extérieur  dans  lequel  le  point  X  entre  m  fois  sera  égal  à 
une  expression  homogène  d'ordre  m,  par  rapport  aux  coordon- 
nées X/. 
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Soient  P,  [PQ],  [PQl^]  de  telles  expressions  dans  lesquelles  le 
point  X  entre  pliisieiiis  fois. 

Pour   établir,  clans  ce  cas,  une  distinction  entre  les  expressions 

r*)  Qj  •••5  [PQ]?  ['^^Qf^Jî  j^  ^^'^'1^  attribue  une  dimension  égale 
respectivement  à  i;  2;  3.  Il  résulte  de  là  immédiatement  que  la 
dimension  d'un  produit  extérieur  qui  renferme  des  éléments, 
eux-mêmes  composés  d'autres  éléments,  sera  égale  à  la  somme 
des  dimensions  de  leurs  éléments.  Prenons  cette  somme  suivant 
le  module  4«  Alors  on  n'aura  que  des  produits  extérieurs  dont  les 
dimensions  sont  ^  o,  i ,  2,3,  mod.  4- 

'J6.  Les  produits  extérieurs  dont  les  dimensions  sont  ^  o, 
mod.  4?  ^G  contiennent  ni  les  E^'^  ni  leurs  produits  extérieurs 
[E^^'Œ'^)],  [E^'^E^^^E^^^];  ce  sont  exactement  des  fonctions  homo- 
gènes d'ordre  n  si  le  point  X  j  entre  n  fois.  Donc  on  a  : 

\^.  Si  Von  égale  à  zéro  un  produit  extérieur  dont  la  dimen- 
sion est  ^  o,  mod.  4?  <?^  dans  lequel  le  point  X  entre  n  fois, 
on  a  l'équation  d'ufie  surface  algébrique  <:/'ordre  n,  décùle par 
le  point  X. 

En  désignant  par 

un  plan  variable,  on  a  le  théorème  corrélatif  : 

I*.  Si  l'on  égale  à  séro  un  produit  extérieur  dont  la-  di- 
mension est  ^  o,  mod.  4,  <?^  dans  lequel  le  plan  \  entre  n  fois, 
on  a  l'équation  d'une  surface  algébrique  de  la  classe  /i,  enve- 
loppée y?n^/'  le  plan  \. 

Rien  n'empêche  de  remplacer  le  point  ou  le  plan  variables  par 
une  droite  variable  x.  Cette  droite  peut  être  envisagée  comme  la 
jonction  de  deux  points  ou  comme  l'intersection  de  deux  plans. 
Alors  on  a  : 

i*^.  Si  Von  égale  à  zéro  un  produit  extérieur  dont  la  dimen- 
sion est  ^  o,  mod.  4  Gt  dans  lequel  la  droite  x  entre  n  fois, 
on  a  V équation  d'un  complexe  algébrique.  Ce  complexe  sera 
ou  ^/'ordre  n  ou  de  classe  n^  suivant  que  la  droite  x  est  la  jonc- 
tion de  deux  points  ou  l' intersection  de  deux  plans. 
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Passons  maintenant  à  l'étude  des  produits  extérieurs  dont  les 
dimensions  sont  ^  i  ou  ^^3,  mod.  4-  Ces  produits  extérieurs 
peuvent  être  représentés  par  les  expressions  [PQ     p]  et  [tzx    P\]. 

Or  on  a,  d'après  les  formules  (6)  et  (10), 

[PQ    p]  =  [Pp]Q-[Qp]P, 
[ttx      RJ  =  [ttRJx  -[xK]-. 

Par  conséquent,  l'équation 

[PQ     p]  =  o 

se  décompose  en  les  deux  équations 

[Pp]  =  o,         [Q?]=o; 

et  d'une  façon  analogue  l'équation 

[iTX      KJ=o 

entraîne  les  deux  autres 

[7rR]  =  o,         [xR]  =  o. 
Donc  on  a  : 

'À.  Si  Von  égale  à  zéro  un  produit  extérieur  dont  la  dimen- 
sion est  ^1  ou  ^Z^  mod.  4?  on  a  Inéquation  ou  d^ une  courbe 
gauclie,  ou  d\ine  surface  développable^  ou  d^une  congruence  de 
droites,  suivant  que  Vêlement  variable  qui  entre  dans  le  pro- 
duit extérieur  est  un  point,  ou  un  plan,  ou  une  droite. 

17.  Pour  donner  à  ces  théorèmes  une  forme,  à  la  fois  plus 
concise  et  plus  géométrique,  j'appellerai  élément  dérivé  un  tel 
élément  qui  renferme  un  élément  variable^  point,  droite  ou  plan. 
Alors  les  théorèmes  i*^,  i*,  i*^,  a  deviennent  : 

1.  Si  un  point  et  un  plan  sont  assujettis  éi  ht  condilinn  d<' 
demeurer  incidents,  et  si  le  point  et  le  plan  sont  déri\'rs  ou 
dun  point,  ou  (V un  plan ,  ou  (V une  droite  mobiles,  Icsipiels 
éléments  mobiles  entrent  n  fois,  le  point  mobile  décrira  une 
surface  d^  ordre  n\  le  plan  mobile  enveloppera  une  surface  de 
classe  n\  la  droite  mobile  formera  un  complexe,  clant  ou 
d  ordre  n  ou  de  classe  n  suivant  (pie  bt  droite  ntobilc  est  la 
jonction  de  deux  points  ou  V intcrsect ion  de  dcu.r  pbtus. 
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11.  Si  un  point  ou  un  plan  sont  assujettis  à  la  condition  de 
demeurer  incidents  d^ une  droite,  et  si  le  point,  le  plan  et  la 
droite  sont  dérivés  ou  d' un  point,  ou  dUinplan  ou  d^ine  droite 
mobiles,  le  point  mobile  décrira  une  courbe  gauche,  le  plan 
mobile  enveloppei-a  une  surface  développable  et  la  droite  mo- 
bile formera  une  congruence  de  droites. 

Le  théorème  général,  relatif  à  la  génération  des  surfaces,  a  été 
découvert  par  M.  H.  Grassmann,  qui  en  a  tiré,  comme  premières 
conséquences,  ses  générations  célèbres  des  surfaces  du  troisième 
ordre  ('  )  ;  le  théorème  relatif  à  la  génération  des  courbes  gauches 
est  établi  par  moi  dans  un  Mémoire  publié  au  tome  G  du  Journal 
de  M.  Kronecker.  Dans  ce  Mémoire,  dont  M.  Garvallo  (-)  a 
donné  une  exposition  élégante  et  approfondie,  j'ai  déduit,  en 
outre,  du  théorème  général  quelques  générations  des  cubiques 
gauches;  d'ailleurs,  j'ai  ajouté,  dans  un  autre  travail,  inséré  dans 
ce  Bulletin  (2^  série,  t.  XI,  p.  222),  de  nouvelles  propriétés  de 
ces  courbes  en  espace. 

La  méthode,  employée  dans  les  deux  Mémoires,  est  purement 
géométrique  et  se  repose  seulement  sur  les  principes  les  plus 
simples  de  l'intuition.  Après  en  avoir  établi,  dans  ce  Mémoire, 
la  base  algébrique,  on  peut  transformer  immédiatement  les  résul- 
tats, déduits  de  l'intuition,  en  ceux  du  calcul;  il  me  reste  à  montrer, 
par  quelques  exemples,  avec  quelle  facilité  cette  transformation 
s'effectue. 

18.  Soit  X  un  point  mobile  et  A,  B,  G,  D,  E,  F  six  points  fixes. 
J'en  forme  les  trois  droites  [AB],  [GD],  [EF]  et  je  désigne,  pour 
l'instant,  par  P  le  point  [X  AB  GD].  On  voit  immédiatement 
que  la  droite  [XP]  rencontre  les  deux  droites  [AB]  et  [GD];  elle 
rencontrera  d'ailleurs  la  troisième  droite  [EF]  si  Ton  pose 

[P    EF     X]=o, 

OQ 

i)=[X     AB     GD     EF     XJ  =  o. 

Par  conséquent  ,*)  =  o  représente  un  hyperboloïde  à  une 
nappe  ayant  [AB],  [GD],  [EF]  comme  génératrices. 


(')  Voir  Journal  de  Crelle,  t.  49,  p.  4?- 

(^)  Voir  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  l.  XV,  p.  i58. 
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Pour   transformer   l'expression  ^<j,    j'emploie   la    formule   (6). 

Alors  on  a 

[X     AB     GD]=:[XABG]D  — [XABDJG, 

et,  par  conséquent, 

^  =_[XABG][XDEF]  +  [XABD][XGEF]. 

Comme  les  produits  extérieurs  [XABC],  .  .  . ,  [XCEF]  sont  des 
déterminants,  l'équation  de  l'hyperboloïde  5  est  donnée  sous  la 
forme  que  l'on  emploie  ordinairement  en  Géométrie  analytique. 

19.  Pour  établir  un  deuxième  exemple  plus  compliqué,  je  vais 

déduire  l'équation  de  la  surface  5"  qui  forme  le  lieu  géométrique 

des  sommets  des  cônes  du  second  ordre  passant  par  les  six  points 

A,  B,  ...,  F.  D'après  l'article  5  de  mon  Mémoire  sur  les  cubiques 

gauches,  cette  surface  du  quatrième  ordre  peut  être  représentée 

par  l'expression 

^  =  [X     L'     M     N]  =  o, 
où 

L'=::[XDE      AB], 

M3=[XEF     BG], 

N  =[XGD     FA]. 

D'après  la  formule  (6)  on  a 

L'  =  [XADE]B  —  [XBDE]A, 
M  =  [XBEF] G  —  [XGEF] B, 
N  =[XGDF]A  — [XAGD]F; 

par  conséquent  on  obtient 

5^==[XABG)|XADEj[\BEFJf\GnF]-[XAGD]5V, 

%  étant  égal  à 

[XADE][XBEF][XRGF]  — [XBDE][XBEF][XAGF] 

+  [XBI)EJ[\GEF][XABF]. 

Or  ou  a,  d'après  la  formule  (8), 

[XBGE]  F  —  I  XlîGF  |  F  +  [  XBEF]  G  -  [XGEF  |  B   h  [BGEF  |  X  =  o 

on  en  déduit  immédiatement 

f  XBGF  1 1  XAEF  |  -  [  XIÎEF  1 1 X  \GF  |    1    [  XGEF  ]  |  X  V T. I'  |  ^  (^ 
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Par  conséqiiciil  on  ohlienl 

%  =  [\B(:Fj}[\ADri:][XBliFJ-[\BDE][XAEF]}, 

et  comme 

[X\DE][XBEF]  — [XBDE][XAEF]-[XABE][XDEF]  =  o, 

on  trouve  enfin 

^  =  [XBGF][XABE][XDEF]; 
donc  on  a 

.f  =      [XABG][XADE][XBEF][XGDF] 
—  [XAGD][XBGF][XABE][XDEF], 

conformément  au  résultat   que  j'ai    donné,    sans   démonstration 
dans  mon  Mémoire  cité. 

20.  Si  les  droites  [AB],  [CD],  [EF]  ou  d'autres  ne  sont  pas 
données  par  les  points  qu'elles  joignent  ni  par  les  plans  dont  elles 
forment  l'intersection,  mais  si  elles  sont  représentées  par  les  ex- 
pressions 

/)=/)i2[E(iŒ(2)]+^i3[E(i)E(3)]  +  ...^3,[E(3)EW], 

ry  =^,2[E(1'E'2)]  +  ^i3[E(l'E(3)]  +   .  .  .   ^34[E(3)E(*^], 

r  =z/-i2[E(i)E(2)]-i-r,3[E(i)E(3)]+  ...  /-g JE(3)E(i)], 
les  formules  (6)  et  (lo)  doivent  être  remplacées  parles  suivantes  : 


{■22) 


(23) 


OU 


+  (P15'12+  P3^y32  -H  Pi^42)E<2) 
—  (Pl^31  +  p2^32-^p4  5'3i)E'3^ 
+  (Pl^lV  +  p2^2V  +  p3^34)E^^-^ 

[Xp]  =      {X,p,,-hXsp,,  H-  X,p,,)s^^^ 

—  (Xi/^34+  Xay^u  +  Xi/?i3)2'2) 
-l-(Xi792i+  X2/?4i  4-  X4/?i.2)£'3) 

—  (Xi/>23+  Xa/J-M  -i-  X3/>l2)£'^^ 

qa-  =  —  <7/^^ 

On  en  déduit  d'abord,  si  l'on  égale  à  zéro  les  coefficients  des 
E^'^  et  des  z^^\  les  conditions  qui  expriment  qu'un  plan  et  qu'un 
point  sont  incidents  d'une  droite.  De  j)lus,  si  l'on  pose  [X/;]  =  p, 
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on  lire  des  expressions  (22)  et  (sS) 

(24)        Y  =  [Xpq]=^{XiYn^X,Y^,  +  XsYi,-^X,\a)FJ'\ 

i 
OÙ 

,     ^  ,  \    Yii  —  pkiqim  +  Plm  qik  ^Pnik  qth 

(25) 

(  Yik  =  pim  qn  —  pu  qim  ' 

Les  formules  (24)  et  (20)  permettent  de  transformer  l'équation 
de  l'hjperboloïde,  donnée  sous  la  forme 

5  =[X/>^rX]  =  0, 
p,  q,  r  étant  trois  génératrices.  On  trouve  aisément  (*) 

5  =2 S'y  ^i  ^j  (  i,  y  =:  1 ,  2,  3,  4  ), 

où 


'.; 


i{..  — 


5/A-  +  /JAv  = 


pu     qu      ru 

pi  m       qim       ''lin 
Pmk      q  mk      l'ink 


Pkl       qki       rid 

Plm        qim       'lin 

Pmk      qmk      ''mk 

Pkl      qki       r/u 
Plm       qim       f^lm 


F' 


q 


lin      1  lin 


Sous  cette  forme,  l'équation  de  l'hyperboloïde  est  donnée,  pour 
la  première  fois,  par  M.  Gayley  (  ^  ). 

21.  Après  avoir  établi  les  exemples  précédents,  je  vais  continuer 
la  théorie  générale.  Je  me  propose  d'exph'quer  une  méthode  pour 
exprimer  au  moyen  de  paramètres  les  coordonnées  d'une  courbe 
gauche,  représentée  par  un  produit  extérieur  égal  à  zéro.  Je  com- 
mence ])ar  deux  cas  particuliers. 

Soient  «(0,^(2)^  ...,«(^''.+  0;  b^'\b^-\  ...,  />(^"-:^');  é^\à^\  ..., 
ç(2//3+i).  odeg  droites  fixes,  situées  d'une  manièit^  (jiK^h'oncjue  dans 
l'espace.  Alors  l'expression  (-) 


(')    Voir  Caylky,    On  the  six  coordinatcs  of  a   Une  {  Tr<nisacfioiis  0/  thc 
Canibrii/rre  phH,  Soc,  Vol.  \l,  Pari.  Il,  arliclr  h'\). 
{')   y^oir  mon   Mrmoirc  au  lomr  C  du  .huirixil  dv    ]/.   l\roin'cl,cr,  p.  '|«o. 
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se  décompose  en  les  irois  expressions 

5(2)  =  [Xc(i)c(2)  ...  c(2«3+i)     Xa(i)a(2)...  a(2«.+i)^]  =  0, 
5(3)  =  [Xa(i)a(2) .  . .  a(2«,+i)     X^("^6(2) . . .  ^(2«,+i)^]  =  o, 

dont  deux  entraînent  la  troisième.  Comme  ^^'^  =  o,  5^^^  =  o, 
^)(^)  ==  o,  représentent  trois  ([uadriques  réglées  qui  possèdent 
deux  à  deux  une  génératrice  commune,  savoir  ly^^})^^^',  i)^^\i)^'^; 
^(1)^  (j(2)  respectivement  la  génératrice  «2^'^  ;  b^^^  ;  c^'^,  l'expression 
C(3)  =  o  représente  une  cubique  gauche. 

Désignons  par  Q  le  point  d'intersection  des  trois  plans  : 

[Xa(i'a(2^..  a(2/^+i)]^ 

[X6(l)^>(2)  ...   6'2«3+l)], 
[Xc(l^C^2)   ._   c'2«3+l)]. 

Alors  l'expression  C(3)  =  o  prend  la  forme 

[Q^]  =  o. 
D'ailleurs  on  a 

[Xa(l)a(2)...  «(2/^,+  l)Q]  =  0, 
[X6(l)^>'2)   ...    5(2«,+l)Q]  ==0, 

[Xc(i)c(2)  _.  c(2«3+l)  Q]  =  0. 

On  voit  immédiatement  que  l'on  peut  en  déduire  les  équations 

[Q^(2«,+l)...  a(2)a(l)X]  =  o, 
j;q^(2«,+i)...  b^2)  l^iDX]  =^0, 

[Qc(2«3+1)...   C'2)    C(1)X]=   o, 

qui  proviennent  des  dernières  si  l'on  y  intervertit  l'ordre  des  élé- 
ments renfermés.  Ces  équations  expriment  que  le  point  X  est  situé 
sur  les  trois  plans 

[Qa<2«i+1)  ...   «(2)^^(1)]^       ^qi,(2n,+  \)  .  ..   ^,(2)^(1)]^       [Qc(2«3+1)...  C^^^C^^^], 

et  qu'il  en  est,  par  conséquent,  le  point  d'intersection  ;  donc  on  a 

X  =  [Qa(2«i+i) . .  .  a(2)<^(i)     Qè(2«,+i) .  . .  ^(2)^(1)     Qc(2«3+i) .  . .  c(2)c(i']. 

Je  dis  que  cette  expression  de  X  est  déduite  de  l'équation 
C(3)  =  o  par  le  procédé  d^interve/tissement. 

Comme  on  a  [Q^]=  o,  le  point  Q  est  situé  sur  la  droite 
fixe  g,  et  comme  le  point  Q  est  variable,  il  décrira  sur  la  droite  g 
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une  série  de  points.  Dans  ce  cas,  le  produit  extérieur 

représente  un  faisceau  de  plans  qui  est  homographique  de  la 
série  de  points  décrite  par  Q.  L'axe  de  ce  faisceau  est  la  droite  a^*^ 
De  même  les  produits  extérieurs 

représentent  des  faisceaux  de  plans,  homographiques  de  la  même 
série  de  points  et  passant  par  les  axes  6^'^,  c^^K  Donc  ces  trois 
faisceaux,  homographiques  de  la  même  série  de  points,  sont  ho- 
mographiques entre  eux  et  leur  point  d'intersection  X  décrit  la 
cuhique  gauche  C(3). 

A  ce  résultat  connu,  appartenant  à  la  Géométrie  synthétique, 
correspond,  en  Géométrie  analytique,  la  représentation  des  coor- 
données X^-  au  moyen  de  paramètres.  En  effet,  comme  le  point 
variahle  Q  est  situé  sur  la  droite  fixe  ^,  on  peut  poser 

Q=:4^lG(l^  +  4^2G(2), 

OÙ  i^i,  i^2  sont  deux  paramètres  variables  et  où  G^'^,  G^^^  désignent 
deux  points  fixes,  situés  sur  g.  Si  l'on  met  cette  expression  dans 
le  produit  extérieur 

on  obtiendra 

4^i[G(i^a^2«,+i)  . . .  a(2)«{i)]  +  ^2[G(2)a(2«,+i)  . . .  a(2)«(i)], 

c'est-à-dire  on  aura  une  forme  homogène  et  linéaire  par  rapport 
aux  paramètres  J^,,  J^o-  Par  conséquent,  l'expression 

X  =  [Qa(2«,+l)._f^(2)^(l)        Q^,(2/.,+  l).  ..^,(-2)^(1)        Qc<2"3+l'...c(2)c(l'] 

sera  homogène  et  du  troisième  ordre  par  rapport  à  .!^,  et  -i^o-  Donc 
on  obtient,  en  égalant  dans  les  deux  membres  de  cette  expression 
les  coefficients  des  E^'\  les  valeurs  des  coordonnées  X/  comme 
fonctions  homogènes  du  troisième  ordre  par  rapport  aux  para- 
mètres J^,,  .t^o. 

!2!2.    Passons  maintenant  à  Téluih'  dv  l'expression 
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Comme  celte  expression  se  décompose  en  les  deux 
[Xa(i^rt(2)_.«(2/i,+i)x]  =  o, 

qui  représentent  deux  quadriques  réglées,  C(/,)  =:  o  représente 
u?ie  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  et  de  première  espèce. 

Si  l'on  pose 

[Xa(i'a(2)...a(2«,+i)]  ==x, 

on  a 

[Xa(i'a(2)  . . .  a(2«,)y,]  =  o,         [X^^(i'6(2'  . . .  6(2«JX]  =  o. 
On  tire  de  ces  dernières  relations 

[xa(2«.)  ...a(2)a(i)X]  ^  o 
[X6';2«.).  ..  6(2)  6(1)  X]  =o, 

et,  comme  les  équations  des  quadriques  réglées  prennent  la  forme 

[xX]  =  o,         [XX].z.o, 

on  voit  que  les  quatre  plans 

X,     X,     [xa(2«i)  . . .  a(2)a(i)],     [X6(2«,)  .  .  .  6(2)6(1)] 

passent  par  le  même  point  X.  Par  conséquent,  on  a 

C(4)=  [x     X     xa(2«,)...a(2)a(i'     X6(2".'...6(2)6(i>]  =  o. 

Or  les  équations  [xa^-"i+*']  =  o,  [).6(-'^+'^]  =  o  expriment  que 
les  plans  x,  À  passent  respectivement  par  les  droites  a^-^^<^'^\ 
6(2«,+o-  par  conséquent  on  peut  poser 

X  =  aiLiP-i-01i3^% 

oùOlii,  '"Tlo,  3113  désignent  trois  paramètres  homogènes  et  les 
plans  a,  a*;  |3,  p*  passent  par  les  droites  a^-"i+*^;  Z?(2«„+i).  Ceci 
établi,  on  trouve 

[xa(2/^)  .  .  .  a(2)a(i)]  =  OltsY  +  OUaT*, 

[X  6(2'^2) . .  .  6(2)  60^]  =  OlCi  0  +  OIL3O*, 
où 

Y  =  [aa(2«a'...a(2)a(i)],         7*  =  [a*  a(2«i)  . . .  a(2)a(i^], 

0  =  [^6'2'^.^  ...  6(2)  6("],         0*  =  [[3*6(2".)  ...  6(2)6(1']. 
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Par  conséquent  l'expression  C(4)  prend  la  forme 
[0]Uoi  +  0TL3OL*     DlLi^H-  DIL3P*     DIUY  +  3IL3Y*     OlLiO  -t-01t3  0*]. 

On  en  déduit 

C(i,  =  moDlL?  3111  +  DlliDULaOrCaCmi^i  +  maOK.J  +  D]Vlc^,^  =  o, 
lllo,  m,,  IH2  étant  des  constantes  égales  respectivement  aux  valeurs 

[r^fo],     -[apoY]-[pTÔa*],     [apyS*]  +  [ayo^*], 

et  f(0)  étant  une  forme  homogène  du  deuxième  ordre  par  rapport 
aux  paramètres  011, ,  0112,  OIL3. 

Admettons  maintenant  que  les  paramètres  OU,,  DIl^j  DTl^  soient 
les  coordonnées  homogènes  d'un  point  011,  qui  se  meut  dans  un 
plan  quelconque.  Alors  l'expression  C^4)  =  o  représentera  une 
courbe  plane  du  quatrième  ordre,  décrite  par  le  point  0)1,  et 
douée  des  deux  points  doubles  Dl'l,=o,  0]"l3  =  o;  0112  =  0, 
0113=  o.  Par  conséquent  la  courbe  plane  C(/,)  aura  le  genre  i  et  les 
coordonnées  011,,  Olio,  OIL3  pourront  être  exprimées  au  moyen  des 
fonctions  elliptiques.  Il  résulte  de  là  que  parles  mêmes  fonctions 
on  pourra  exprimer  x,  \  et  conséquemment  aussi  les  coordonnées 
X/  de  la  courbe  gauche  C^/,).  Donc  cette  courbe  gauche  aura  elle- 
même  le  genre   [ . 

23.  Pour  étendre  les  considérations  que  je  viens  d'appliquer 
dans  les  deux  articles  précédents  et  pour  établir  un  théorème  gé- 
néral, relatif  aux  courbes  gauches,  je  rappelle  les  notions  des 
systèmes  élémentaires  de  première  et  de  seconde  espèce  cjue  l'on 
emploie  en  Géométrie  synthétique. 

Soient  P,  p,  7z  un  point,  une  droite  et  un  plan,  tout  à  fait  varia- 
bles dans  l'espace,  etA,rt,a  un  point,  une  droite  et  un  plan  fixes. 
Alors  : 

i"  [P«]  représente  tous  les  plans  passant  par  la  droite  <?; 

•^.^  ["^«"z]  représente  tous  les  points  situés  sur  la  droite  <^7; 

3"  [IV/a]  représente  toutes  les  droites  du  j)lan  a  qui  passent  par 
le  point  [^/a]; 

4"  [t:^/.  V]  représente  toutes  les  droites  du  plan  [<'/AJ  ([ui  [)as- 
sent  par  le  point  A. 

Ces  systèmes  soni  appelés  sj's/r/m's  rir  m  en  ht  ires  d('  /uc/n/èn' 
espèce.  De  plus: 
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5''  [/>A]  reprcscnlc  tous  les  plans  passant  par  le  point  A; 
6"  [pet]  représente  tous  les  points  situés  dans  le  plan  a; 
7"  [ua]  représente  toutes  les  droites  situées  dans  le  plan  a; 
8""  [PA]  représente   toutes   les  droites  passant  par   le  point  A. 
Ce  sont  les  systèmes  élémentaires  de  seconde  espèce. 
Ceci  rappelé,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Par  le  procédé  d' interçertissement  on  peut  déduire  d'un 
produit  extérieur  représentant  une  courbe  gauche  les  ex- 
pressions de  ses  coordonnées  au  moyen  de  paramètres.  Si  par 
V intervertissement  un  seul  système  élémentaire  de  première 
espèce  est  introduit,  les  coordonnées  sont  exprimées  par  des 
fonctions  entières  et  homogènes  de  deux  paramètres.  Dans  ce 
caSy  la  courbe  gauche  est  unicursale  ou  de  genre  o.  Si,  au  con- 
traire, par  V intervertissement,  deux  systèmes  élémentaires  de 
première  espèce  ou  un  système  élémentaire  de  seconde  espèce 
sont  introduits,  on  obtient  une  écjuation  homogène  entre  trois 
paramètres,  qui  peut  être  envisagée  comme  l'équation  d^une 
courbe  plane.  Le  genre  de  cetXe  courbe  plane  est  aussi  celui 
de  la  courbe  gauche.  Les  expressions  des  coordonnées  de  la 
courbe  plane  au  moyen  des  fonctions  transcendantes  étant 
connues,  les  formules,  fournies  par  Vintervertissement,  don- 
nent les  coordonnées  de  la  courbe  gauche,  exprimées  au 
moyen  des  mêmes  fonctions  transcendantes. 

Dans  une  autre  occasion  je  communiquerai  des  applications  de 
ce  théorème. 

ni. 

GIÎNÉRALISATIONS.  PRODUITS  EXTERIEURS  ET  LES  DÉTERMINANTS-  COMPLEMENT. 
FORMULES  GÉNÉRALES.  LEUR  INTERPRETATION  AU  MOYEN  DE  LA  GÉOMÉTRIE 
A  N  DIMENSIONS.  PRODUITS  INTÉRIEURS  ET  LEURS  APPLICATIONS  AUX  RELA- 
TIONS  MÉTRIQUES.    REMARQUES   FINALES. 

24.  Pour  généraliser,  d'abord  en  sens  purement  algébrique,  les 
notions  et  les  résultats,  obtenus  dans  les  deux  premières  Parties 
de  ce  Mémoire,  je  remplace  les  expressions  E^^\  E^^^  E^^^,  E^'*^ 
par  les  quantités 

En  Algèbre,  je  ne  donne  à  ces  quantités  aucune  interprétation; 
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je  les  introduis  comme  un  instrument  de  calcul,  comme  une  sorte 
de  clef  algébrique.  Pour  avoir  une  dénomination  pour  les  e^^\ 
e^-\  . . .,  e^"^  je  les  appelle  àhtnités,  et  je  dis  que  les  expressions 

sont  dérivées  des  unités  e^'^\  e^'-\  ...,  e^"^  au  moyen  des  coej/i- 
cients  cij^ ,  (j  =^i^  2,  .  .  . ,  n). 

Cela  établi,  je  forme,  conformément  aux  développements  de 
l'article  2,  les  produits  a^'^a^^).  a^\)a^Va(3)-  ...  a^^ai-^K  .  .a^'-)  ; 
j'j  remplace  les  produits  e^'i^e^'^^;  e^'i^e^'^' e^'V  ;  ...  e^'Ve^'^^ . .  .e^'V^ 
(«,,  io-,  .-.,  «/•=[,  2,  ...,  n)  par  les  expressions  [e^^Ve^'V]  • 
[e^'i'e^'Ve^'a^]  ;  ...,  [e^'i^e^'V  . .  .e^''^]  et  je  soumets  ces  expressions 
aux  conditions  de  changer  de  signe  si  Ton  y  échange  deux  unités 
et  de  s'évanouir,  par  conséquent,  si  deux  unités  renfermées  sont 
égales.  Enfin  j'ajoute  la  condition  que  l'expression  [e^'^e^-^ .  .  .e^"^], 
qui  renferme  les  unités  rangées  dans  l'ordre  naturel,  est  égale 
à  +1. 

Conformément  à  la  notation  et  aux  dénominations,  intro- 
duites dans  les  articles  2,  o  et  8,  je  désigne  par  [a^^Ui^-^], 
[a^^^a^'^a^^^]^  .  .  .,  [a'^^^a^-K  .  .a^^^]  les  expressions  qui  provien- 
nent, parle  procédé  exposé,  des  produits  a^^^ a^-\  a'^^^  a^-^ a^'^\  . . ., 
a^^^a^-K  .  .a^'^^\  je  les  di^\^Q\\e  produits  extérieurs  et  je  nomme  le 
calcul  par  lequel  les  produits  extérieurs  sont  formés  multiplica- 
tion extérieure. 

25.  On  reconnaît  aisément  que  le  produit  extérieur[<i^^"<7^-^  ...a^"^] 
est  exactement  le  déterminant  |  a^'  |  (i,  y  =1 1 ,  2,  . .  . ,  /z)  ;  on  re- 
connaît déplus  que  le  produit  extérieur  [a^'^a^"^ .  .  .a^''^],  où  /•  <<  /?, 
fournit  comme  coefficients  des  produits  extérieurs  [e^^Ve^'-^  ...e^''^] 
(«',  ^  {.,. .  .^  i'^  ;  i'j  ,/!>,...,/',,=  1 ,  2,  ... ,  n)  les  mineurs  d'ordre  r. 
Par  conséquent  le  produit  extérieur  [<:7/'^<7/-^ .  .  .a^'^]  est  dérivé 

des 

_  n{ii  —  \). .  .{n  —  /•  +  I ) 

I  .  -2 /• 

produits  extérieurs  [e'^'^e''-^ .  .  .f'^''^]  de  la  même  façon  que 
l'expression  a^'^  est  dérivée  des  n  unités  e^^\  .  .e^"K  Pour  cette 
raison, j'appellerai  les  produits  extérieurs  [e^''^^ e^^'-K  .  .c^''^]  d'unités 
de  la  r^'^"'''  dimension.  D'après  cette  définition,  les  e^'^r^-^ c^"'> 
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soiU  les  unités  de   la  première  dimensioD  et  -f- 1  et  — i  sont  les 
iinilés  de  la  n'''"^^  (lli)ïcnsion. 
Donc  on  a  : 

Si,  cm  moyen  des  coefficients  r/'^-'  (/,  y  =  i ,  2,  .  .  . ,  /i),  les  ex- 
pressions 

sont  dérivées  des  n  unités  de  la  première  dimension  e^^\  eS-\  ,  . . , 
e^"\  le  produit  extérieur  \^a^^^  a^'-^  .  .  .  r^''' ],  où  r  <^  n,  sera  dé- 
rivé des  n,-  unités  de  la  r'^'"'^  dimension,  et  les  coefficients  se- 
ront les  /ir  mineurs  formés  des  coefficients  cé'-K 

Le  produit  extérieur  [«(' V//^^ .  .  ./"/^"^]  est  le  déterminant 
I  a^f  I   (/,  y  r=  1 ,  2,  ..../?)  d^nrdie  n. 

Le  produit  extérieur  \^a.^^^  a^^^\  .  .a'^^t^^^  où  7>»/?,  esterai  à 
zéro. 

Ce  dernier  résultat  découle  de  la  remarque  que  les  unités  de  la 
^ieme  Jimension,  si  q^n^  s'évanouissent  sans  exception,  parce 
qu'elles  doivent  renfermer  des  unités  égales  de  la  première  di- 
mension. 

!2(j.  Le  théorème  précédent  met  en  évidence  que  les  produits 
extérieurs  [«^/^'^«^-' .  .  .«7^''^]  [/-"^/f)  changent  de  signe,  si  l'on  y 
échange  deux  expressions  a.^^' ,  a'^^^  et  qu'ils  s'évanouissent  par 
conséquent  si  deux  expressions  renfermées  deviennent  égales.  On 
tire  de  cette  proposition  la  conséquence  plus  générale  qu'un  produit 
extérieur  quelconque  s'évanouit  s'il  j  a  une  relation  linéaire  entre 
les  expressions  renfermées,  et  vice  versa.  Or  on  a,  d'après  le 
théorème  précédent, 

par  conséquent,  on  aura  entre  les /?  H- I  expressions  «^/-'^  «^-^  ..., 
^f(/i+i)  ijY\e  relation  linéaire 

dont  je  vais  déterminer  les  coefficients  S  m. 

Par  multiplication  extérieure  on  tire  de  la  dernière  formule 

ou 
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ou 

Il  résulte  de  là  que  les  coefficients  S^  et  4*,^^,  sont  proportion- 
nels respectivement  aux  produits  extérieurs 

et  l'on  trouve  de  même  que  le  coefficient  S  m  est  proportionnel  au 
produit  extérieur 

Donc  on  a  la  relation  identique 

qui  représente  la  généralisation  de  la  formule  (8)  (n"  10). 

Les  développements  précédents  montrent  la  liaison  intime  qui 
existe  entre  les  produits  extérieurs  et  les  déterminants.  En  effet, 
on  peut  établir,  au  moyen  des  notions  déjà  expliquées  et  de  celles 
que  je  donnerai  encore,  une  théorie  des  déterminants  qui  me  pa- 
raît bien  remarquable  par  sa  simplicité.  Elle  est  due  à  Cauchy  (') 
et  à  M.  Grassmann  (-)  et  l'on  en  trouve  une  exposition  élégante 
dans  les  Ouvrages  importants  de  M.  Schlcgel  (•*  )  et  de  M.  Scott  ('•). 

27.  Soient  C  une  unité  quelconque  de  la  dimension  /•  <;  n  et  C' 
l'unité  de  la  dimension  n  —  /•  qui  renferme  les  unités  de  la  pre- 
mière dimension  qui  n'entrent  pas  dans  C.  Je  suppose  d'ailleurs 
que  les  unités  e^^\  e^-\  .  .  .,  e^"^,  renfermées  dans  C' ^  soient  ran- 
gées dans  un  tel  ordre  que  [^^']  =  +  i .  Alors  j'appelle  C'  le  com- 
plément de  C  et  je  désigne  le  complément  de  C  par  |  C^  c'est-à-dire 
par  un  trait  vertical,  posé  devant  C. 


C)  Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  niathéniatiquc,  t.  I\  ,  p.  ô^/\. 

(^)  Die  Ausdehnwigslehre.  Berlin,  i8()2,  \rliclcs  ()'2,  03,  I3i,  17.3-187. 

(')  System  der  Raunilehre.  Leipzig,  iS;.'.  t*  ÏL  P-  J'^!)- 

(')  ^  Treatise  on  tlie  theory  of  deterniinants  nnd  thcir  applications  in  Ana- 
lysis  and  Geometry.  Cambridge,  i88o. 

f'oir  aussi  les  doux  IMcWrioii-es  (pic  j'ai  piildit's  au  Journal  de  M.  l\ronccl<er, 
l.  XCII  CL  XCV. 
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D'après  cette  défini tion  on  a 

|e("=       |c(2'e(3.\..e(//)|^ 
1^(2)  ^_  [e(i'e(3)  ...  e(«)], 


(I') 


(II') 


(III') 


et  d'une  façon  analogue  on  pourrait  établir  les  compléments  des 
unités  d'une  dimension  quelconque. 

28.   Supposons,  pour  un  instant,  que  n  soit  égal  à  4  et  posons 

e''^  =  E''^,  ...,  e^''^  =  E^'*^  Alors,  en  comparant  les  formules  (F), 
(ir),  (IIF)  avec  les  formules  (I),(II),  (III)  du  n«  9,  on  obtient 

d'une  part 

£('•)=  |E"^ 

on  en  tire 

j  !-£(/)£(/,)•]  ^  [- |E(/)|E(/.')], 

|[E('>E(/'-)E'/^]  =  [|E'')  |E(^')  |E(/\]; 
ou,  sous  forme  commune, 

(VI)  \[c   c*]  =  [\c   K*], 

«i:  étant  égal  à  E^'^  et  C* ^  dans  la  première  formule,  égal  à  E^*'  et, 
dans  la  deuxième  formule,  égal  à  [E^^^  I^^^^  ]• 

D'autre  part,  les  formules  (II*)  et  (III*)  du  n"  9,  savoir 

[  £U-)  £(/j  £{/)  ]  =  E('«^ 
ou 

—  [  E<''  E^^)  £('«)     W^  E(^)  W^  ]  =  —  [  E^''  ^^''^  E^'"'  E^'^  1  [  E''^  E*^^  ]' 

[E''"^E'/'     E('">E'''E''''^]  —      [E('"'E</'E'''E'/'']E'"'', 
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peuvent  être  représentées  sous  la  forme  commune 

(VII)  [CC'     CC**\  =  [CC*C*']C, 

étant  dans  la  première  formule 

C  =  [E(''^E'^-^],         C*  =  E('"'',         C**=  E(/^ 
et  dans  la  deuxième  formule 

C  =  E('"',         C*=  E(/^         C**=  [E^iyE^^-^]. 

J'admets  dès  à  présent  que  les  formules  (VI)  et  (VII)  soient  gé- 
néralisées pour  n  unités  ;  ou  : 

Etant  C,  o*,  C**  ti'ois  unités  de  telles  dimensions  que  la  somme 
de  leurs  dimensions  est  égale  à  n^  jHntroduis  les  définitions  : 

(VI)  1[C^*]  =  [K:    \c*] 

et 

(VII)  [CC*    cc**\  =  \cc*c**\c. 

En  changeante'  et  C* ^  la  formule  (VII)  devient 
et,  en  v  changeant  l'ordre  de  e  et  C* ^  on  obtient 

(viii)  [cc*  cc*'']  =  [cc*i:**']c\ 

Nous  avons  supposé  que  la  somme  des  dimensions  des  unités  C, 

o*,  C**  soit  égale  à  /^;  supposons  d'ailleurs,  pour  un  instant,  que 

les  unités  6,  C* ,  C**  ne  renferment  que   des    unités  différentes 

de   la   première    dimension   et   rangées    dans   un   tel    ordre   que 

[ê^C*c**]  ^= -h  I.  Alors  on  aura,  d'après  la  définition  du  coniplr- 

jiirnt , 

I  C  =  [Ci:**] 

et,  par  conséquent,  la  formule  (VU,)  prendia  lii  forme 

(iv)  [iic*    \i:\  =  i:\ 

Dans  cette  formule,  qui  représente  la  généralisation  tic  la  for- 
mule (IV*)  (n"  9),  C  et  C*  sont  des  unités  de  telles  dimensions, 
que  la  somme  de  leurs  dimensions  reste  plus  petite  (jue  n. 
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29.  Soit 

et  remplaçons,  dans  ces  expressions,  les  e^^\  ...,  eS'^^  par  les 
compléments  |  e^'^,  .  .  . ,  |  e^'^\  sans  changer  les  valeurs  des  coeffi- 
cients. 

Je  désigne  par  |  a'^P^  et  |  b^^^  les  expressions  qui  proviennent  de 
cette  manière  des  expressions  rt^/'^  et  b''^^  ^t  je  nomme  les  expres- 
sions 

les  compléments  de  ciSp^  et  b^^K 
D'après  les  formules  (F),  on  a 

(YIII)        [e(''  I  e^'^]  =  i,       [e('M  e'^^']  =  o,       (M/^'i   ?, /r  =  i,  2,  •  •  • ,  ^î), 

et,  par  conséquent,  on  obtient 

(27)  [a^P^  j  ^t'/'j  =a(l^'è'l^)^-a(/^)6'//)+...^-a(/'^>([/^ 

30.  La  formule  (TV)  donne  naissance  à  beaucoup  de  systèmes 
de  relations  dont  je  vais  établir  quelques-unes. 

Egalons  C  à  e'^^\  ...,  e^'^'^  et  C*  successivement  aux  unités  de  la 
première,  de  la  deuxième,  .  .  . ,  de  la  r^''^^^  dimension.  Alors  on 
trouve 

(28)  [a(i)a(2)  I  5(1)]  ^      [«(1)  I  6(i^]a(2) 

—  [«(2)  I  b^\)]a^\), 
l   [ad)  «(2)  «(3)  I  ^(1)]  ^       [«(1)  I  è(l)]  [«(2)^(3)] 

(29)  I  +[a(2)  I  6(i^][a(3)^(i)j 
(  -h  [«(3)  I  6(i)][a(i^a(2'], 

7 

[«(1)^(2).  _«(/•)    I   ^(1)] 

=        [«(1)   I   è(l)][a(2)«(3)...^(r)] 

—  [a(2)  I  5(i)]fati^a(3)  . . .  «(Dj 

(30)  I 
+  (— iy-i[a('^  I  6(1^]  [a(i^a;2)_.^(/-i)^a-+i).  _«(,•)] 
+ 

4_(_,);--i[a''')  I  6(i'][a(i^a'2)...a<''-i)]. 

D'après  la  formule  (VI),  on  obtient  aisément 

(3i;  I  [a(iV/(2)  .  .  .  «(/•)]  ^  [  I  rt(i)  ]  r/(2.^  .  .  .  |  r/  '•'], 
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et  à  l'aide  de  cette  égalité  on  déduit  de  la  formule  (28) 
(32i)        [a^^hi'-^^  1  ^>(i^^'-2'J  =  [a'i)  |  ^'D]  [«(2)  1  ^,(2^]  _  [^12)  [  ^a)]  [^^4)  |  ^f2)j. 

De  même,  on  tire  de  la  formule  (29) 

[a(i^a(2)a(3)  |  ^d'ô^^^J  =      [a^^  ]  ô'^^]  [a'^^  a^^)  |  ^(2)j 

et,  au  moyen  de  la  formule  (28),  on  a 

[a(i'a(2)a'3)  |  ^^(D^f^)]  =      [a^D  |  b^i)]  j  [a(2)  |  6^2)] ^{3)  _  [^(3)  |  h(2)ja'2^  | 
)       {  +  [«(2)  I  ô^i'J  j  [«(3)  I  ^;2)]^(i)  _  [^^(1)  I  6(2)] a(3)  j 

+  [«(3)    I    ^,(1)]  j  [^(1)    j    6^2)]  «(2^  _  [^(2)    I    6(2)]  «(1)  j 


ou 


(33) 


[«(i)a'2)a(3;  I  6(1)6(2)]  zrz      [«(2)a(3)  I  6(i^6(2)]a(i^ 

_i_  [«(3)^(1)  {  6(i)6(2)]a(2) 
(  +[a(i)a(2)  I  6(i'6(2)]a(3). 


En    tenant   compte    de    la   formule   (3i),    on    tire    de    la   for- 
mule (33*) 

[«(1^  I  6(1']       [ad'  I  6(21]       ^,,1)  I  6'3)] 
(322)    [a(i'a(2'a(3'  I  6(1' 6^2) 6(3)]=     [«(2)  I  6(1)]       [«(2)  I  6(2)]       [a(2'  |  6(3'] 

[«(3^    I    6(1' 1  [«(3'    I    6  2']  [rt.'3)    1    6(3'] 

D'une  façon  tout  à  fait  analogue,  on  obtient  la  lormule  générale 

[«(1'  I  6(1']       [ad'  I  6(2']       . .  .       [ad'  |  6('-^] 

,     ,  ra(2'  I  6d']       ra(2'  1  6(2']       .  .  .       ra^2)  |  6''-'l 

I     [a(i'a(2)...a'/)  I  6d'6(2'...6('-']  =     L         I         1       1.         1        J  l         1        J 


[a('-'  I  6  1']       [a('-'  I  6(2'] 


\a  '•'  I  6  '•'] 


où  /■  est  plus  petit  ou  égal  à  n.  Même,  si  /•  est  plus  grand  que  /?, 
la  relation  (32)  existe  encore,  mais,  dans  ce  cas,  le  premier  membre 
s'évanouit. 

31.  La  formule  (3;>.)  représente,  sous  une  forme  très  simple,  le 
théorème  le  plus  général  relatif  à  la  jnultiplication  des  détermi- 
nants. 

J'ai  déduit  cette  formule  de  la  définilion  (IV),  tirée  elle-méuir 
de  la  définition  (VIF),    pour  ]-)r()u\er  (pTolIcs  conduisent ,  d'une 
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part,  à  des  relations  connues.  D'autre  part,  ces  définitions  ont 
fourni  les  formules  (28),  (29)  et  (33),  qui  représentent  les  gé- 
néralisations des  formules  (6),  (i3)  et  (7).  Pour  montrer  ce  ré- 
sultat, j'admets  n  =  4?  et  je  fais  d'abord 

e(i>  =  E(i),         ...,         e^'-'=E^'*K 

Alors  on  peut  poser 

ad)  =  A,         a(2i  :^  p;  I  ^(1)  =  p, 

et  l'on  voit  que  la  formule  (28)  se  change  en  la  formule  (6). 
Si  l'on  pose 

la  formule  (29)  prend  la  forme 

[FQR     a]  =  [Pa][QR]-i-[QaJ[RP]  +  [Ra][PQ] 

OU,  en  tenant  compte  des  identités, 

[PQR     aj=_[a     FQR],  [Pa]=-[aP],  ...; 

on  obtient  la  formule  (i3) 

[a     PQR]  =  [aP][QRJ  +  [aQJ[RP]  +  [aR][PQ]. 

Comme  b^*^  et  Z>^-^  représentent,  sous  les  conditions  introduites, 
deux  points,  le  produit  extérieur  [^^*^6^-^]  et  son  complément 
I  [Z>^'^6^-']  représentent  des  droites.  Par  conséquent,  on  peut  poser 

I  [^(D^f^n  =  [AP] 
et,  en  posant  de  plus 

a(i)=B,         «'2)=G,         «(••5'=D, 

la  formule  (33)  devient 

[BGD     AP]  =  [GDAPJB  +  [DBAPjG-i-[BGAP]D. 

On  en  déduil,  comme  on  a,  d'après  la  formule  (VII), 

[BGD     APj  =  [AP     BGD], 
a  formule  (7) 

[AP     BGD]  =  [APGD]B  +  [APDB]G  +  [APBGJD. 

D'une  façon  analogue,  en  posant 

e(»)  =  £('),  ....         e(4i  =  s'y, 
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on  tire  des  formules  (28),   (29)  et  (33)  les  formules  (10),   (9) 

et  (11). 

32.  Les  considérations  précédentes  conduisent  à  une  des  inter- 
prétations que  l'on  peut  donner  aux  quantités  a^^\  à  leurs  produits 
extérieurs  et  aux  unités  e^'^,  ...,  <?^"\  savoir  à  l'interprétation 
attachée  à  la  Géométrie  à  n  dimensions. 

En  Géométrie  de  l'espace  ordinaire  (^n  =  ^)^  j'ai  appelé  élé- 
ments de  la  première,  delà  deuxième  et  de  la  troisième  dimension 
les  points,  les  droites  et  les  plans.  Si  l'on  appelle,  d'une  façon 
analogue,  éléments  les  êtres  géométriques  qui  correspondent, 
dans  l'espace  à  n  dimensions,  aux  points,  aux  droites  et  aux  plans 
de  l'espace  ordinaire,  on  reconnaît  qu'il  y  a,  dans  l'espace  à 
n  dimensions,  des  éléments  de  la  première,  de  la  deuxième,  ..., 
de  la  (n  —  lyeme  clixi^ension. 

En  désignant  par  a^-^  (^j  z=\^-2^  .  .  .,  /i)  les  coordonnées  homo- 
gènes des  éléments  de  la  première  dimension  a^'^,  les  coordonnées 
homogènes  des  éléments  de  la  deuxième,  ...,  de  la  (^  —  ^yeme  jj_ 
mcnsion  seront  représentées  par  les  mineurs  de  deuxième,  ...,de 
[n  —  [^'^■'"e  ordre,  formés  des  termes  «y'.  Par  conséquent,  les 
éléments  dans  l'espace  à  n  dimensions  seront  représentés  par  les 
expressions  a^^\  [«^''^a^':^],  ... .,  [«^'i^a^':^  .  .  .  a'^^n-O^  en  ce  sens  que 
les  coefficients  des  e^^\  . . .,  e^''^  et  de  leurs  produits  extérieurs  en 
fournissentles  coordonnées  homogènes.  Si  l'on  égale  les  coefficients 
a}f  à  -j- I  et  les  autres  coefficients  «y  [j\j'z=\^i^...,n-^j^j') 
à  zéro,  on  obtient 

Conformément  aux  développements  du  n"  6,  on  en  conclut  que 
les  unités  e^^\  .  .  .,  eS"^  peuvent  être  envisagées  comme  des  élé- 
ments particuliers  de  la  première  dimension  qui  forment,  dans 
l'espace  à  n  dimensions,  un  n-ièdre.  En  le  choisissant  comme 
n-ièdre  de  référence,  les  éléments  se  représentent  comme  fonc- 
tions linéaires  des  éléments  correspondants,  relatifs  à  ce  n-icdre 
de  référence.  Les  coefficients  qui  entrent  dans  les  expressions  li- 
néaires sont  (les  cooi'doniH'cis  n-iédri(/ues. 

33.  Quanl  aux  éh'Mnents  composés  (pii  proviennenl  i\c  la  jonc- 
lion  ou  de  l'intersection  d'autres  éléments  originaux,  hi  dimension 
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d'un  clémcnl  composé  est  égale  à  la  somme  des  dimensions  des 
éléments  composants,  cette  somme  prise  suivant  le  module  n.  A 
l'aide  des  deux  définitions 

(IX)  [[e(i^ e(2) . . .  e(/i)  ]  e(A+i) . . .  e'/)]  =  [gd)  ^(2)  . . .  et/^)  ^(A+i) . . .  e(/-)]  (r^  n), 
(VU)  [CC*     CC**]  =  \CC*C**]C, 

étant  C,  C* ,  C^*  des  unités  de  telles  dimensions  que  la  somme  de 
leurs  dimensions  est  égale  à  n,  un  élément  composé  qui  provient, 
soit  de  l'intersection,  soit  de  la  jonction  d'autres  éléments  origi- 
naux, peut  être  représenté  parles  unités  avant  la  même  dimension 
que  l'élément  composé.  De  plus,  à  l'aide  des  définitions  (VII)  et 
(IX),  un  élément  composé  de  la  dimension  r  s'exprime  par 
d'autres  éléments  de  la  dimension  /',  eux-mêmes  convenablement 
composés  des  éléments  originaux. 

Par  exemple,  l'élément  de  la  première  dimension 

qui  provient  de  l'intersection  de  l'élément  de  la  deuxième  dimen- 
sion [a^'^a^-^]  et  de  l'élément  de  la  (n  —  ly'^'»^  dimension  |  b^*^ 
s'exprime,  au  moyen  de  la  formule  (^8),  par  les  deux  éléments  de 
la  première  dimension  a^''  et  a^-K 

De  même,  l'élément  de  la  (/•  —  jyeme  (Jji^^ension 

qui  provient  de  l'intersection  des  deux  éléments 

ayant  respectivement  les  dimensions  /•  et  (/^  —  i),  s'exprime,  au 
moyen  de  la  formule  (3o),  par  les  r  éléments  de  la  (y  —  ly^'ne  jj_ 
mension 

3i.  Les  résultats  précédents  forment  la  généralisation  de  ceux 
que  j'ai  établis  dans  la  première  Partie  de  ce  Mémoire.  D'une 
façon  analogue,  on  peut  généraliser  les  résultats  de  la  deuxième 
Partie. 

On  reconnaît  d'abord  que  le  produit  extérieur  de  la  dimension 
zéro 
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dans  lequel  a^^\  . . . ,  a^"'  sont  dérivés  d'un  élément  variable  de  la 
^,ième  dimension  (/•  =  !,  :>.,  .  ,  , ,  n  —  i),  en  Géométrie  à  n  dimen- 
sions, fournit  les  êtres  géométriques  qui  deviennent  dans  les  cas 
n  =  /\yr=:i  ou  3  les  surfaces  et  dans  le  cas  n  =  ^,  r  =  2  les 
complexes  de  la  Géométrie  ordinaire.  On  en  déduit  ensuite  que  le 
produit  extérieur  de  la  dimension  n  —  3 

dans  lequel  a^^\  a^-\  ...,  a^''~-';  6^*'  sont  dérivés  d'un  élément 
variable  de  la  r»^"^''  dimension,  fournit,  en  Géométrie  à  n  dimen- 
sions, les  êtres  géométriques  qui  deviennent  pour  les  mêmes  sup- 
positions, relatives  aux  nombres  n  et  r,  les  courbes  gauches,  les 
surfaces  développables  et  les  congruences  de  droites  de  la  Géo- 
métrie ordinaire.  Afin  de  ne  pas  franchir  les  limites  que  je  me  suis 
fixées  pour  ce  Mémoire,  je  me  borne  à  indiquer  les  résultats 
établis.  Dans  une  autre  occasion,  je  reviendrai  aux  recherches 
relatives  à  la  Géométrie  à  n  dimensions. 

35.  En  terminant  ce  Mémoire,  je  reprends  les  formules 
(Vill)     [e(^'^  I  e('n=:i,       [e^i^  \e^f^^]  =  o      {i,  k  =  i,  2,  . . . ,  n;     i  7^  k). 

Ces  formules  expriment  que  le  produit  extérieur  de  l'unité  e^'^ 
et  de  son  complément  |  e^'^  est  égal  à  +  i,  et  que  le  produit  exté- 
rieur de  e^'^  et  du  complément  d'une  unité  e^^\  difierente  de  e^'\ 
s'évanouit. 

On  peut  donnera  ces  résultats  une  forme  plus  simple,  en  disant 
que  les  formules  (VII)  définissent  un  nouveau  calcul,  nommé  par 
M.  Grassmann  multiplication  intérieure. 

Ce  calcul  constitue  les  produits  intérieurs  qui  forment  la  gé- 
néralisation des  produits  géométriques  (  '  )  dont  se  sont  déjà  servis 
MM.  Resal  et  Somoff  dans  leurs  recherches  cinématiques.  La 
multiplication  intérieure  fournit,  en  Géométrie  ordinaire,  la  dis- 
tance de  deux  points,  la  projection  d'un  vecteur  sur  une  droite 
ou  un  plan,  le  cosinus  d'angle,  formé  par  deux  droites,  par  deux 
plans  ou  par    une  droite  et  un    plan,  et   enfin   la   condition  de  la 


(')  Sous  le  môme  nom  M.  de  Saint-Venant  a  inlroduil  dans  une  Note,  insérée 
aux  Comptes  rendus  (t.  X\I,  p.  (i^n),   un  ras  particulier  dos  produits  extérieurs. 
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perpenclicularité;  en  Géométrie  à  n  dimensions,  la  multiplication 
intérieure  donne  naissance  à  la  généralisation  de  ces  notions.  Il  ré- 
sulte de  là  que,  tandis  que  la  multiplication  extérieure  s'adapte  à  la 
Géométrie  de  position,  la  mulliplication  intérieure  est  attachée 
à  la  Géométrie  métrique. 

36.  Les  combinaisons  que  lamultiplication  extérieure  et  la  mul- 
tiplication intérieure  forment  des  coordonnées  sont  précisément 
celles  dont  on  a  besoin  en  Géométrie  et  en  Mécanique.  En  adop- 
tant ces  deux  espèces  de  multiplication,  toutes  les  notions  de  la 
Géométrie  et  de  la  Mécanique  obtiennent  une  représentation  plus 
concise,  les  formules  se  simplifient  et  permettent  une  interpréta- 
tion immédiate,  f^a  différence  qui  existe  jusqu'à  présent  entre  les 
méthodes  de  l'intuition  et  du  calcul  disparaît  et  l'on  peut  profiter 
des  avantages  qui  résultent  de  l'une  et  de  l'autre.  Dès  lors,  il  me 
semble  que  la  multiplication  extérieure  et  la  multiplication  inté- 
rieure méritent  l'attention  des  géomètres  et  la  réception  définitive 
en  Mathématiques. 

Quant  à  l'interprétation  des  unités,  elle  varie  suivant  le  domaine 
et  le  but  des  recherches  auxquelles  on  applique  les  produits  exté- 
rieurs et  les  produits  intérieurs.  Dans  le  présent  Mémoire,  j'ai 
établi  une  des  interprétations  que  Ton  peut  attacher  à  la  Géo- 
métrie; dans  un  prochain  Mémoire  j'établirai  une  deuxième 
interprétation  des  unités  e^^^  .  .  .,  e^'^  qui  se  rattache  aussi  à  la 
Géométrie  et  tout  particulièrement  à  la  Mécanique.  On  verra,  je 
l'espère,  que  la  notion  de  produit  extérieur  qui  a  établi,  dans  ce 
Mémoire,  le  lien  entre  la  Géométrie  synthétique  et  la  Géométrie 
analytique  forme  de  même  le  lien  entre  les  deux  branches  cor- 
respondantes de  la  Mécanique. 
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G.  DARBOUX.  —  LeçOxXS  sur  l\  THiioRii-:  générale  des  surfaces,  et  les 
APPLICATIONS  géométriques  DU  Calcul  INFINITESIMAL.  —  Deuxième  Partie. 

I  volume  gr.  ia-8".  Paris,  GauLhier-Villars  et  Fils;  1889. 

Le  second  Volume  du  Traité  de  M.  Darboax  est  divisé  en  deux 
Livres,  le  IV*^  et  le  V  de  l'Ouvrage. 

Le  Livre  IV  a  pour  tilre  :  Les  congruences  et  les  équations 
linéaires  aux  dérivées  jxi nielles;  le  Livre  V  traite  des  lignes 
Iraeées  sur  les  surfaces. 

\.  On  trouvera  dans  le  Livre  IV  le  développement  de  plusieurs 
idées  fécondes  dont  le  premier  Volume  déjà  laissait  entrevoir  le 
germe  :  l'application  à  la  Géométrie  des  équations  différentielles 
partielles  du  type  de  Laplace 

d^'-z            dz        ,  dz 
a- \-  b 


dx  ÔY  à.r  à  y 


On  doit,  comme  l'on  sait,  à  Laplace,  un  mode  de  transforma- 
tion de  ces  équations  les  unes  dans  les  autres  qui  consiste  à 
prendre  pour  nouvelle  fonction,  soit  l'expression 

dz 

Zi— h  az 

dy 

soil  la  suivante 

ôz  , 

Z-^  = V  OZ. 

UT 

En  réitérant  l'une  et  l'autre  de  ces  transformations,  on  engendre 
une  suite  d'équations  illimitée  dans  les  deux  sens,  dite  suite  de 
Laplace,  dont  fait  partie  l'équation  proposée.  L'intégration  d'une 
seule  équation  de  la  suite  entraîne  celle  de  toutes  les  autres. 

Dans  un  premier  Gliapitre,  consacré  à  d'intéressantes  généralités 
sur  les  congruences  de  lignes  et,  en  particulier,  de  lignes  droites, 
M.  Darboux  montre  comment  des  considérations  purement  géomé- 
triques conduisent  naturellement  à  la  transformation  de  Laplace. 
Les  attaclies  géométriques  de  cette  remarquable  transformation  S(^ 
trouvent  dès  lors  nettement  posées,  el  l'on  pcMit  déjà  pressentir  le 
rôle  considérable  auquel  elle  est  appelé(\ 

Bull,  des  Scic/iccs  Diathciii..    >."  série;,  t.  MU.  (Octobre  i88().)  m 
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Les  Cha[)llres  siiivaiiLs  prcscnLciil  une  ('Uidc  purcmcnl  analy- 
liqiie  des  équations  du  Ivpe  de  Laplace  et,  en  premier  lieu,  de  la 
méthode  due  à  ce  grand  géomètre,  méthode  qui  re[)ose  sur  l'em- 
ploi de  la  suite  dont  il  a  été  déjà  cpieslion.  L'auleur  introduit  dans 
sou  analyse  les  invariants 

da 
fi  ^= h  aù  —  c, 

A'  =  -T h  (lo  —  c, 

dy 

qui  servent  à  caractériser  toutes  les  équations  que  l'on  peut  dé- 
duire les  unes  des  autres,  soit  en  multipliant  la  fonction  inconnue 
par  une  arbitraire  déterminée,  soit  en  remplaçant  les  variables  œ, 
y  par  les  nouvelles  variables  ^,  =  cp(x),  y,  =  '];(j/):  ces  inva- 
riants, qui  paraissent  avoir  échappé  à  Laplace,  sont  indispensables 
dans  une  exposition  complète  de  la  question. 

Un  des  cas  les  plus  importants  d'intégrabilité  est  celui  où  la 
suite  de  Laplace  se  termine,  soit  dans  un  sens,  soit  dans  les  deux. 
M.  Darboux  se  propose  le  problème  de  trouver  toutes  les  équa- 
tions pour  lesquelles  cette  circonstance  se  présente. 

En  1870,  dans  un  travail  considérable  présenté  à  l'Académie  des 
Sciences,  M.  Moutard  avait  traité  ce  même  problème.  Malheu- 
reusement, ce  Mémoire  fut  détruit  en  18^1  dans  les  incendies  de 
la  Commune,  et  il  n'a  été  connu  du  public  que  par  un  extrait 
paru  dans  les  Comptes  rendus,  et  par  une  rédaction  nouvelle  de 
la  partie  relative  aux  équations  à  invariants  égaux,  publiée  dans 
le  Journal  de  V Ecole  Polytechnique.  M.  Darboux  résout  ce 
problème  par  une  première  méthode  directe,  et  le  reprend  en- 
suite par  une  méthode  plus  savante  et  plus  complète,  l'ondée 
sur  la  considération  de  l'équation  adjointe  d'une  équation  diffé- 
rentielle linéaire  aux  dérivées  ordinaires. 

Cette  notion  d'équation  adjointe  remonte  à  Lagrange  :  elle  re- 
vient à  maintes  reprises  dans  l'Ouvrage  de  M.  Darboux.  Soit 

f{u)  —  X  u  -H  Xj  ii' -+- . . . -h  X,i  w(«', 

où  les  k  sont  des  fonctions  données  de  la  variable  x^  et  u,  u\  . .  • 
une  fonction  quelconque  et  ses  n  premières  dérivées  par  rapport 
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à  jf  5  il  existe  une  expression  analogue 

telle  que  la  différence 

vf(u)  -  Il  <o^(v)  =  — I^- 

soit,  quelles  que  soient  les  fonctions  u,  r,  la  dérivée  exacte  d'une 
fonction  de  ^contenant  u,  ç,  et  des  (n  —  i)  premières  dérivées 
de  ces  deux  fonctions.  Cela  étant,  les  équations 

sont  dites  adjointes  l'une  de  l'autre. 

Un  cas  intéressant  est  celui  où  les  deux  équations  ci-dessus 
sont  équivalentes;  mais  il  y  a,  à  cet  égard,  une  distinction  capi- 
tale à  faire,  selon  la  parité  de  n.  Le  cas  de  /i  pair  a  été  rencontré 
et  étudié  par  Jacobi;  on  a  dans  cette  hypothèse  l'identité 

mais,  si  7i  est  impair,  à  cette  identité  se  substitue  la  suivante  : 

Une  étude  approfondie  de  ce  dernier  cas  occupe  le  Chapitre  V; 
on  y  trouve  de  nombreuses  propriétés  des  équations  d'ordre  impair 
équivalentes  à  leur  adjointe;  ces  équations  rentrent  toutes  dans 
le  type  général 

»,    ,  i      d     i      d     \  i        d      i      d        i        d  du 

2.  Outre  la  méthode  qui  résulte  de  l'application  de  la  transforma- 
tion de  Laplace,  Kiemann  en  a  fait  connaître  une  autre  dans  un 
travail  sur  la  propagation  du  son,  inséré  dans  les  Mémoires  de 
l^ Académie  de  Gottingue  en  1860.  Cette  nouvelle  méthode  est 
londée  sur  une  extension  de  la  notion  d'équation  adjointe  au  cas 
des  équations  différentielles  partielles. 

SoitcT(c.)  une  expression  linéaire  et  lioniogène  par  rapport  à  la 
fonction  g  et  à  ses  dérivées  partielles  en  x  cl  r,  dont  les  coefli- 
cients  soient  des  fonctions  de  x,  w  On  peut  lrou\cr  une  expres- 
sion  Ç\{u)   composée   d'une    m;),nicrc   analogue    en    //,    t(^He   que, 
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quelles  que  soient  les  fonctions  :;  et  «,  on  ait  l'identité 

où  M,  N  sont  clcs  fonctions  de  .r,  y,  de  z,  u  et  des  dérivées  par- 
tielles de  z  et  de  u. 

Par  exemple,  dans  le  cas  de 

^,    ,         d'^z  dz         ,  dz 

•''(-)=  1 — y-  +  <^T    -+■  b^  ^  cz, 
ox  ây  ax  oy 

on  a 

^, ,     ,  d'^u  du        ,  du        [         da        âb\ 

(|  (  a)  =  ^^ — r a- ù- hic ^ r-     r, 

'^  ax  oy  ax  tiy        \         ax        oy  / 

I  /    dz  du\  T.T        /  I  /     ^-s  àu\ 

M  —  auz  -\ —  {  u- z  -—-  ]y  N  —  ôuz  -] —  {  u z —-  )• 

2\ày  oy  /  '2\     ox  ax  / 

Les  équations 

^{z)  =  o,         {]iu)  =  o 

sont  dites  adjointes  Tune  de  l'autre.  Riemann  était  parvenu  à  cette 
conclusion  que,  pour  obtenir  l'intégrale  générale  de  ^{z)  =  o,  il 
suffît  de  trouver  une  solution  de  l'équation  Cj(^u)  =  o  vérifiant 
certaines  conditions  simples  faciles  à  remplir.  M.  Darboux  a  pré- 
cisé le  résultat  de  Riemann  en  montrant  que,  pour  intégrer  l'équa- 
tion ^ (^z)  =  o,  il  suffit  de  trouver  une  lonction  parfaitement  dé- 
terminée u{x^y,  ^oiyo)  ^^"^h  ^^  ^^^^  <î^^6  fonction  de  ^,  JK  vérifie 
l'équation  Cj(^u)  =  o^  et,  en  tant  que  fonction  de  x^),  J'q,  vérifie 
l'équation  proposée  elle-même.  La  fonction  u(œ^j'^XQ,yo)ioiie 
un  rôle  en  quelque  sorte  symétrique  par  rapport  aux  deux  équa- 
tions rf  =  o,  (j  =  o,  et  fournit  tout  aussi  bien  l'intégrale  générale 
de  Ç(w)  =  o  que  celle  de  ^{z)  =  o;  de  la  sorte,  l'intégration  de 
ces  deux  équations  se  trouve  être  un  seul  et  même  problème. 

3.  L'application  la  plus  remarquable  et  la  plus  simple  de  ces  di- 
verses méthodes  se  rencontre  dans  l'équation  d'Euler  et  de  Poisson 

d-^z    _       '^'       r)z  ^        dz  _ 

dx  dy        X  —  y  dx        x  —  y  dy         ' 

qui  se  présente  fréquemment  dans  diverses  questions  d'Analyse 
et  de  Géométrie,  et  dont  les  attaches  avec  la  fonction  hypergéo- 
métrique  sont  bien  connues.  M.  Darboux  consacre  un  Chapitre 
entier  à  cette  équation,  sur  laquelle  il  revient  d'ailleurs  ensuite  à 
diverses  reprises. 
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4.  Parmi  les  équations  du  type  de  Laplace,  une  des  classes  les  plus 
étudiées,  qui  a  été  l'objet  du  travail  déjà  cité  de  M.  Moutard,  c'est 
celle  des  équations  dont  les  invariants  II  et  k  sont  égaux.  Ces 
équations  sont  toutes  réductibles  au  type 

Hz)=  -  — — -  =.  X, 
z  âx  ây 

et  A  est  la  valeur  commune  aux  deux  invariants. 

Le  premier  problème  que  traite  M.  Darboux  consiste  dans  la 
recherche  des  équations  à  invariants  égaux,  pour  laquelle  la  suite 
de  Laplace  est  limitée  dans  les  deux  sens^  étant  donné  du  reste 
que,  dans  ce  cas,  la  suite  ne  peut  se  limiter  dans  un  sens,  sans 
être  aussitôt  limitée  dans  l'autre.  Les  équations  d'ordre  impair 
équivalentes  à  leur  adjointe  trouvent  ici  leur  rôle,  et  leur  inter- 
vention dans  cet  important  problème  explique  l'étude  appro- 
fondie que  l'auteur  en  avait  faite  précédemment. 

La  méthode  de  M.  Moutard  repose  sur  des  principes  tout  diffé- 
rents ;  elle  est  fondée  sur  une  proposition  simple  et  féconde  qui 
consiste  en  ce  que,  si  deux  équations 

i      d^z         .  I      â^-z  . 


z  dx  df  z  ôx  dy 

admettent  l'une  la  solution  to,  l'autre  la  solution  -,  l'intéerration 

de  l'une  entraîne  celle  de  l'autre.  De  là  résulte  la  possibilité  de 
déduire  d'une  équation  intégrable  donnée  une  infinité  d'autres 
équations  complètement  intégrables,  et  qui  contiennent  autant  de 
fonctions  ou  de  constantes  arbitraires  que  l'on  veut. 

Parmi    les   équations    à    invariants   égaux   figurent   celles    que 
M.  Darboux  appelle  harmoniques  et  qui  sont  réductibles  au  type 

i      d-z 

1  équation  d'Euler  et  de  Poisson,  par  exemple,  est  une  équation 
harmonique.  Ces  équations  présentent  des  particularités  lout  à 
fait  spéciales,  et  la  méthode  de  M.  Moutard  y  trouve  un  champ 
bien  propre  à  on  faire  ressortir  la  fécondité.  Nous  ne  pouvons 
entrer  dans  le  détail  des  propositions  que  M.  Darboux  en  a  dé- 
duites, mais  nous  ne  saurions  omettre  de  noter  ici  le  lien  fort  ori- 
ginal qui  unit  cette  théorie  à  celle  des  surfaces  découvertes   |)ar 
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Liouville,  et  donl  le  ds-  est  de  la  forme 

ds'~  =  [f{x-\-y)  —  cp(^  —  j)]  dx  dy. 

L'auteur  termine  ce  Chapitre  en  mentionnant  une  série  de  desi- 
derata qui  auront  pour  effet  d'attirer  l'attention  des  géomètres  sur 
ces  théories  difficiles,  qui  sont  comme  des  postes  avancés  du  pro- 
grès scientifique. 

5.  Avant  d'abandonner  la  partie  exclusivement  analytique  du 
Livre  IV,  n'omettons  pas  de  signaler  un  Chapitre  fort  curieux,  qui 
a  pour  titre  La  résolution  des  équations  linéaires  les  unes  par 
les  autres.  Nous  l'avons  réservé  pour  la  fin  de  l'analyse  de  cette 
Partie,  car  il  en  présente  tout  à  la  fois  la  généralisation  et  la  syn- 
thèse. 

La  transformation  de  Laplace  consiste  à  prendre  pour  nouvelle 

fonction  l'expression 

dz 

Zi= h  az, 

ôx 

et  la  fonction  z^  vérifie  une  équation  qui  a  la  même  forme  que  la 
proposée.  Est-ce  là  le  seul  cas?  Ne  pourrait-on  trouver  une  fonc- 
tion z^  composée  linéairement  avec  la  fonction  z  et  ses  dérivées 
partielles,  qui  vérifiât  une  équation  de  Laplace,  en  même  temps 
que  -G?  Telle  est  la  question  générale  que  se  pose  M.  Darboux  et 
dont  il  présente  la  solution  complète. 

On  remarque  d'abord  que  l'équation  proposée  permet  de 
chasser  de  l'expression  de  z  toutes  ses  dérivées  prises  à  la  fois 
par  rapport  k  x  el  y,  en  sorte  que  Zi  est  toujours  réductible  au 
type 

A '7-  l)m    "  Arr  An  21 

^,=  M^  +  P.-H-...+  P„,^+Q,-+..+  Q„  — ; 

l'auteur  représente  une  telle  expression  par  le  svmbole  (//z,  /^). 
Cela  posé,  si  l'on  détermine  les  coefficients  M,  P/,  Q/,  ou  plu- 
tôt leurs  supports,  de  sorte  que  (m,  /i)  s'annule  pour  (/;?  -f-/?)  so- 
lutions linéairement  indépendantes  de  la  proposée,  on  aura  le  type 
général  des  expressions  (/?«,  /«)  qui  vérifient  une  équation  du  type 
de  Laplace,  sauf  un  cas  exceptionnel,  qui  se  ramène  toutefois  au 
précédent  après  application  préalable  de  la  transformation  de  La- 
place. On  a  donc  là  un  moyen  général  de  rattacher  à  toute  équa- 
tion de  Laplace  que  l'on  sait  intégrer  une  infinité  d'équations  du 
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même  type  immédiatement  Intégrables.  Mais,  fait  remarquable, 
et  qu'une  interprétation  géométrique  ultérieure  explique  très  bien, 
la  transformation  de  Laplace  ne  figure  pas  parmi  les  nouvelles 
transformations  ainsi  définies,  ou  plutôt  elle  se  présente  comme 
une  limite  de  certaines  de  ces  transformations. 

M.  Darboux  indique  ensuite  une  seconde  méthode  de  transforma- 
tion, sur  laquelle  il  insiste  un  peu  moins,  et  qui  conduit  au  même 
but  que  la  précédente,  au  mojen  de  certaines  quadratures. 

6.  Les  Chapitres  que  nous  venons  de  parcourir  constituent  la 
base  analytique  d'une  série  d'applications,  par  lesquelles  se  termine 
le  IV^  Livre,  et  qui  se  présentent  ensuite  dans  diverses  parties  de 
l'Ouvrage.  Comme  premières  applications,  l'auteur  résout  plu- 
sieurs problèmes,  dans  lesquels  figurent  des  congruences  dont  les 
développables  découpent  un  réseau  conjugué  sur  certaines  sur- 
faces; tantôt  on  suppose  la  congruence  donnée  et  Ton  cherche  les 
surfaces  correspondantes;  tantôt  on  suppose  connue  l'une  des  sur- 
faces, ainsi  que  le  réseau  découpé  sur  elle  par  les  développables, 
et  l'on  demande  la  congruence,  de  même  que  les  autres  surfaces 
sur  lesquelles  les  développables  de  cette  congruence  découpent  un 
réseau  conjugué.  Ces  divers  problèmes  se  ramènent  uniformément 
à  l'intégration  d'une  équation  de  Laplace,  et  l'on  y  voit  intervenir  les 
deux  espèces  de  transformations  que  nous  avons  signalées  ci-dessus. 

Comme  application  de  ces  problèmes,  Fauteur  étudie  d'intéres- 
santes propriétés  des  rayons  réfractés  ou  réfléchis  dont  l'origine 
se  trouve  dans  des  travaux  de  Malus  et  de  Dupin,  et  sur  lesquelles 
il  revient  quelques  pages  plus  loin,  à  propos  des  normales  d'une 
surface. 

L'extrême  généralité  de  ces  problèmes  de  Géométrie  leur  ouvre 
(hi  reste  accès  aux.  théories  les  ])lus  diverses.  C'est  ainsi,  par 
exemple,  que  M.  Darboux  leur  rattache  Tétude  des  surfaces  à 
bgnes  de  courbure  isothermes,  qui  occupent  un  Chapitre  entier. 
Après  avoir  donné  de  diverses  manières  l'équation  dilTérentielle 
du  quatrième  ordre  de  ces  surfaces,  l'auteur  démontre  l'élégan 
théorème  que  voici,  (jui  aflirme  une  fois  de  plus  l'utililé  des  coor- 
données pentas|)hériques  dans  l'étude  des  questions  nu'iriques. 

Soient  .r,,  x-^,  .  .  .,  x--,  les  coordo/uiccs  j)eiUasj)hériqucs  d'an 
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point  cr une  sui'face  à  lignes  de  courbure  isothermes,  exprimées 
en  fonction  des  paramètres  p,  p,  des  lignes  de  courbure;  les 
cinq  fonctions  xisont  les  solutions  d'une  équation  de  Laplace 
à  invariants  égaux;  et  réciproquement,  si  Xi,  x-2,  •  •  .,  ^5  sont 
cinq  solutions  d'une  équation  de  Laplace  à  invariants  égaux, 
liées  par  l'équation 

Ou  t  ~T~  «2/ 2     t"  •  •  •  ~~*     OC  P  —  O  j 

ces  cinq  quantités  sont  les  coordonnées pentasphériques  d'un 
point  d' une  surface  à  lignes  de  courbure  isothermes  ;  les  va- 
riables indépendantes  sont  les  paramètres  de  ces  lignes. 

Les  Chapitres  suivants  traitent  des  trajectoires  orthogonales 
d'une  famille  de  surfaces,  et  en  particulier  des  droites  normales  à 
une  surface;  ils  présentent  de  curieux  théorèmes  snr  les  systèmes 
de  rayons  réfléchis  ou  réfractés.  Citons,  par  exemple,  le  suivant, 
qui  complète  une  proposition  due  à  Dupin.  Si  les  déçeloppables 
d'un  pinceau  lumineux  se  conservent  par  réfraction  ou  ré- 
flexion, ce  pinceau  est  formé  des  normales  d'une  suif  ace. 

M.  Darboux  applique  les  divers  résultats  qu'il  obtient  à  l'étude 
du  problème  suivant  :  Trouver  les  sut  faces  dont  les  plans  prin- 
cipaux sont  conjugués  par  rapport  à  une  quadrique  donnée. 
11  suffit  évidemment  de  connaître  pour  chaque  surface  le  sys- 
tème de  ses  normales.  Or,  à  ce  point  de  vue,  une  première  solution 
est  fournie  par  le  système  des  tangentes  à  une  famille  de  géodé- 
siques  tracées  sur  une  quadrique  homofocale.  Une  seconde  solution 
est  due  à  Chasles,  mais  surtout  à  Liouville,  qui  en  a  donné  la  re- 
présentation complète  :  cette  seconde  solution  est  constituée  par 
l'ensemble  des  tangentes  communes  à  deux  quadriques  homo- 
focales  à  la  quadrique  proposée. 

Après  avoir  étudié  et  discuté  avec  beaucoup  de  détail  cette  so- 
lution célèbre,  l'auteur  fait  voir  que  la  variation  des  constantes 
suffit  pour  obtenir  l'intégrale  générale  du  problème;  il  suffit 
d'assujettir  la  variation  des  trois  constantes  de  la  surface  de  Liou- 
ville à  une  loi  qui  est  fournie  par  l'équation  bien  connue 

Le  Livre  IV  se  termine  ])ar  un  Chapitre  entièrement  consacré 
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à  l'étude  des  congruences  de  cercles  et  des  systèmes  orthogonaux 
appelés  cycliques  par  M.  Ribaucour. 

En  transformant  d'après  Lie  les  propositions  obtenues  par  les 
sphères,  M.  Darboux  obtient  ce  théorème  élégant   : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  cjue  les  lignes 
asymptotiques  se  correspondent  sur  les  deux  nappes  de  la 
surface  focale  d'une  congruence  de  droites,  c'est  que  les  six 
coordonnées  de  cliaciue  droite  de  la  congruence,  lescjuelles  dé- 
pendent de  deux  paramètres,  vérifient  une  même  écjuation 
linéaire  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre. 

Par  exemple,  les  surfaces  dont  la  congruence  des  normales  pos- 
sède cette  propriété  sont  celles  dont  les  deux  rayons  principaux 
sont  fonction  l'un  de  l'autre. 

7.  Le  Livre  V  a  pour  objet  les  lignes  tracées  sur  une  surface.  Il 
offre  dès  son  début  une  continuation  et  des  applications  des  for- 
nrules  cinéma  tiques  établies  dans  le  premier  Volume.  L'auteur 
adopte  un  trièdre  de  référence  mobile  O^,  Oj^,  O,::,  dont  l'axe  O^ 
est  normal  à  la  surface;  mais  il  n'introduit  aucune  restriction  à 
l'égard  des  deux  autres  axes,  qui  conservent  dans  le  plan  tangent 
une  orientation  déterminée,  mais  arbitraire,  par  rapport  aux  tan- 
gentes principales,  par  exemple. 

Le  Chapitre  \"  contient  l'exposé  des  principales  formules  gé- 
nérales; l'équation  différentielle  des  lignes  remarquables,  elc. 

Le  Chapitre  II  a  trait  aux  formules  de  Codazzi;  l'emploi  des 
rotations  du  trièdre  de  référence  mobile  donne  à  ces  formules  une 
forme  nouvelle  plus  élégante  et  plus  symétrique.  Ce  Chapitre  se 
termine  par  des  Tableaux  récapitulatifs  des  formules,  qui  épar- 
gneront aux  chercheurs  l'ennui  de  longs  calculs  préliminaires. 

Dans  le  Chapitre  III,  M.  Darboux  donne  la  théorie  de  la  cour- 
bure, le  théorème  d'Euler  sur  les  sections  normales,  les  théorèmes 
de  M.  Bertrand  sur  la  distribution  des  normales;  il  tlonne  l'ex- 
pression du  monwnt  de  deux  normales  voisines  et  fait  connaître 
la  formule  de  M.  Bonnet,  qui  conduit  naturellement  à  la  torsion 
géodésique ;  ces  questions  donnent  lieu  à  chaque  instant  à  un 
grand  nombre  de  remarcpics,  destinées  à  prendre  |)ar  la  suite  une 
plus  grande  importance. 
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L'ccjualion  des  géodésiques  occupe  le  Chapitre  IV 5  l'auteur  se 
propose  de  revenir  plus  longuement  sur  ces  courbes  dans  son 
troisième  Volume.  Dans  le  Chapitre  actuel,  il  présente  d'abord 
diverses  transformations  de  cette  équation,  et  notamment  celle 
qui  n'y  laisse  subsister  que  les  élémcnrs  du  ds'^  de  la  surface. 

L'auteur  traite  de  divers  problèmes  concernant  ces  lignes, 
co?iime  celui  de  la  géodésique  issue  d'un  point  avec  une  tangente 
donnée;  celui  des  géodésiques  menées  par  deux  points;  dans  cette 
étude,  M.  Darboux  introduit  les  variables  appelées  normales  par 
M.  Lipschitz  et  dont  l'emploi  est  si  profitable  dans  quantité  de 
questions  concernant  les  géodésiques. 

M.  Darboux  donne  également  le  curieux  théorème  de  Wein- 
garten  sur  les  ellipses  et  les  hyperboles  géodésiques. 

8.  La  détermination  des  géodésiques  d'une  surface  tombe  sous 
l'application  de  la  méthode  générale  de  Jacobi  ;  M.  Darboux  est 
donc  naturellement  ameuta  à  considérer  sous  im  point  de  vue  géo- 
métrique la  méthode  de  ce  grand  géomètre,  et  les  géomètres  ap- 
précieront à  quel  degré  d'élégance  et  de  clarté  il  l'a  ainsi  portée. 

Quatre  Chapitres  sont  consacrés  à  ces  développements  géomé- 
trico-mécaniques,  car  M.  Darboux  a  étendu  ses  considérations 
du  cas  des  géodésiques  au  cas  d'un  mouvement  quelconque  sur 
un  plan,  puis  au  cas  d'un  point  dans  l'espace,  puis  enfin  au  cas 
d'un  système  matériel  quelconque. 

Le  ds'  d'une  surface  étant  de  la  forme 

ds^-  =  E  da^-  4-  2  F  du  dv  ^Gâv"^, 

on  sait  que  Jacobi  fait  dépendre  la  recherche  des  géodésiques  de 
l'intégration  de  l'équation 

^^'^)-  EG-F^  ~ 

M.  Darboux  remarque  d'abord  que  les  courbes 

6  =  const. 

constituent  une  famille  de  courbes  parallèles,  c'est-à-dire  dont  la 
famille  orthogonale  est  formée  de  géodésiques,  en  sorte  que  la 
méthode  de  Jacobi  revient  à  chercher  des  familles  de  courbes  dont 
les  trajectoires  orthogonales  soient  des  géodésiques. 
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11  remarque  en  outre  que,  si  Ton  prend  la  valeur  de  0  corres- 
pondant à  deux  courbes  ()  =  const.  différentes,  par  exemple  a  et 
[3,  la  différence  (a  —  ^)  représente  la  longueur  commune  de  l'arc 
que  ces  deux  courbes  interceptent  sur  toutes  les  géodésiqiies  de  la 
famille  orthogonale  aux  courbes  9. 

Des  considérations  du  même  genre  s'appliquent  au  cas  d'un 
mouvement  quelconque,  pourvu  que  l'on  convienne  de  réunir  tous 
les  mouvements  qui  correspondent  à  une  même  valeur  de  la  con- 
stante de  l'intégrale  des  forces  vives,  supposée  existante.  La 
fonction  G  représente  dans  ce  cas  l'intégrale 

f\/-2.  (  U  +  A  )  ds, 

oùU  est  la  fonction  des  forces,  ou,  s'il  s'agit  d'un  système  matériel 
quelconque,  l'intégrale 

//2(U-h/0  v/sSa,7,  dcji  dq/c, 

-~ — —  représentant  la  lorce  vive  du  système. 


df^ 

.  D 

pose,  pour  abréger, 


M.  Darboux  donne  à  cette  intégrale  0  le  nom  ai  action.  Si  Ton 

ds^  =  SS  a//,,  dqi  dqi^, 


il  existe  un  système  de  variables  dont  0  fait  partie,  Q,  Bj,  ...,  ^u-m 
pour  lequel  la  forme  ds-  prend  la  forme 

ds'^=     ,,/      ■     r^Q-^-l-/(r/Oi,  dK  ...,  d^a-Ol 

2  (  U  -h  /i  )  "- 

où  /  désigne  une  forme  quadratique  définie  positive  des  {n  —  i) 
différentielles  d^B,,  ...,  d^,i_^.  On  reconnaît  là  une  généralisation 
de  la  forme  à  laquelle  Gauss  ramena  pour  la  première  fois  le  ds- 
d'une  surface  rapportée  à  une  famille  de  géodésiques  et  à  une 
famille  orthogonale.  M.  Darboux  tire  le  plus  grand  parti  de  cette 
formule,  due  à  M.  Beltrami,  et  y  puise  une  démonstration  sin- 
gulièrement claire  et  élégante  du  principe  général  de  la  moindre 
action,  et  du  principe  d'Hamilton. 

Dans  cette  analyse  rapide,  longue  quoique  incomplète,  nous 
n'avons  pu  tracer  que  les  grandes  lignes  de  TOuvrage;  sur  elles 
viennent  se  ramifier  quantités  de  remarques  et  d'applications  ingé- 
nieuses, qui  montrent  que  les  soins  de  Tauleur  ont  piMiélré  jus- 
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qu'aux  moindres  détails  :  beaucoup  de  ces  remarques,  jetées 
comme  en  passant,  seront  certainement  recueillies  par  les  géo- 
mètres, et  deviendront  l'origine  de  nouvelles  découvertes. 

G.  K. 


P.  DUIIEM.  —  Théorie  nouvelle  de  l'aimantation  par  influence  fondée 
SUR  LA  Thermodynamique,  xl-i4o  p.,  in-zî".  Paris,  Gaulhier-Villars  et 
Fils;  1888. 

Cet  important  travail  a  été  présenté  comme-  thèse  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  Paris.  Tl  a  été  publié  dans  les  Ajinales  de  la 
Faculté  des  Sciences  de  Toulouse.  L'auteur  débute  par  une  inté- 
ressante étude  historique  des  travaux  faits  sur  la  théorie  de  l'ai- 
mantation par  influence.  Cette  étude  est  accompagnée  d'une  liste 
de  plus  de  soixante  Mémoires  publiés  entre  1824  et  1886.  Elle 
amène  M.  Duheni  aux  conclusions  suivantes. 

Poisson  avait  cherché  à  déduire  les  équations  de  l'équilibre  ma- 
gnétique d'hjpothèses  simples  sur  la  nature  des  corps  aimantés. 
Mais  cette  déduction  a  rencontré  trois  sortes  d'objections  : 

i"  Les  hypothèses  sur  lesquelles  elle  reposait,  acceptées  volon- 
tiers par  les  contemporains  de  Poisson,  semblent  peu  compatibles 
avec  les  idées  actuellement  en  faveur  auprès  des  physiciens. 

2°  La  rigueur  des  démonstrations  mathématiques  données  par 
Poisson  laisse  beaucoup  à  désirer. 

3°  Certaines  conséquences  de  la  théorie,  telles  que  la  constance 
du  coefficient  d'aimantation,  ne  sont  pas  conformes  à  l'expérience. 

Ces  objections,  les  théoriciens  qui,  après  Poisson,  se  sont 
occupés  de  l'aimantation  par  influence  ont  cherché  à  les  éliminer; 
mais  ils  n'y  sont  parvenus  qu'en  admettant  d'emblée  les  équations 
de  l'équilibre  magnétique  sans  chercher  à  les  relier  à  des  hypo- 
thèses plus  simples  ou  à  une  théorie  plus  générale. 

M.  Duhem  a  cherché  à  réaliser  un  progrès  dans  cette  théorie, 
progrès  consistant  à  déduire  la  théorie  de  l'aimantation  par  in- 
fluence d'un  petit  nombre  de  faits  d'expérience  simples  au  moyen 
des  principes  de  la  Thermodynamique. 

Son  point  de  départ  est  le  suivant. 

Les  actions  mécaniques  internes  d'un  système  d'aimants  admet- 
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tent  pour  potentiel  la  quantité 


Y  = 

1 


A,  B,  C  étant  les  composantes  de  l'aimantation,  V  la  fonction  po- 
tentielle magnétique  et  h  une  constante. 

Ce  point  de  départ  lui  permet  de  calculer  le  potentiel  thermo- 
dynamique interne  d'un  système  aimanté;  ce  potentiel  a  la  forme 

suivante 

,f  =  io+Y-t-/F(M)f/p, 

cfo  étant  le  potentiel  thermodynamique  interne  du  système  non 
aimanté,  et  F(M)  une  certaine. fonction  de  l'intensité  d'aimanta- 
tion M. 

On  déduit  aisément  de  là  les  équations  de  l'équilibre  magné- 
tique sur  une  masse  de  fer  doux.  Ces  équations  sont 

^)V  à\  d\ 

A=/(M)^,  B=/(M)^-^,  C=/(M)^^. 

Elles  ont  déjà  été  données  par  G.  KirchhofF. 

M.  Duhem  montre,  en  développant  les  idées  de  G.  KirchhoiT, 
comment  on  peut  en  déduire  l'équation  aux  dérivées  partielles  et 
la  condition  aux  limites  qui  déterminent  le  problème. 

L'étude  de  la  variation  seconde  du  potentiel  thermodynamique 
permet  à  M.  Duhem  de  démontrer  que,  pour  les  corps  magné- 
tiques, il  existe  une  et  une  seule  solution  au  problème  de  l'aiman- 
tation par  influence  et  que  cette  solution  correspond  à  un  état  d'é- 
quilibre stable.  La  démonstration  ne  s'applique  pas  aux  corps 
diamagnétiques.  L'étude  directe  de  ceux-ci  conduit  M.  Duhem  à 
cette  conclusion  :  s'il  existe  sur  un  corps  diamagnétique  un  état  d'é- 
quilibre magnétique,  c'est-à-dire  un  minimum  du  potentiel  ther- 
modynamique, ou  bien  le  potentiel  thermodynamique  présentera 
une  infinité  d'autres  minima,  ou  bien  il  existera  un  jiombre  iîni 
ou  infini  de  s(Ties  illimitées  et  continues  de  distributions  magné- 
tiques, telles  que  le  long  de  chacune  d'elles  le  potentiel  thermo- 
dynamique décroisse  sans  cesse.  Ce  résultat  paradoxal  si^nblo 
conforme  aux  récentes  expériences  de  M.    I\  Joubin. 

L'équilibre  d'une  masse  magnc'tique  ou  diainagn(''li(|ue,  soumise 
à  l'action  d'aimants  permanents  et  d'une  force  constante  en  gran- 
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deiir  et  en  direction  telle  que  la  pesanteur,  est  toujours  un  état 
d'équilibre  instable.  Cette  proposition,  démontrée  par  M.  Diihem, 
contredit  en  partie  une  proposition  énoncée  par  Sir  W.  Thomson. 
La  proposition  de  Sir  W.  Tliomson  découle  de  cette  loi  de 
Faraday  :  un  corps  magnétique  infiniment  petit,  placé  sans  vitesse 
initiale  dans  un  champ  magnétique,  se  dé|)lace  dans  un  sens  tel 
que  la  valeur  absolue  de  la  force  du  champ  soit  plus  grande  au 
point  où  il  se  rend  qu'au  point  où  il  se  trouvait;  l'inverse  a  lieu 
pour  un  corps  diamagnétique.  M.  Duhem  montre  que  cette  loi 
doit  être  rejetée.  Les  calculs  effectués  dans  ce  but  prouvent 
aussi  que  l'on  doit  rejeter  la  méthode  proposée  par  Jamin  sous  le 
nom  de  Méthode  de  lUirrachenient  pour  étudier  la  distribution 
du  magnétisme. 

La  loi  de  Faraday  étant  repoussée,  on  doit  chercher  ailleurs  une 
caractéristique  qui  sépare  les  corps  magnétiques  des  corps  diama- 
gnétiques.  M.  Duhem  montre  qu'on  peut  adopter  la  suivante  : 

Deux  corps,  l'un  très  peu  magnétique,  l'autre  très  peu  diama- 
gnétique, ajant  même  forme  et  des  fonctions  magnétisantes  égales 
en  valeur  absolue,  soumis  aux  mêmes  liaisons,  dans  le  même  champ 
magnétique,  ont  les  mêmes  positions  d'équilibre;  mais  les  posi- 
tions d'équilibre  stable  de  l'un  sont  les  positions  d'équilibre  in- 
stable de  l'autre. 

Après  avoir  exposé  deux  méthodes,  dues  à  Kirchhoff,  pour  dé- 
terminer la  fonction  magnétisante,  M.  Duhem  aborde  l'étude  des 
phénomènes  thermiques  produits  dans  un  système  magnétique.  Il 
montre  que  les  équations  données  auparavant  par  d'autres  auteurs 
sont  fort  incomplètes.  L'étude  de  l'influence  exercée  par  l'aiman- 
tation sur  la  chaleur  de  dissolution  du  fer  dans  un  acide  lui  montre 
qu'il  y  a  lieu  de  distinguer  entièrement  le  cas  d'un  aimant  perma- 
nent du  cas  d'un  morceau  de  fer  doux,  ce  qui  permet  de  dé- 
brouiller les  idées  contradictoires  émises  par  plusieurs  auteurs  sur 
cette  question. 

Il  traite  ensuite  de  l'influence  de  l'aimantation  sur  la  possibilité 
d'une  réaction  chimique.  Complétant  certaines  idées  émises  par 
M.  P.  Janet,  il  donne  la  théorie  des  expériences  de  M.  Ira  Remsen 
et  prouve  que,  dans  ces  expériences,  les  lignes  suivant  lesquelles 
le  dépôt  de  cuivre  a  une  épaisseur  constante  sont  les  lignes  d'égale 
intensité  d'aimantation  cl  non  les  lignes  équipolentielles. 
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L'éliide  des  phénomènes  éleclriqucs  au  sein  d'un  système 
aimanté  lui  permet  de  déterminer  l'influence  de  l'aimantation  sur 
la  force  électromotrice  d'une  pile. 

Enfin,  en  terminant,  il  montre  comment  sa  théorie  s'étend  aux 
corps  cristallisés.  J.  T. 


MELANGES. 

SUR  LES  TRAJECTOIRES  ORTHOGONALES  D'UNE  FAMILLE  DE  CONIQUES; 

Par  m.   BLUTEL. 

L'étude  des  trajectoires  orthogonales  des  génératrices  coniques 
d'une  surface,  qui  est  en  même  temps  touchée  suivant  ces  coniques 
par  des  cônes  du  second  degré,  conduit  à  l'examen  du  cas  simple 
où  le  sommet  du  cône  se  projette  orthogonalement  en  un  fojer  de 
la  conique. 

On  démontre  alors  que  le  plan  de  la  conique  doit  rester  normal 
à  la  courbe  G  décrite  par  le  foyer  en  question  ;  mais  cette  condition 
n'est  pas  suffisante  pour  qu'il  existe  un  cône  circonscrit  à  la  sur- 
face le  long  de  chaque  conique. 

Si  l'on  appelle  z  l'angle  que  fait  l'axe  focal  de  la  conique  avec 

la  normale  principale  à  G,  p  le  paramètre  de  cette  conique  et  e 

son  excentricité,  o)  et  m  la  courbure  et  la  torsion  de  G,  5  son  arc, 

on  doit  avoir  de  plus 

/  dz\  de 

dp  \  ds  /  ds  p 


(0 


ds  w  siiiï  (0  cosî 


6  désignant  la  distance  du  sommet  du  cône  au  plan  do  la  conique. 
Ces  conditions  déterminent/^  et  c',  la  courbe  G  étant  choisie  arbi- 
trairement, ainsi  que  l'angle  s. 

l'.n  j)articuller,  si  la  surface  réglée  S,  décrite  par  Taxe  focid  de 
la  conique,  est  une  dévelop[)able,  la  conique  est  de  grandeur 
constante,  et  le  cône  circonscrit  devient  un  cylindre  atlnuMIant 
cette  courbe  comme  secllon  droite. 

Laissant  de   côté   l(\s   condllions   nécessaires  à  rexislenee  d  un 
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cône  circonscrit,  étudions  les  trajectoires  orthogonales  dune 
famille  de  coniques  dépendant  d'un  paramètre,  leur  plan 
restant  normal  à  la  trajectoire  C  d'un  foyer. 

Conservons  les  notations  précédentes  :  appelons  de  plus  \  et  r 
les  coordonnées  polaires  d'un  point  de  la  conique  dans  son  plan, 
l'axe  polaire  étant  l'axe  focal  même  de  la  conique. 

Ces  deux  quantités  sont  liées  par  la  relation 

(2)  r(i -h  e  cosX)  =  p. 

On  démontre  alors  que  l'équation  différenlielle  des  trajectoires 
orthogonales  de  ces  coniques  est 


P 


de  —  dp]  -{-  rpe  si  n  X  {dz  —  ro  ds)  =  o. 


(3)      f(e2-i)r-l-2/?]f/r-f-/> 

Cette  équation  présente  différentes  particularités  remarquables  : 
d'abord  elle  ne  dépend  pas  de  la  courbure  to  de  C.  De  plus,  si  l'on 
appelle  S  les  surfaces  réglées  engendrées  par  des  normales  à  C  et 
découpant  sur  la  surface  proposée  les  trajectoires  orthogonales  de 
ses  coniques,  on  voit  que  l'angle),  des  génératrices  de  ces  surfaces 
avec  les  génératrices  de  S  ne  change  pas,  si  l'on  augmente  s  d'une 
quanti  lé  constante,  attendu  que  l'équation  (3)  ne  change  pas.  Par 
conséquent,  si  l'on  fait  tourner  les  génératrices  de  S  d'un  angle 
constant,  il  suffira  de  faire  tourner  les  génératrices  des  surfaces  2 
du  même  angle  pour  obtenir  les  trajectoires  orthogonales  dans  la 
nouvelle  surface. 

L'équation  (3)  prend  une  forme  simple  si  l'on  suppose  la  sur- 
face S  développable,  et  devient 

(4)  e[(e2—  i)r  -+-  ip\  dr  -^ p[{p  —  r)  de  —  e  dp]  =  o. 

Elle  s'intègre  immédiatement  si  e  est  constant,  c'est-à-dire  si  la 
surface  est  engendrée  par  une  conique  qui  reste  semblable  à  elle- 
même. 

Son  intégrale  est 

[p  -V-  r(e  —  i)y-^[p  —  r(e  -f-i)]e+i=  const. 

En  particulier,  si  l'on  y  fait  <?  =  i ,  c'est-à-dire  si  la  conique  gé- 
nératrice est  une  parabole,  l'intégrale  se  réduit  à 


2 


con<ît 
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Il  en  est  encore  de  même  si  les  deux  poljnômes  du  premier 
degré  en  r  qui  figurent  dans  l'équation  (4)  sont  divisibles  l'un  par 
l'autre,  c'est-à-dire  si  p  el  e  sont  liés  par  une  relation  de  la  forme 


où  /  est  une  constante  quelconque.  Elle  se  réduit  alors  à 
dont  l'intégrale  est 


,  /  de 

dr  =  ~^, 
e- 


l 

r  = H  consl, 

e 


Pour  ces  coniques,  la  distance  focale  est  constante. 

Enfin,  si  l'on  suppose  que  la  conique  génératrice  soit  un  cercle, 
l'équation  (3),  où  l'on  a  préalablement  remplacé  r  par  sa  valeur  et 
où  l'on  fait  r  =  o,  se  réduit  à 

dÇk  -\-  z)  —  m  ds  =  o, 

ce  qui    montre    que    les    surfaces   S  sont  les   développables    en- 
gendrées par  les  normales  à  la  courbe  C. 


SUR    LES    COURBES    SYNCHRONES; 
Par  m.  a.  de  SAIM -(iEH\L\l\. 

Les  propriétés  de  la  lemniscate  tpii  ont  été  découvertes  par  Sa- 
ladini  et  par  M.  Bonnet  amènent  naturellemeni  à  se  poser  la 
question  suivante  : 

Etant  données  dans  un  plan  deux  fannilcs  de  lignes  (A)  et 
(C)  qui  toutes  passent  par  un  point  O,  peut-on  trouver  une  force 
Y ^  dérivant  d^ un  potentiel  \^  et  telle  que,  sous  son  action,  un 
mobile  partant  du  point  O  avec  une  vitesse  déterminée  et  sui- 
vant r  une  quelconque  des  lignes  (C)  a/'/ive  en  un  point  quel- 
conque M  de  cette  ligne  dans  le  niénic  temps  (pie  s  il  avait  suivi 
celle  des  lignes  (A)  qui  passe  en  M? 

Je  désignerai    les  lignes  (A)  sous  le  nom  de  t ra jecfoires  el  les 
Bull,  des  Scic/iccs  nidtlwni.,  •.>'"  scric,  l.  \Ill.   (()(M()l)re  iS8i).)  ai 
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lignes  (C)  sons  cokii  de  lignes  synodales;  il  est  d'ailleurs  évideiil, 
que  leurs  rôles  peuvent  être  intervertis. 

Le  problème  peut  toujours  être  résolu  d'une  infirjité  de  ma- 
nières. M.  Fouret  a  indiqué  Ja  solution  dans  deux  JNotes  insérées 
aux  Comptes  rendus  des  séances  de  l^ Académie  des  Sciences, 
décembre  188G,  et  il  l'a  d(''veloppée  dans  un  élégant  Mémoire  (pii 
fait  partie  du  LVP  Gabier  du  Journal  de  l' Ecole  PolytecJinicjue, 
pour  le  cas  où  les  trajectoires  sont  rectilignes  et  les  lignes  syno- 
dales homotbétiques  par  rapport  au  j)oint  O,  L'babile  géomètre 
cbercbe  quelles  doivent  être  les  lignes  synchrones  conjuguées  aux 
trajectoires  données  et,  de  la  forme  qu'il  a  trouvée  pour  leur  équa- 
tion, il  déduit,  à  l'aide  du  théorème  des  forces  vives,  l'expression 
de  U,  puis  les  composantes  X  et  Y  de  F  suivant  deux  axes  rec- 
tangulaires. Je  voudrais  montrer  qu'on  peut,  d'une  manière  directe 
et  presque  intuitive,  trouver  le  potentiel  U  dont  doit  dépendre 
le  mou\jement  sur  des  trajectoires  passant  par  un  même  point  pour 
que  les  courbes  synchrones  soient  d'espèce  donnée;  il  n'est  d'ail- 
leurs pas  avantageux,  en  général,  de  chercher  X  et  Y  pour  déter- 
miner F.  Je  ferai  tous  les  calculs  dans  deux  cas  très  simples  qui 
ne  rentrent  pas  dans  le  cadre  du  Mémoire  précité,  puis  j'exami- 
nerai le  cas  où  les  lignes  synchrones  sont  orthogonales  aux  trajec- 
toires :  celles-ci  se  confondent  alors  avec  les  lignes  synodales  et 
deviennent  des  brachistochrones  pour  la  force  considérée.  Pour 
plus  de  généralité,  j'admettrai  que  la  vitesse  (^0  <Jgs  mobiles  au 
point  O  puisse  dépendre,  suivant  une  loi  connue,  de  sa  direction. 

La  relation  qui  existe  entre  les  trajectoires,  les  lignes  synchrones 
et  les  synodales  est  fort  simple  :  soient  MA,  MB,  MC  les  tangentes 
respectives,  menées  dans  le  sens  du  mouvement,  à  celles  de  ces 
lig^nes  qui  se  coupent  en  M.  On  a 


(0 


2AMB  =7t  +- AMG, 


le  sens  dos  angles  positifs  étant  arbitraire.  AMB  étant  égal  à 
AMC  -|-  CMB,  on  a  aussi 

2CMB  ==7:  +  GMA; 

les  deux  égalités  montrent  la  réciprocité  qui  existe  entre  les  trajec- 
toires et  les  synodales  :  la  première  permet  de  déterminer  l'inie 
des  trois  familles  de  courbes  considérées  quand  on  connaît  les  deu3 
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autres.  Mais  je  veux  surLoul  chercher  les  forces  qui  répondent  à 
un  ensemble  donné  de  trajectoires  et  de  synchrones. 

Chacune  des  trajectoires  peut  être  définie  au  moyen  d'un  para- 
mètre li.  :  si  l'on  considère  en  même  temps  un  faisceau  quelconque 
de  hgnes  déterminées  par  un  paramètre  A,  X  et  a  pourront  former 
un  système  de  coordonnées  curvilignes;  un  élément  <:/5  de  trajec- 
toire est  égal  à  lîd\,  H  étant  une  fonction  connue  de  A  et  de  jji. 
D'autre  part,  si  un  mobile,  soumis  à  la  force  F  qui  dépend  du 
potentiel  U,  part  du  point  O  avec  une  vitesse  donnée,  sa  vitesse  v 
en  un  point  M  sera  une  fonction  déterminée  des  coordonnées  ). 
et  [Ji  de  ce  point,  et  le  temps  nécessaire  pour  parcourir  l'arc  de 
trajectoire  OM  sera 

l'intégration  étant  faite  en  reg"ardant  [Ji  comme  constant.  Pour  une 
valeur  déterminée  de  ^,  l'équation  (2)  constitue  l'équation  en  A  et 
u  d'une  quelconque  des  synchrones,  et  il  s'agit  de  voir  comment 
doit  varier  ç  pour  que  ces  courbes  soient  d'espèce  donnée.  Dépla- 
çons-nous sur  une  de  ces  courbes  :  le  rapport  -j-  pourra  s'expri- 
mer par  une  fonction  connue  co  de  X  et  de  a;  dilTérentions  donc 
l'équation  (2)  en  regardant  t.  comme  constant  et  divisons  par  du,  : 
nous  aurons 


w 


H        r'_^  H 


d\  =  o: 


une  nouvelle  différentiation  relative  à  ).  donne  l'équation 

r)  II      d  H     II  ôoj 

ÛA    V         dix    V         V    Ok 

d'où  l'on  déduit  pour  —  cl,  j^ar  suite,  pour  r  une  valeur  cpii  con- 

lient  une  fonction  arbitraire  assujettie  à  runi(pie  condition  de 
donner  pour  l'intégrale  (■>.)  une  valeur  finie.  Dans  le  cas  assez 
étendu  où  l'équation  des  synchrones  serait  de  la  forme 

f{i)Aiix)=~-p, 

p  étant  un  [)aram('tre  arbitraire,  on  trouve 


P^II:^,l^cp|.AÀ)/,(;x)l. 


'f  désignant  une  foiiclion  arhilrairc. 


26o 


PREMIERE  PARTIE. 


Le  plus  souvent,  on  pourra  prendre  les  synchrones  elles-mêmes 
pour  les  lignes  coordonnées  de  paramètre  X;  l'intégrale  (2)  devra 
être  indépendante  de  jj.  quand  on  donne  à  sa  limite  supérieure  une 

valeur  fixe  quelconque  et,  pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  —  soit 

une  simple  fonction  de  )sj  on  en  déduit  pour   ç   une  valeur  de  la 
forme 

p  =  Hcp(X). 

Dans  tous  les  cas,  la  valeur  de  ^  fait  connaître  immédiatement 
celle  de  U  qui  est  égale  à  -  ç-  en  faisant  la  masse  des  mobiles  con- 
sidérés égale  à  l'unité  ;  lorsque  ç  sera  représenté  par  la  dernière 
formule,  nous  poserons 


(3) 


U 


-H2cpMX)  =  H2<];(X). 


Pour  déterminer  F,  on  pourra  d'abord,  dans  l'expression  de  U, 
substituer  aux  variables  1  et  ia  d'autres  variables  a,  [3  qui  semblent 
plus  avantageuses  ;  U  devient  une  fonction  de  a  et  de  [3.  Si  Von 
donne  à  ces  variables  des  accroissements  infiniment  petits  «fa,  <ip, 
on  a  pour  le  point  M  un  déplacement  qu'on  peut  regarder  comme 
résultant  de  deux  déplacements  ady.,bdp  suivantles  tangentes  aux 
courbes  ^  =  consto,  a  rzr  const.;  le  travail  correspondant  de  F  est 
AadoL-h  Bb  dp,  A  et  B  étant  les  projections  de  la  force  sur  les 
tangentes  considérées;  ce  travail  étant  égal  à  t/U,  on  aura 


(4) 


A  =  -  — 


1  d\] 
a   âa 


R-1   ^. 

b    d^' 


F  est  déterminée  par  ses  deux  projections.  Si  a  et  p  sont  les  coor- 
données polaires  r  et  B,  les  projections  de  F,  ou,  dans  ce  cas,  ses 
composantes  sont 


i^bis) 


I  dU 


Supposons  d'abord  les  trajectoires  rectilignes  :  on  peut  prendre 
pour  le  paramètre  [Ji  qui  les  détermine  l'angle  9  qu'elles  font  avec 
un  axe  polaire  OX  ;  soit,  d'autre  part, 


(5) 


À=/(r,  0) 


MÉLANGES.  261 

l'équalion  donnée  d'une  synchrone  quelconque  :  on  aura 

Si/(r,  9  )  est  de  la  forme  — -x-?  les  synchrones  et,  par  suite,  les 

lignes  synodales  sont  homothétiques,  et  l'on  retrouve  les  formules 
de  M.  Fouret  :  U  est  une  fonction  homogène  du  second  degré  de  /* 
et  de  Tî5(9).  En  faisant 

t!5  (6)  =  cos6,         u  =  ar^  +  26/'cos0  H-  c  cos^ô, 


(^o,  égale  à  ^2Ccos9,  dépend  de  la  direction  suivant  laquelle  part 
le  mobile,  mais  on  peut  dire  qu'elle  est  bien  déterminée  :  les 
lignes  synodales  sont  des  lemniscates,  et  l'on  pourra  vérifier,  au 
moyen  d'intégrations  assez  intéressantes,  qu'un  arc  OM  de  l'une  de 
ces  courbes  est  décrit  dans  le  même  temps  que  la  corde  OM. 
Les  trajectoires  étant  toujours  rectilignes,  soit 

(6)  \  =  r  —  a^ 

l'équation  des  synchrones  :  ces  courbes  sont  alors  des  spirales 
d'Archimède  superposables  ; 

U  est  de  la  forme  'h[r  —  aQ)  et  Ton  a,  pour  les  composantes  de 
F  suivant  le  rayon  vecteur  et  sa  perpendiculaire, 

r 

Si  l'on  veut  connaître  les  lignes  synodales,  quand  l'équation  (T)) 
représente  les  synchrones,  on  recourra  à  l'équation  (1),  qui  nous 
donne 

cotAMG  =  -  (cotAMIÎ—  tangAMB), 

on,  comme  MA  est  ici  le  prolongement  du  rayon  vecteur  OM, 

dr   _   ir   /    yV   _  £  Jj\ 
rdi)-'?.\fi'     ~rf;.y 

Cette  équation  linéaire,  cjui  détermine  les  synodales  cherchées, 
n  est  pas  de  celles  (pi'on  sait  intégrer  quelle  que  soit  la  forme 
(le/;  mais,  quand  ).  prend  la  valeur  simple(()),  les  variables  se  se- 
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pareiiL  el  Ton  Iroiive 


--         0.  a  dr 

du  =  — : T  J 


/•  =  a 


a-  —  /•- 


il  en  résiiUc  que  les  lignes  synodales  sonl  des  espèces  de  spirales 
comprises  à  l'intérieur  du  cercle  r  .=  a^  auquel  elles  sont  asym- 
ptotes; elles  passent  par  son  centre. 

Considérons  un  cas  où  les  trajectoires  sont  des  lignes  courbes, 
par  exemple  des  cercles  détînis  par  une  équation  de  la  forme 


(7) 


r  =  [x  sin 


cherchons  à  déterminer  U  de  telle  sorte  que  les  synchrones  soient 
des  lemniscates 


(8) 


/•2  =  X2  COS2O. 


JO 


L'élément  ds  de  trajectoire  est  égal  à  [Ji  -y  dX;  mais  des  équa- 
tions (y)  et  (8)  on  tire 


cos  1 G 


'il-^-i-lJ.-^^ 


l^' 


on  aura  donc,  en  se  servant  encore  de  la  formule  (3) 


II 


(■2X2+  jjLÏ^^X^Hh   [JL2 


U 


lx^'\>Ck) 


(X2-h  !Jl2)(2X2-4-    [J.2)2^ 


en  remplaçant  \  et  |jl  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (7) 
et  (8),  on  aura,  sous  une  forme  plus  commode,  U  et  les  compo- 
santes de  F  : 


U=  Tir  4^ 


cos^O 


0  =~ 


\/cOS'2U 

2cos2  2O  sin  0 


j^^C0S_2^^, 


cos-^0 


(  H-  4  (-082  6)4; 


C()S2fJ  \y/cOS20 

r  00^2  0     . 


v/cOS2() 

les  lignes  synodales  sont  définies  par  une  équation  de  la  forme 

/'3  =  a^  sin  3  0 

Siq^posons  maintenant  que  les  trajectoires  soient  orthogonales 
aux  courbes  synchrones  :  elles  seront  alors  des  brachistochrones 
et  nos  formules  montreront  avec  quelles  forces  elles  jouissent  de 
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cette  propriété.  Soit  d'abord 

(9)  r'»  =;jL'«sin/?2  6 

l'équation  des  trajectoires  ;  si  les  synchrones  doivent  les  couper  à 
angle  droit,  elles  auront  pour  écpiation 

Un  élément  de  trajectoire  (9)  est  de  la  forme 

<ls  —  — — r^— -^    dh  = 


0\        ^  i^l^l  ' 

sin    '"    mO  (l'^'n^  ,jim  ^  '- "> 

l'équation  (3)  nous  donnera  encore  la  valeur  du  potentiel 

U  =  — ^TTT^-T  =  cos  m  06    , 

(X2'«  -H  [JL2/n)     '"-  \V 

Prenons  pour  'i;  (;^)  la  forme  simple  laii  —  li-  :  nous  aurons  la 
vitesse  initiale  égale  à  zéro,  puis 

U  =  cos2  jii 6  [ •;»  rt  r  "(/cos  m 0  —  r~\, 

R  =  9. cos^mO  [a  "v^cosmO  —  /'J; 

B  =  —  si  n  2  /n  0  [  (  '2  /;?  -h  r  )  a  y' cos  /n  0  —  ni  r  \  ; 

on  peut  vérifier  que,  pour  la  force  dont  nous  venons  de  donner 
les  composantes,  les  courbes  (9)  satisfont  aux  conditions  qui  dé- 
terminent les  brachistoclirones. 

Cherchons  enfin  l'expression  générale  des  forces,  dérivant  d'un 
potentiel,  pour  lesquelles  la  cjcloïde  est  bracliistochrone.  Dési- 
gnons par  X  et  r  des  coordonnées  rectangulaires  et  posons 

(10)  a?  =   [Jl-  I SMl-     1  5  J^  =    tJL-  I    I    —  COS- 

(piand  on  attribue  à  [a  une  valeur  fixe  et  à  A  une  vaU;ur  variable, 
les  équations  (10)  déterminent  la  position  d'un  j)oint  dont  le  li(ni 
est  une  cycloïde  dépendant  de  la  vahuir  de  \x\  si,  au  contraire,  on 
suppose  \  fixe  et  [j.  variable,  les  mêmes  équations  définissent  des 
courbes  orthogonales  aux  cjcloïdes  j^récédenlcs  cl  (jui  doivenl  cire 
des  lignes  s\nchrones.  On  a,  pour  les  ('h'ments  d'arc  ('omplés  sur 
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une  courbe  de  Tune  ou  de  l'autre  fainllle. 


l 


(/s  —  ■?.  a  sin  -^—  (i\, 
•1  \x 


cls\ 


X  cos afjLsin —  ]d\},. 


L'équation  (3)  va  encore  nous  fournir  l'expression  générale 
du  potentiel  qui  doit  régler  le  mouvement  sur  les  cycloïdes  |^our 
que  le  système  des  synchrones  leur  soit  orthogonal  :  soit 


U  =   ia2(^I-C0S^).|.(À)=r^(>^)- 


En  prenant  pour  '}  (1)  une  constante,  la  force  motrice  F  aura 
une  grandeur  fixe  et  sera  toujours  parallèle  à  l'axe  des  j"  :  c'est  le 
cas  bien  connu  pour  lequel  la  cycloïde  est  brachistochrone  ;  mais 
elle  l'est  encore  quand  on  prend  pour  'h  une  fonction  quelconque. 
Comme  nous  ne  pouvons  pas  tirer  des  équations  (lo)  une  valeur 
explicite  de  \,  nous  devons  déterminer  F  par  ses  projections  sur  la 
tangente  et  sur  la  normale  à  la  cycloïde  et,  pour  cela,  nous  appli- 
querons les  équations  (4)  en  faisant  jouer  à  X  et  [i.  le  rôle  de  a  et 
de  [3  :  les  expressions  de  ds  et  de  ds^  nous  font  connaître  les 
quantités  représentées  par  a  et  Z>,  et  nous  aurons,  pour  les  compo- 
santes de  F, 


A 


cos- 


2  \X 


^0^) 


[x  sin  —  'V  ( X 
2;jL 


B  =  —  sin —  ^(X). 

2  [JL 
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COMPTES    RENDUS   E:T   ANALYSES. 

IL  RESAL.  —  Traité  di^:  Physique  matiiématiquk. 
i''  édition,  t.  I,  1887,  t.  lï;  1888. 

M.  Resal  avait  publié,  iJ  y  a  quelques  années,  sous  le  litre  de 
Traité  de  Physique  mathématique ,  un  Ouvrage  qui  était  plutôt 
la  réunion  de  Mémoires  personnels  sur  la  Physique  mathématique 
qu'un  exposé  didactique  de  cette  partie  de  la  Science.  Dans  une 
seconde  édition,  le  savant  professeur  de  l'École  Polytechnique 
vient  de  reprendre  son  œuvre  de  fond  en  comble  :  il  a  ajouté  à 
son  premier  Ouvrage  l'étude  de  certaines  parties  de  la  Physique, 
telles  que  la  Thermodynamique  et  l'Optique,  qui  n'y  étaient  point 
contenues^  il  a  comblé  un  certain  nombre  de  lacunes,  et  il  nous 
offre  aujourd'hui,  en  deux  Volumes  de  cette  lumineuse  impression 
à  laquelle  nous  habituent  MM.  Gauthier- Villars,  l'exposé  théo- 
rique de  toutes  les  questions  les  plus  achevées  de  la  Physique.  Par 
sa  concision,  par  ses  proportions  ni  trop  restreintes  ni  trop  éten- 
dues, ce  Traité  se  recommande  aux  professeurs  ou  aux  étudiants 
qui  n'ont  pas  les  moyens  de  se  procurer  ou  le  temps  de  lire  les 
livres  spéciaux  à  chacun  des  domaines  qu'embrasse  l'Ouvrage  de 
M.  Resal,  ouïes  Traités  généraux  plus  étendus,  celui,  par  exemple, 
dont  M.  E.  Mathieu  poursuit  la  publication. 

Le  tome  I  de  l'Ouvrage  de  M.  Resal  débute,  selon  le  mot  de 

M.  Resal  lui-même,  par  une  innovation;  disons  par  une  innovation 

i      heureuse,  surtout  pour  la   catégorie   de  lecteurs  à  laquelle  nous 

!     faisions  allusion  à  l'instant.  Dans  une  Introduction  d'une  soixan- 

i      taine  de  pages,  l'auteur  condense  l'exposé  d'un  certain  nombre 

de  questions  d'Analyse  qui  sont,  en  Physique  mathématique,  d'un 

continuel  usage. 

Cette  introduction  renferme  le  calcul  d'un  certain  nombre  diii- 
légrales  définies  usuelles;  l'étude  des  principales  propriétés  des 
équations  de  Ressel  et  de  Heine,  le  développement  d'une  fonction 
d'une  variable  par  la  série  de  Fourier;  la  formule  de  Green  ;  le 
développement  d'une  fonction  de  deux  angles  en  série  de  fonctions 
de  Laplace.  A  propos  de  celte  dernière  question,  ^I.  Resal  rcj)ro- 
duit  l'élégante  démonstration  par  laquelle  M.  (V  Darlioux  prouve 
Bull,  (les  Sciences  niathéni.,  2"  scrio.  t.  XIIL  (Novembre  iSSç).)         ■»■> 
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(|ue  le  clcvcloppemcnl  ohlenii  ^0[)^('^sonlc  bien  la  foncLion  donnée. 
Il  n'a  pas  cru  devoir  démontrer  la  proposition  analogue  relative 
au  (lé\eloppement  d'une  fonction  en  série  trigonométrique,  bien 
que  la  démonstration  de  l'une  de  ces  propositions  iiii  aussi  néces- 
saire que  la  démonstration  de  l'autre.  La  démonstration  de  cetle 
])roposition  relative  à  la  série  de  Fourier  eut  donné  occasion  à 
M.  Resal  de  faire  connaître  au  lecteur,  à  côté  de  l'élégante  mé- 
thode imaginée  par  M.  Darboux,  la  méthode  puissante  de  Lejeune- 
Dirichlet. 

La  méthode  de  M.  Darboux,  prise  dans  les  propriétés  mêmes 
de  la  sphère,  et  dans  laquelle  toute  opération  analytique  prend 
une  signification  géométrique  évidente,  doit  à  ces  caractères  son 
extrême  élégance;  mais  elle  leur  doit  aussi  de  ne  pouvoir  s'étendre 
aux  autres  questions  du  même  genre;  au  contraire,  la  méthode  de 
Lejeune-Dirichlet,  prise  dans  ces  propriétés  élémentaires  des  in- 
tégrales définies  qu'expriment  les  deux  théorèmes  delà  moyenne, 
s'applique  également  bien  aux  développements  en  séries  de  fonc- 
tions trigonométriques,  de  fonctions  de  Laplace,  de  fonctions  de 
Bessel  et  de  fonctions  de  Lamé.  Nous  pensons  que  le  rapproche- 
ment des  deux  méthodes  eût  heureusement  complété  l'Introduc- 
tion du  Traité  de  M.  Resal. 

Le  tome  I  du  Traité  de  M.  Resal  renferme  l'étude  de  la  Capil- 
larité^   de  V Elasticité  et  de  V Optique. 

Dans  la  première  édition  de  son  Traité,  M.  Resal  avait  traité  la 
Capillarité  par  une  méthode  semi-analytique  et  semi-géométrique 
dont  il  a,  dit-il,  reconnu  l'insuffisance.  Aussi,  dans  cette  nouvelle 
édition,  adopte-t-il  franchement  la  méthode  de  Gauss.  Sans  dis- 
cuter l'hypothèse  de  l'attraction  moléculaire  qu'il  adopte  d'emblée, 
M.  Resal  foi-me,  comme  Gauss,  l'équation  que  donne  l'application 
au  liquide  du  principe  des  vitesses  virtuelles;  comme  Gauss,  il 
réduit  les  intégrales  sextuples  qui  figurent  dans  cette  équation 
d'abord  en  intégrales  quadruples,  puis,  par  l'hypothèse  de  l'at- 
traction moléculaire,  en  une  somme  de  termes  proportionnels  aux 
aires  des  surfaces  qui  limitent  le  fluide;  abandonnant  alors  la 
marche  suivie  par  Gauss  et  qui  exige  l'emploi  du  calcul  des  va- 
riations, il  établit  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  la  surface 
du  fluide  et  la  condition  relative  au  contour  par  la  voie  si  élégante 
que  M.  J.  Bertrand  a  tracée  en  1848. 
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Ces  lois  fondamentales  sont,  ensuite  appliquées  à  quelques-uns 
(les  plus  beaux  problèmes  de  la  théorie  de  la  (Capillarité. 

La  forme  de  la  surface  d'un  liquide  au  contact  d'une  lame  ver- 
ticale ou  entre  deux  lames  parallèles  et  verticales  est  déterminée 
complètement  parlamétbode  de  Poisson.  L'expression  approchée, 
donnée  par  Poisson,  pour  la  hauteur  du  liquide  soulevé  dans  un 
tube  cylindrique  de  faible  diamètre  est  ensuite  établie.  Puis,  par 
la  méthode  de  M.  Bertrand,  est  démontré  le  beau  théorème  de 
Laplace  sur  le  volume  du  liquide  soulevé  par  un  tube  cvlindrique 
quelconque. 

Etudiant  le  problème  des  liquides  superposés  dans  un  tube  cy- 
lindrique, M.  Resal  démontre  ce  théorème  de  Laplace,  que  le 
poids  total  des  liquides  soulevés  ne  dépend  que  de  la  nature  du 
liquide  inférieur.  Il  examine  ensuite  la  ("orme  d'une  goutte  de 
mercure  posée  sur  un  plan  de  verre. 

M.  Resal  traite  complètement  un  problème  dont  il  avait  entamé 
la  solution  dans  la  première  édition  de  son  Traité  ;  il  s'agit  du  mou- 
vement d'une  bulle  d'air,  presque  sphérique  dans  sa  position  ini- 
tiale, qui  est  abandonnée  dans  un  fluide  pesant  et  s'élève  au  travers 
de  ce  fluide. 

La  figure  prise  par  une  masse  liquide  au  sein  d'un  autre  liquide 
de  même  densité  avec  lequel  elle  ne  se  mélange  pas  est  ensuite 
traitée  avec  des  développements  suffisants;  puis  vient  le  problème 
des  lames  de  liquide  glycérique.  Ce  problème,  un  des  plus  beaux 
de  toute  la  théorie  des  phénomènes  capillaires,  nous  paraît  un  peu 
sommairement  traité.  M.  Resal  indique  que  la  lame  li([uide  doit 
prendre  la  forme  d'une  surface  à  courbure  moyenne  nulle ^  puis  il 
indique,  sans  les  démontrer,  les  formules  qui  fournissent  l'intégrale 
générale  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  ces  surfaces;  il 
présente  cette  intégrale  sous  la  forme  que  lui  a  donnée  M.  Ossian 
Bonnet,  sans  indiquer  qu'elle  est  due  à  Monge,  et  sans  présenter 
les  formes  plus  commodes  sous  lesquelles  elle  a  été  mise  par 
M.  Weierstrass;  il  montre  enfin  tpie,  parmi  ces  surfaces,  se 
trouvent  l'alysséide  et  l'hélicoïde  gauche  à  plan  directeur.  IMais  il 
ne  dit  rien  des  elTorts  puissants  par  lesquels  Riemann,  M.  Weier- 
strass et  M.  Schvvarz  ont  cherche  les  surfaces  àcourhuie  movenne 
nulle  passant  par  un  contour  donni',  ni  de  la  méthode  pai-  hicpielle 
M.   Schvvarz  distingue  entre  ces  surfaces  les  \érilal)les  surfaces 
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nnniina  et  marque  les  lliniles  de  sLabililé  des  lames  liquides,  ni 
des  propositions  générales  de  Plateau  et  de  M.  Lamarle  sur  les  in- 
tersections de  lames  liquides. 

11  est  nne  autre  lacune  que  nous  nous  permettrons  de  signaler 
dans  l'étude  consacrée  par  M.  Resal  à  la  théorie  des  phénomènes 
capillaires.  Il  n'a  rien  dit  de  l'inlluence  des  forces  capillaires  sur 
les  solides  immergés  :  le  beau  problème  des  actions  apparentes 
entre  lames  parallèles  et  surtout  la  loi  relative  à  la  poussée  verti- 
cale, que  Laplace  a  énoncée,  que  Poisson  a  démontrée  pour  les 
solides  de  révolution  et  dont  M.  E.  Mathieu  a  fourni  la  preuve 
complète,  ont  une  importance  assez  grande  pour  que  nous  regret- 
tions de  les  voir  passer  sous  silence. 

\J E lasticité  est  nn  des  Chapitres  que  M.  Resal  a  composés  avec 
le  plus  de  soin.  Dans  la  première  édition  de  son  Traité,  et  dans  son 
Traité  de  Mécanique,  M.  Resal  avait  adopté  en  partie  la  théorie 
de  Poisson.  Cette  théorie,  reposant  sur  une  définition  erronée  de 
la  pression,  ne  se  retrouve  plus  dans  l'édition  actuelle  de  la  Phy- 
sique inailiéinatique  de  M.  Resal.  L'auteur  adopte  complètement 
les  idées  de  Lamé.  Après  avoir  exposé  la  théorie  générale  de  l'é- 
quilibre intérienr  des  corps,  l'auteur  étudie,  au  point  de  vue  géo- 
métrique, les  très  petites  déformations  d'un  corps;  il  en  déduit 
l'expression  des  N/,  T/,  par  la  méthode  de  Lamé.  Les  trente-six 
coefficients  des  formules  donnant  les  N/,  T/,  sont,  dans  le  cas  des 
corps  isotropes,  réduits  aux  deux  coefficients  )^  et  p.  de  Lamé  par 
la  méthode  de  de  Saint-Venant.  L'auteur  donne  ensuite  les  équa- 
tions des  petits  mouvements  dans  les  solides  isotropes,  et  la  rela- 
tion des  coefficients  X  et  ^  avec  les  vitesses  de  propagation  des  vi- 
brations longitudinales  et  des  vibrations  transversales. 

M.  Resal  étudie  sommairement  ensuite  :  la  traction,  la  compres- 
sion, la  flexion  et  la  torsion  des  prismes  et  des  cylindres,  les  vibra- 
tions des  prismes  et  des  cylindres,  les  propriétés  des  membranes 
élastiques,  les  tubes  cylindriques  et  les  enveloppes  sphériques. 

La  luniièie,  dont  l'étude  occupe  le  Chapitre  III  du  tome  ï, 
forme  l'une  des  parties  introduites,  pour  la  première  fois,  dans  la 
deuxième  édition.  L'auteur  y  débute  par  la  théorie  de  la  double 
réfraction,  qu'il  expose  suivant  la  belle  méthode  de  Lamé.  On  doit 
le  féliciter  de  ce  choix,  trop  rarement  fait  par  les  auteurs  qui 
s'occupent  de  l'Optique.  Les  théories  de  la  double  réfraction  sont 
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innombrables,  el  l'on  a  une  grande  tendance  aujourd'hui  à  les  re- 
garder toutes  comme  équivalentes,  parce  que  les  équations  aux- 
quelles elles  conduisent  cadrent  toutes  également  bien  avec  Tex- 
périence.  Mais  la  valeur  d'une  théorie  ne  dépend  pas  seulement 
de  l'exactitude  de  ses  conclusions^  elle  dépend  aussi,  dans  une 
large  mesure,  de  la  méthode  qui  conduit  à  ces  conclusions.  Or, 
parmi  toutes  les  théories  de  la  double  réfraction,  celle  de  Lamé 
est  celle  qui  emploie  le  moins  grand  nombre  d'hypothèses;  celle 
dont  les  hypothèses  sont  susceptibles  d'être  énoncées  avec  la  plus 
grande  netteté  et  d'être  comparées  le  plus  immédiatement  à  l'ex- 
périence; enfin,  elle  est  la  seule  qui  soit  absolument  compalible 
avec  les  saines  idées  introduites  par  son  auteur  dans  la  théorie  de 
l'élasticité,  idées  trop  peu  comprises  encore  aujourd'hui.  Le 
Livre  de  M.  Resal  contribuera  certainement  à  répandre  davantage 
ces  idées,  et  ce  ne  sera  pas  le  moindre  des  services  qu'il  rendra. 

Rien  de  particulière  signaler  dans  l'exposé,  donné  par  M.  Resal, 
de  la  théorie  des  interférences  et  des  principes  généraux  de  la 
théorie  de  la  dilFraction.  Cet  exposé  s'éloigne  peu  de  celui  qui  est 
adopté  dans  la  plupart  des  Traités  de  Physique.  Nous  eussions  pré- 
féré voir  M.  Resal  exposer,  avec  les  élégantes  simplifications  géo- 
métriques qui  lui  sont  familières,  les  puissantes  idées  introduites 
en  1882  par  Rirchhoffdans  cette  partie  de  la  Science. 

Les  intégrales  dcFrcsnel,  qui  servent  à  la  résolution  numérique 
du  problème  de  la  diffraction,  sont  étudiées  avec  de  grands  détails. 
Les  méthodes  de  Knochenhaucr,  de  Gaucliy,  et  surtout  la  méthode 
générale  de  M.  Ph.  Gilbert,  font  l'objet  d'une  étude  approfondie. 

La  théorie  mécanique  de  la  réflexion  et  la  théorie  d;  s  anneaux 
colorés  sont  expos(''es  ])ar  la  méthode  ordinaire.  Enfin,  le  tome  1 
de  l'Ouvrage  se  termine  par  une  Note  où  M.  Resal  fait  connaîhi^  la 
méthode  de  M.  Senf  pour  l'établissement  de  récpialion  de  la  sur- 
face de  l'onde. 

Le  tome  II  renferme  les  (Jiapllres  suivants  : 

Chaleur.  Thermodynamlcpie.  Electrostalicpie.  Courants  rl(>e- 
triques.  l'^lectrodynamique.  Magnétisme  staticpie.  IMouveriuMil  (h^s 
annanls  et  des  coui-ants. 

Dans  Tétude  de  la  Ihcoric  de  la  cIkiIcui-.  \L  i\esal  se  borne  à 
I  examen  des  cor[)s  isotropes;    il  ne  dit  lien  de   la   eonduclibililé 
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dans  les  cristaux.  L'équatioti  aux  dérivées  partielles  du  mouve- 
ment calorifique  étant  ('tal)lie,  l'auteur  étudie  le  mouvement  de  la 
chaleur  dans  un  solide  limité  par  une  surface  canal  à  section  très 
petite,  dans  une  sphère,  dans  un  cylindre  circulaire  indéfini,  dans 
un  cube,  dans  un  milieu  indéfini  en  tout  sens.  La  théorie  du  re- 
froidissement (Tune  sphère  dans  le  cas  le  plus  général  est  ap- 
pliquée à  Tétude  du  refroidissement  de  la  Terre. 

«  J'espère,  dit  M.  Resal,  avoir  mis  la  Thermodynamique  au 
niveau  des  connaissances  actuelles.  » 

Sans  doute,  M.  Resal  n'a  pas  fait  attention  que  cette  phrase, 
prise  à  la  lettre,  constituerait  une  appréciation  bien  sévère  des  tra- 
vaux dont  il  n'a  pas  cru  devoir  parler.  A  coup  sûr,  il  n'a  pas  pu 
entrer  dans  l'esprit  de  l'éminent  géomètre  de  condamner  ainsi  les 
travaux  de  MM.  Moutier,  Hortsmann  et  Gibbs  sur  la  Mécanique 
chimique,  ni  le  beau  Mémoire  où  KirchliofT,  en  i8fi8,  a  abordé 
cetle  étude  des  dissolutions  qui  donne  lieu  aujourd'hui  à  d'innom- 
brables recherches,  ni  l'introduction  de  la  fonction  caractéris- 
tique pour  laquelle  il  se  borne  à  de  brèves  indications. 

Dans  l'étude  de  V E lectrostatique ,  l'auteur  suppose  connue  la 
théorie  du  potentiel,  dont  il  se  borne  à  énoncer  les  propositions 
fondamentales.  Un  exposé  succinct  de  cette  théorie  eût  sans  doute 
été  utile  à  beaucoup  de  ceux  auxquels  s'adresse  l'Ouvrage  de 
M.  Resal  et  les  eût  dispensés  de  chercher  cette  théorie  dans  un 
autre  livre.  Dans  le  domaine  même  de  l'Electrostatique,  nous  re- 
grettons que  la  distribution  sur  une  surface  conductrice  qui  enve- 
loppe les  corps  électrisés  n'ait  pas  été  plus  complètement  étudiée; 
c'est  en  effet  l'objet  d'un  problème  des  plus  intéressants  à  la  fois 
pour  le  mathématicien  et  pour  le  physicien,  et  qui  est  trop  sou- 
vent omis  dans  les  Traités  de  Physique;  les  Leçons  de  Lejeune- 
Dirichlet  sont,  à  notre  connaissance,  le  seul  Ouvrage  où  il  soit 
exposé  d'une  manière  suffisante. 

Le  Chapitre  relatif  aux  courants  électriques  se  compose  seule- 
ment de  quelques  pages;  il  traite  de  la  loi  d'Ohm,  des  courants 
thermo-électriques,  de  la  théorie  de  la  pile;  la  proportionnalité 
entre  l'effet  Peltier  et  la  différence  de  niveau  potentiel  au  contact 
de  deux  métaux,  la  non-existence  de  l'effet  Thomson,  la  propor- 
tionnalité de  la  force  électromolrice  d'un  couple  thermo-électrique 
à  la  différence  de  température  des  doux  soudures,  l'égalité  enlir 
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la  clialcLir  cliiiniqne  et  la  chaleur  voltaïque  sont  exposées  clans  ce 
Chapitre.  L'intérêt  historique  de  cette  exposition  est  incontestable  ; 
mais  on  voudrait  quelques  indications  relatives  aux  travaux  qui 
ont  conduit  à  rejeter  de  ces  lois,  tant  au  point  de  vue  expérimental 
qu'au  point  de  vue  théorique,  et  à  leur  substituer  des  propositions 
plus  exactes. 

Le  Chapitre  consacré  à  V E lectrodynamique  débute  par  un  ex- 
posé très  simple  et  très  soigné  de  la  formule  d'Ampère  et  de  ses 
conséquences;  puis  l'auteur  aborde  la  théorie  de  l'induction  élec- 
trique :  il  fait  découler  cette  théorie  de  la  formule  de  Weber  qu'il 
adopte  sans  discussion. 

Nous  regrettons  que  l'auteur  ne  nous  ait  pas  laissé  entrevoir 
les  critiques  qui  ont  été  adressées  à  cette  formule,  et  ne  nous 
ait  rien  dit  de  ce  débat  qui  a  provoqué  des  centaines  de  Mémoires 
et  auquel  ont  pris  part  tous  les  grands  électriciens  de  notre 
époque. 

Dans  la  théorie  du  Magnétisme  statique,  M.  Resal  signale  le 
défaut  de  rigueur  de  l'analjse  de  Poisson.  11  traite  ensuite  de  l'ai- 
mantation d'une  enveloppe  sphérique,  de  l'aimantation  d'un  ellip- 
soïde plein  et  de  l'action  de  plusieurs  sphères  aimantées  j)ar  la 
terre  sur  un  point  extérieur. 

Le  dernier  Chapitre  de  l'Ouvrage  est  consacré  au  Mouvement 
des  aimants  et  des  courants.  M.  Resal  y  développe,  en  partant 
de  la  loi  de  Biotet  Savart,  la  loi  de  Laplace  sur  l'action  d'un  pôle 
d'aimant  sur  un  élément  de  courant. 

Signalons  enfin  deux  Notes.  L'une,  rédigée  d'après  les  idées  de 
M.  Maurice  Lévj,  sur  le  transport  du  travail  par  l'électricité; 
l'autre,  due  à  M.  Ph.  Gilbert,  ayant  pour  but  de  démontrer  l'exis- 
tence d'un  et  d'un  seul  état  d'équilibre  sur  les  conducteurs  élec- 
trisés.  Celle-ci  emploie  les  mêmes  principes  que  la  méthode  |)ar 
laquelle  lliemann  démontre  le  principe  de  Dirichlct.  Elle  esl, 
comme  elle,  soumise  aux  objections  de  M.  Weierslrass. 

En  résumé,  l'Ouvrage  de  M.  llcsal  embrasse,  dans  un  cadre  rc- 
lulivcment  restreint,  la  plupart  des  grandes  questions  de  l^hvsique 
matliémati([ue  ;  elles  y  sont  traitées  avec  une  éléganle  con(>ision 
qui  fait  regretter  plus  vivement  les  sujets  c[ui  ne  sont  pas  abordés. 

Nous  ne  |)ouvons  nous  empêcher  de  regretter  aussi  cpie  ALllesal 
n  ail  pas  réagi,  avec  rauloritc'  cpii   lui  ap[)ailienl,  iH)nlre  une  leii- 
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élance  lâclieuse  qui  va  en  s'accentuant  dans  les  Traités  de  Plij'siqiie 
mathématique.  Elle  consiste  à  s'occuper  surtout  des  cas  particu- 
liers où  peuvent  s'intégrer  les  équations  aux  dérivées  partielles  de 
la  Physique  sans  s'occuper  de  l'établissement  de  ces  équations,  de 
leurs  propriétés  générales,  de  leurs  conséquences  vérifîables  par 
l'expérience.  Il  arrive  parfois  que  ces  intégrations,  prises  ainsi  en 
elles-mêmes,  présentent  un  intérêt  analytique  qui  justifie  la  peine 
que  l'on  a  prise  pour  y  parvenir;  c'est  ce  qui  arrive,  par  exemple, 
dans  le  problème,  résolu  par  Lamé,  de  Téquilibre  des  tempéra- 
tures sur  un  ellipsoïde;  mais,  outre  que  cette  circonstance  est 
assez  rare,  elle  ne  saurait  en  tous  cas  faire  admettre  cette  conception 
de  la  Physique  mathématique;  pour  que  cette  science  mérite  son 
nom,  elle  doit  avant  tout  servir  au  physicien.  Or  le  physicien  a 
besoin  de  se  rendre  un  compte  exact  des  hypothèses  sur  lesquelles 
repose  la  mise  en  équation  des  problèmes  qui  l'occupent,  et  des 
lois  générales  qui  découlent  de  ces  hypothèses.  Rarement  il  a  be- 
soin d'intégrations  toujours  trop  particulières  pour  s'appliquer 
aux  corps  de  forme  compliquée  qu'il  a  à  manipuler.  Ces  intégra- 
lions  n'ont  d'intérêt  pour  lui  que  lorsqu'elles  permettent  une  véri- 
fication expérimentale  des  hypothèses  faites,  ou  lorsqu'elles  four- 
nissent des  méthodes  de  mesure  des  coefficients  introduits  par  la 
théorie.  Les  grands  physiciens  qui,  comme  Laplace  et  Poisson, 
ont  fondé  la  Physique  mathématique,  avaient  bien  compris  ce  ca- 
ractère de  la  Science;  mais  depuis  il  a  été  méconnu,  et  les  Traités 
de  Physique  mathématique,  devenus  des  collections  de  problèmes 
sur  les  équations  aux  dérivées  partielles,  ont  cessé  d'être  lus  par 
les  phvsiciens,  au  grand  détriment  de  la  Science. 

P.    DUHEM. 


George  Johnston  ALLMAN.  —  Greek  Geometry  from  Thales  to  Euclid. 
Dublin,  Hodges,  Figgis  and  C%  Grafton  Street.  London,  Longmans,  Groen 
and  C°,  Patcrnoster  Row,  1889,  xi  1-237  p.  in-8°. 

Cet  Ouvrage,  formé  par  la  réunion  d'articles  publiés  dans 
VllermaUiena  de  Dublin  de  1878  à  1887  et  complétés  mainte- 
nant par  diverses  Notes   et  par  l'addilion  d'un  index,  constitue 
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une  histoire  complète  de  la  Géométrie  grecque  avant  Euclide. 
L'auteur,  professeur  de  Mathématiques  au  Oueen's  Collège,  à 
Galway,  a  suivi  la  méthode  inaugurée  par  Bretschncider  dans  son 
Ouvrage  similaire;  c'est-à-dire  qu'il  commence  par  réunir,  sur 
chaque  mathématicien,  les  témoignages  de  l'antiquité,  puis  qu'il 
commente  ces  témoignages  et  en  conclut  les  connaissances  qu'ils 
supposent. 

Les  lecteurs  du  Bulletin  savent  que  j'ai  moi-même  étudié  la 
même  époque  dans  une  série  d'articles  publiés  ici  de  i885  à  i88;7 
et  également  réunis  en  volume  (').  Ils  savent  aussi  que  j'ai  adopté 
un  plan  essentiellement  différent  et  que  je  me  suis  proposé  moins 
d'exposer  l'histoire  des  débuts  de  la  Géométrie  que  d'examiner 
le  degré  de  confiance  que  méritent  les  documents  sur  lesquels 
repose  cette  histoire.  Je  me  plais  à  remarquer  que,  quand  même 
je  n'aurais  pas  été  devancé  par  M.  Allman  pour  l'histoire  propre- 
ment dite,  je  n'aurais  pas  essayé  de  refaire,  ainsi  qu'il  y  a  réussi, 
l'œuvre  de  Bretschncider;  car  je  n'aurais  vraiment  pas  cru  qu'il 
fût  possible  de  réaliser,  comparativement  à  cette  dernière,  un 
progrès  aussi  sérieux  que  celui  que  l'on  peut  constater  dans  le 
volume  du  professeur  anglais.  Je  ne  crois  pas  pouvoir  en  faire  un 
meilleur  éloge. 

De  même  que  j'ai  souvent  eu  l'occasion  de  citer  M.  Allman,  il 
m'a,  à  son  tour,  fréquemment  mentionné,  soit  pour  s'appuyer 
sur  mon  opinion,  soit  pour  la  contredire  sur  quelque  point  de 
détail.  Mais  j'ai  d'autant  moins  l'intention  d'ouvrir  une  discussion 
sur  les  questions  où  nous  pouvons  ne  pas  être  d'accord  que  je 
lui  dois  rendre  cette  justice,  qu'en  tous  cas  il  expose  très  claire- 
ment et  très  loyalement  les  arguments  opposés  aux  siens  et  qu'il 
met  toujours  le  lecteur  à  même  de  se  prononcer  en  pleine  con- 
naissance de  cause. 

Je  préfère  donc,  après  avoir  donné  un  rapide  aperçu  de  l'Ou- 
vrage, relever  seulement  quelques  points  que  je  n'ai  pas  encore  eu 
l'occasion  de  traiter. 

Après  une  courte  introduction,  ]\L  Allman  traite  en  neuf  Cha- 
pitres séparés  :   Thaïes,   Pythagore  et  son  école,  lïipjv^crale  de 


{')  La  Geonielrie  grecque,  comment  son   histoire   nous  est  parK-etiuc  et  re 
que  nous  en  savons.  Paris,  Gaulhicr-Mllars,  18S-. 
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(^Iiios  el  Dcmocrite,  Arclijtas,  Eudoxe,  Méiicclimc,  Dlnoslrate, 
Aristcc,  Théétète.  Il  rompt  ainsi,  et  à  bon  droit,  avec  la  tradition 
(jui  no  montre,  dans  les  géomètres  du  iv^  siècle  avant  notre  ère, 
que  Platon  et  l'Académie;  il  fait  ressortir  qu'au  contraire  les  tra- 
vaux importants  de  cette  période  sont  dus  soit  à  Eudoxe,  soit  à 
des  matliématiciens  qui  se  rattachent  directement  à  l'école  parti- 
culière qu'il  avait  fondée. 

C'est  en  lout  cas  à  cette  école  qu'appartient  la  découverte  des 
sections  coniques,  attribuée  à  Méneclime  sur  le  témoignage,  peut- 
être  insuffisant,  d'un  vers  d'Eratosthène,  car  il  est  bien  établi  que, 
avant  Ménecbme,  Eudoxe  et  même  son  maître  Archjtas  avaient 
considéré  des  intersections  de  surfaces,  et  si  l'on  ne  peut  certai- 
nement prouver  qu'Eudoxe  ait  étudié,  par  exemple,  la  section 
oblique  du  cjdindre,  il  est  incontestable  que  la  découverte  des 
propriétés  de  cette  courbe  ne  pouvait  lui  présenter  aucune  diffi- 
culté sérieuse. 

Au  sujet  de  l'emploi  des  courbes  en  général  et  en  particulier  de 
celui  des  sections  coniques  pour  la  solution  de  problèmes  comme 
la  duplication  du  cube,  il  y  a  une  importante  question  qui  reste 
en  suspens.  Les  courbes  étaient-elles  supposées  construites  par 
points  ou  autrement? 

En  faveur  de  la  construction  par  points,  j'ai  fait  observer  ici 
qu'on  ne  peut  guère  supposer  un  autre  tracé  pour  la  quadratrice 
(en  dehors  de  l'emploi  de  patrons  taillés  sur  une  quadratrice  déjà 
construite).  M.  AUman  penche  pour  la  même  solution  en  ce  qui 
concerne  les  coniques  et  il  met  en  avant  divers  arguments  dont  la 
valeur  est  incontestable. 

On  a  objecté  qu'une  telle  construction  est  contraire  à  toutes 
les  habitudes  de  la  Géométrie  grecque;  c'est  là  une  assertion  plus 
facile  à  émettre  qu'à  développer.  Nous  vojons  de  fait  les  géo- 
mètres grecs  essayer  de  résoudre  les  problèmes  par  la  règle  et  le 
compas,  mais  pour  les  questions  solides,  quand  interviennent  les 
coniques,  nous  n'avons  aucun  indice  d'un  tracé  continu,  avant 
celui  de  la  parabole,  dont  il  n'est  parlé  qu'à  une  époque  très  pos- 
térieure (au  vi'^  siècle  de  notre  ère).  Bien  plus,  il  semble,  à  la 
façon  dont  ISicomède  exalte  sa  découverte,  que  la  conchoïde  ait 
été  la  j)rcmière  courbe  dont  le  tracé  continu  ait  été  réalisé,  giàcc 
à  l'emploi  d'un  instrument  spc'cial. 
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L'oljjeclion  est  donc  loin  d'être  décisive;  cependant  la  manière 
dont  Eratosthène  parle  de  la  solution  du  problème  de  Délos  par 
Ménechme  ne  me  paraît  guère,  tout  compte  fait,  conciliable  avec 
l'hvpothèse  de  la  construction  par  points  pas  plus  qu'avec  celle 
d'un  tracé  continu.  Il  ne  reste  donc  qu'une  supposition  à  faire, 
c'est  qu'on  ait  admis,  chez  les  géomètres  grecs  de  cette  époque, 
le  tracé  des  coniques  comme  pouvant  être  obtenu  au  moyen  de  la 
section  effective  d'un  cône  par  un  plan. 

Si  invraisemblable  que  puisse  paraître,  au  premier  abord,  une 
supposition  de  ce  genre,  elle  mériterait  peut-être  d'être  examinée 
à  fond.  Remarquons  tout  d'abord  qu'il  ne  s'agit  pas  là,  à  mon 
sens,  de  la  question  pratique  (la  construction  par  points,  avec  la 
règle  et  le  compas,  aurait  encore  été  plus  simple),  mais  d'une  con- 
ception théorique  susceptible,  à  la  rigueur,  d'une  réalisation  pra- 
tique. 

Cette  conception  aurait  reposé  sur  l'idée  qu'après  les  construc- 
tions manuelles  réalisables  avec  la  règle  et  le  compas  il  faut  passer 
aux  constructions  manuelles  susceptibles  d'un  égal  degré  de  pré- 
cision. Or  les  anciens  connaissaient  le  tour,  et  ils  se  rendaient 
parfaitement  compte  qu'avec  cet  instrument  on  peut  obtenir  des 
surfaces  de  révolution  à  méridienne  simple  au  moins  aussi  par- 
faites que  tout  plan  dressé  à  la  main. 

A  propos  de  la  solution  d'Archjtas  pour  le  problème  de  Délos, 
solution  obtenue  au  moyen  des  intersections  réciproques  d'un 
cylindre,  d'un  tore  et  d'un  cône,  j'ai  écrit,  comme  le  rappelle 
M.  Allman  (p.  122),  que  la  recherche  des  projections  de  ces  inter- 
sections était  si  nalurellc  que  Ton  ne  pouvait  s'étonner  que  d'une 
chose,  à  savoir  qu'Archytas  eût  conservé  à  sa  solution  une  forme 
purement  théorique. 

Mais,  si  l'on  se  place  au  point  de  vue  que  j'ai  indifjué,  on  pourra 
moins  s'étonner.  Rien  ne  nous  serait  en  somme  |)lus  lacil(\  si  la 
!  chose  en  valail  la  peine,  que  de  disposer  un  engin  pouvant  r(''aliser 
I  la  solution  d'Archytas  avec  la  précision  de  la  règle  et  du  conq:)as. 
1  Nul  doute  qu'Archytas  en  ait  j)u  faire  aulant,  ce  (pii  ne  voul  nul- 
j  lemcnt  dire  (ju'il  l'ail  fail  ou  qu'il  ;nl  proposi''  de  le  faire  prali- 
(piement;  mais  il  pouvail  suKire,  dans  l'ordre  d'idi-c^s  de  Tc-pocjne, 
que  la  chose  fût  simplement  possible. 

L'absurdili''   praliipie  de  la  ri'alisalion   elleelive  de  .>>celion>  de 
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solides  j)our  le  lrac('  des  eonrbes  diminue  sensibleiucnl  si  l'on 
passe  de  Ja  solulion  d'Arch_)'tas  à  celle  de  Ménechme,  la  première 
par  exemple,  qui  emploie  deux  paraboles  de  paramètres  dilTérenls. 
Avec  des  engins  relativement  simples,  ce  ne  serait  rpi'un  jeu,  à  la 
vérité  un  peu  long-,  que  deconsiruire  matériellement  un  cône 
orthogone  e!  de  le  couper  perpendiculairement  à  une  génératrice, 
à  des  distances  déterminées  du  sommet,  de  façon  à  obtenir  les 
patrons  de  deux  courbes  à  reporter  sur  un  plan.  A  un  tel  procédé, 
le  langage  d'Eratosthène  s'appliquerait  parfaitement. 

Il  est  un  autre  point  de  l'histoire  des  coniques  qui  n'est  pas 
encore  suffisamment  élucidé,  même  depuis  les  travaux  de  Zeu- 
then.  Je  veux  parler  de  l'œuvre  d'Aristée. 

Je  crois,  avec  Heiberg,  et  contrairement  aux  conclusions  de 
M.  Allman,  qu'Aristée  n'a  composé  sur  les  coniques  que  ses  cinq 
Livres  des  Lieux  solides,  qui  formaient  une  suite  aux  travaux  de 
Ménechme;  qu'au  contraire  il  n'a  pas  rédigé  à'' Eléments  de  co- 
niques. Ce  fut  Euclide  qui,  le  premier,  composa  de  tels  Eléments 
et  fit  ainsi  oublier  les  écrits  du  premier  inventeur. 

Les  Coniques  d'Euclide  disparurent  à  leur  tour  devant  celles 
d'Apollonius  (^),  mais  le  travail  d'Aristée  continua  au  contraire  à 
faire  partie  du  Recueil  classique  des  Ouvrages  d'Analyse  géomé- 
trique et  il  était  encore  étudié  au  temps  de  Pappus,  comme  suite 
aux  Coniques  d'Apollonius. 

C'est  à  peu  près  tout  ce  qu'on  en  sait  et  aucune  divination 
sérieuse  n'a  été  tentée  sur  son  contenu.  Il  me  semble  cependant 
qu'une  étude  approfondie  de  Pappus  et  en  même  temps  la  re- 
cherche des  lacunes  incontestables  qu'ofïre  Tocuvre  d'Apollonius 
pourraient  jeter  quelque  lumière  sur  ce  sujet. 

Pappus  nous  dit  expressément  qu'Euclide,  écrivant  après 
Aristée,  évita  d'aller  sur  ses  brisées,  c'est-à-dire  sans  doute  qu^il 
ne  reprit  pas  les  théories  complètement  traitées  par  l'auteur  des 
Lieux  solides,  qu'il  développa  au  contraire  celles  sur  lescpiellcs 
s'appuyait  celui-ci,  comme  ayant  déjà  été  traitées  par  Ménechme. 


(  ')  Ou  plulùt  devanl  les  quatre  premiers  Livres  d'Apollonius  qui  cléveloppaicnL 
le  inèine  sujet,  les  quatre  derniers  d'Apollonius  al)ordant  au  contraire  des 
lliéories  Idul   à  l'ail  nouNclIcs. 
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Apollonius,  suivant  l'ordre  adopte  par  Euclide,  laissa  probable- 
ment subsister  les  lacunes  volontairement  laissées  par  son  pré- 
curseur et  ce  fut  évidemment  la  raison  qui  fit  maintenir  l'étude 
des  Lieux  solides  d'Aristée,  certaines  choses  essentielles  à  con- 
naître ne  se  trouvant  que  là. 

La  lacune  la  plus  saillante  des  Coniques  d'Apollonius  est  sans 
contredit  l'absence  de  toute  mention  du  fojer  de  la  parabole, 
tandis  que  les  foyers  de  l'ellipse  et  de  l'hjperbole  sont  l'objet 
d'une  théorie  étendue.  Le  foyer  de  la  parabole  ne  se  trouve  indi- 
qué d'une  façon  précise  dans  aucun  texte  grec  antérieur  à  An- 
tliemius  (vi^  siècle  de  notre  ère),  et  l'on  a  voulu  faire  à  ce  dernier 
mathématicien  l'honneur  de  cette  découverte  capitale. 

Je  crois,  tout  au  contraire,  que,  si  Apollonius  n'a  pas  parlé  du 
foyer  de  la  parabole,  c'est  qu'il  n'avait  rien  à  en  dire  de  plus  que 
ce  qu'en  avait  déjà  dit  Aristée.  En  considérant,  en  eifet,  les  lieux 
solides  qu'emploie  Pappus  dans  sa  proposition  IV,  44?  dont  le 
texte  est  malheureusement  corrompu,  il  me  semble  impossible, 
d'une  part,  d'y  méconnaître  des  énoncés  tirés  d'Aristée,  et  de  sup- 
poser, d'un  autre  côté,  que  le  géomètre  qui  avait  recherché  ces 
lieux  n'eut  pas  de  même  cherché,  par  exemple,  celui  des  points 
également  distants  d'une  droite  et  d'un  point. 

Les  Lieux  solides  d'Aristée  devaient  sans  doute  être  un  Recueil 
de  problèmes,  les  uns  plus  simples,  les  autres  plus  compliqués, 
conduisant  à  des  équations  de  sections  coniques.  S'il  avait  pro- 
cédé avec  une  certaine  méthode,  il  avait  dû  sans  doute  reconnaître 
par  cette  voie  bon  nombre  de  propriétés  intéressantes  que  nous  ne 
rencontrons  pas  dans  les  Coniques  d'Apollonius  et  dont  nous 
pouvons,  dès  lors,  attribuer  la  découverte  aux  modernes,  quand 
ils  les  ont  simplement  retrouvées. 

J'estime  également  que  le  problème  du  lieu  à  trois  ou  ([ualre 
lignes  avait  été  déjà  posé  par  Aristée  et  qu'il  l'avait  même  traité 
d'une  façon  suffisante  pour  que  sa  solution  n'eût  besoin  (jue  (Tèlre 
complétée  par  ra[)plicalion  immédiate  d'un  cerlain  nombre  de 
théorèmes  successivement  découverts  par  Euclide  et  par  Apollo- 
nius. C'est  ainsi  seulement  que  je  puis  m'expliquer  que  ce  dernier 
n'ait  pas,  pour  son  compte,  traité  ce  célèbre  problème. 

Je  me  borne  à  ces  brèves  indications  qui  ont  pour  but  principal 
de  faire  ressortir  (jue  la  thécn-ie   des  coniques  a  du  se  (h'velopper 
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beaucoup  plus  Loi  cl  beaucoup  phis  coniplclcnicul  qu'on  n'est 
généralement  porté  à  le  croire;  que  d'ailleurs  ces  développements 
ont  eu  lieu  dans  une  voie  beaucoup  plus  voisine  des  méthodes 
analytiques  modernes  que  les  théories  d'Apollonius,  et  cela  à 
l'occasion  de  problèmes  de  lieux  posés  sur  le  plan  et  conduisant 
à  des  relations  tout  à  lait  analogues  à  nos  équations  entre  coor- 
données. Paul  Tawnery. 


GRAINDORGE  (J.).  —  Intégration  des  équations  de  la  Mécanique,  i  vol. 
in-S";  290  p.  Liège,  Dcsoer;  Bruxelles,  Hayez;  1889. 

Sous  ce  titre,  M.  Graindorge  publie  une  exposition  d'ensemble 
des  recherches  les  plus  importantes  concernant  ce  chapitre  essen- 
tiel de  l'Analyse  et  de  la  Mécanique.  Il  établit  d'abord  les  équa- 
tions deLagrange  et  il  en  déduit  celles  d'Hamilton.  Ces  dernières 
sont  obtenues  aussi  directement,  en  suivant  une  voie  qu'a  indiquée 
M.  É.  Mathieu. 

L'étude  de  ces  équations  se  relie  à  l'intégration  d'une  équation 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  comme  l'ont  montré 
Hamilton  et  Jacobi.  L'auteur  traite,  en  suivant  cette  voie,  les 
problèmes  classiques  développés  par  Jacobi  dans  les  Vorlesungen 
ûber  Dynaniik  et  complète  sur  quelques  points  les  résultats  gé- 
néraux obtenus  par  ce  dernier  au  moyen  des  recherches  de 
M.  Majer  et  de  M.  Darboux.  11  développe  ensuite  les  consé- 
quences du  théorème  fondamental  de  Poisson-Jacobi,  ainsi  que  les 
remarques  essentielles  de  M.  Bertrand  sur  la  valeur  de  ce  théorème. 
Enfin,  après  avoir  analysé  les  travaux  de  Bour  sur  la  matière,  il 
consacre  à  la  théorie  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  et 
des  perturbations  les  «lernières  pages  de  son  Livre.  J.   T. 
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PI.  VOGT.  —  Sur  les  invariants  fondamentaux  des  équations  différen- 
tielles  LINÉAIRES   DU   SECOND   ORDRE. 

Ce  travail,  présenté  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  a  pour 
objet  l'étude  des  relations  qui  existent  entre  une  équation  diffé- 
rentielle du  second  oi'dre  et  le  groupe  correspondant. 

M.  Poincaré  (Acta,  IV)  montre  que  le  groupe  dépend  de  cer- 
taines fonctions  des  coefficients  de  l'équation,  qu'il  appelle  inva- 
riants fondamentaux;  ils  sont  en  nombre  "dn  —  3,  si  n  est  le 
nombre  des  points  singuliers  non  apparents,  à  distance  finie. 

M.  Vogt  considère  d'abord,  indépendamment  de  toute  équation 
.différentielle,  '5n  —  3  invariants  fondamentaux  particuliers  et  en 
déduit,  d'une  part,  les  n  substitutions  fondamentales  du  groupe, 
d'autre  part  l'invariant  d'une  substitution  quelconque.  Le  pro- 
blème ainsi  posé  dépend  de  la  résolution  de  n  —  2  équations  du 
second  degré  et  a  2""^  solutions;  Tinvariant  d'une  substitution 
quelconque  est  fonction  entière  des  Zn  —  3  invariants  primitifs 
et  de  n  —  2  autres  qui  leur  sont  liés  par  n  —  2  équations  du  se- 
cond degré  à  coefficients  entiers;  cela  signifie  qu'il  j  a  2"""-  équa- 
tions différentielles  avant  un  système  donné  de  3/i  —  3  invariants 
fondamentaux  ;  à  chacune  d'elles  correspond  un  groupe  différent. 

Il  y  a  exception  lorsque  les  invariants  satisfont  à  2/z  —  3  rela- 
tions rationnelles  et  entières;  ce  sont  les  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  pour  que  l'équation  différentielle  soit  réductible. 

Dans  le  §  5,  on  forme  tous  les  systèmes  d'invariants  fondamen- 
taux; on  résout  d'abord,  par  rapport  à  S,,  So,  ...,  S/^,  un  système 
d'équations  en  substitutions  de  la  forme 

S^'^Sf^..  =T/,        (A-  =  T,9.  ...,/z). 

Pour  que  S,,  So,  ...,  S,i  soient  un  produit  de  substitutions  T,  il 
est  nécessaire,  dans  le  cas  où  les  substitutions  sont  indépendantes, 
que  les  substitutions  T  s'expriment  au  moyen  des  S  par  applica- 
tion et  répétition  de  trois  opérations  simples;  ces  conditions  sont 
du  reste  suffisantes  dans  tous  les  cas;  elles  conduisent  à  des  trans- 
formations entières  et  réversibles  des  systèmes  d'invariants  fon- 
damentaux. Ces  transfoiMuations,  iinalogues  aux  I  ransfoiiual  ions 
Uu/l.  (les  Scic/iccs  DKtlhcni.,  j'"  srrir.  l.  Mil.  (  hiTciuhrc  i^Sq.)         ^3 
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CreniDiia,  laissent  invariable  le  système  des  2 /i  —  3  relations  de 
réductibilité. 

On  résout  ensuite  ce  problème  important  :  Reconnaître  sur 
les  inçariants  cVun  groupe  si  ce  groupe  est  fuchsien;  les  rela- 
tions qui  existent  entre  les  invariants  et  le  polygone  fuchsien 
fournissent  non  seulement  la  solution  de  la  question,  mais  encore 
la  traduction  géométrique  des  résultats  qui  précèdent. 

Dans  la  deuxième  Partie,  l'auteur  détermine  les  invariants  en 
fonction  des  paramètres  de  l'équation  différentielle;  la  nature  de 
ces  fonctions  s'explique  par  la  présence,  dans  leur  développement 
en  série,  de  fonctions  désignées  par  A  et  analogues  au  logarithme. 

Dans  la  dernière  Partie,  on  cherche  à  étudier  les  fonctions  in- 
verses, c'est-à-dire  les  paramètres  de  l'équation  différentielle  con- 
sidérés comme  fonctions  des  invariants  fondamentaux.  Lorsque 
l'on  connaît;  par  la  théorie  des  fonctions  zêta-fuchsiennes  par 
exemple,  une  équation  ayant  n  points  singuliers  donnés  à  l'avance, 
n  —  2  points  apparents,  et  un  groupe  donné,  toutes  les  autres 
satisfaisant  aux  mêmes  conditions  se  déduisent  de  la  première  par 
l'application  de  transformations  analogues  aux  transformations 
Cremona;  les  racines  des  équations  déterminantes  sont  altérées 
de  nombres  entiers,  les  points  apparents  sont  remplacés  par  n — 2 
autres  et  les  paramètres  se  changent  en  des  fonctions  rationnelles 
de  ces  paramètres  et  des  racines  des  équations  déterminantes. 

Il  existe  de  plus,  pour  les  23aramètres  considérés  comme  fonc- 
tions des  invariants,  des  points  et  des  surfaces  de  singularité  ana- 
logues à  des  points  critiques  algébriques. 


JUEL.    —    BiDRÂG   TIL   DEN    IMAGINARK    LINIES   OG    DEN    IMÂGINARE   PlANS   GeO- 

METRi  (1).   I  vol.  in-8°,  vni-ioi  p.  Copenhague,  i885. 

Cette  thèse  commence  par  un  résumé  des  définitions  de  v.  Staudt 
des  éléments  imaginaires,  auquel  l'auteur  joint  une  simplifica- 
tion de  la  théorie  des  correspondances  projectives  de  ces  élé- 
ments, en  considérant,  à  côté  de  la  projectivité  propre,  une  espèce 

(')  Contributions  à  la  gconncuie  de  la  droite  et  du  plan  imaginaires. 
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de  correspondances  qu'il  appelle  symêti'ules,  et  qui  font  corres- 
pondre les  éléments  d'une  figure  aux  éléments  conjugués  aux 
éléments  imaginaires  d'une  figure  projective  à  la  première  figure. 
L'introduction  de  la  s^'métralité  devient  nécessaire  lorsqu'on  veut 
étendre  aux  éléments  imaginaires  la  définition  suivante  de  la 
projectivité  des  éléments  réels  de  deux  figures  :  deux  figures 
planes  sont  projectives  si,  à  la  fois,  les  points  et  les  droites  de 
l'une  correspondent  d'une  manière  univoque  aux  points  et  aux 
droites  de  l'autre. 

La  discussion  de  ces  correspondances  est  en  partie  géométrique, 
en  partie  analytique.  Dans  la  partie  géométrique,  l'auteur  s'oc- 
cupe, par  exemple,  de  la  question  s'il  est  possible  de  composer 
une  transformation  symétrale  quelconque  d'une  série  d'involu- 
tions.  Dans  la  partie  analytique,  il  prend  un  point  de  départ  assez 
abstrait  pour  l'étude  des  Wilrfe  de  v.  Staudt,  en  clierchant  les 
transformations  projectives  dont  la  composition  est  soumise  aux 
principes  associatif,  commutatif  et  distributif.  Du  reste,  il  s'occupe 
en  particulier  des  invariants  d'une  ou  de  plusieurs  expressions 
de  la  forme  axj-  —  bx  —  cy  -\-  d^  le  symbole  y  désignant  la 
quantité  conjuguée  à  la  quantité  imaginaire  JK- 

Les  points  réels  d'un  plan  réel  formant  un  groupe  bien  dis- 
tingué aussi  au  point  de  vue  projectif,  les  groupes  qu'on  en  forme 
par  une  transformation  projective  méritent  une  étude  particulière. 
En  étendant  la  terminologie  de  v.  Staudt,  l'auteur  les  appelle  des 
chaînes  à  deux  dimensions.  Après  avoir  trouvé  leurs  propriétés 
principales,  l'auteur  montre  l'application  de  cette  théorie  à  des 
|)roblèmes  où  il  s'agit  de  critères  de  la  réalité  de  points  d'une 
fleure. 

Un  plan  imaginaire  contient  une  seule  droite  réelle.  Ses  autres 
points  sont  imaginaires  et  correspondent  univoquement  aux 
droites  réelles  qui  les  contiennent.  Les  courbes  du  plan  ini;igi- 
naire  sont  donc  représentées  par  des  congruences  de  droites. 
L'auteur  se  sert  de  cette  représentation  pour  étudier  les  pro- 
priétés des  courbes  du  second  et  du  troisième  ordre  et  certaines 
propriétés  d'une  courbe  algébrique  générale  dans  un  plan  ima- 
ginaire. Le  cas  où  le  plan  est  réel  n'étant  qu'un  cas  particu- 
lier, il  parvient  aussi  de  cette  façon  à  des  propriétés  d'une  (x^urbe 
algébrique  dans  un  plan  réel,  par  exemple  à  la  relation,  trouvée 
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par  M.  Klein,  qui  a  lieu  entre  les  nombres  des  tangentes  et  des 
points  réels  d'une  courbe  algébrique  imaginaire  dans  un  plan 
réel.  H.  Z. 


GRUEY,  Professeur  d'Astronomie  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Besançon,  direc- 
teur de  rObservaloire.  —  Exercices  astronomiques  a  l'usage  des  élèves 
DES  Facultés  et  des  Orservatoires.  i  vol.  in-S",  34O  p.,  11  pL  gr.  A. 
Hermann;  Paris,  1889. 

Le  nouvel  Ouvrage  de  IVl.  Gruev  vient  compléter  d'une  manière 
heureuse  ses  Leçons  d'Astronomie,  publiées  dernièrement  (^). 
Après  le  cours,  voici  la  conférence.  Les  compléments  du  cours,  les 
149  problèmes  résolus  qui  sont  réunis  dans  les  Exercices  astro- 
miqiies  en  font  une  œuvre  bien  propre  à  éclairer  et  à  fixer  la 
théorie  dans  l'esprit  de  l'étudiant,  en  lui  permettant  un  essai  fé- 
cond de  ses  premières  connaissances  en  Astronomie.  Ce  Recueil 
rendra  ainsi  les  mêmes  services  que  rendent  journellement,  pour 
l'Analyse  et  la  Mécanique,  les  Recueils  si  répandus  de  MM.  Frenet, 
Tisserand,  JuUien,  de  Saint-Germain. 

L'Ouvrage  est  divisé  en  cinq  Livres,  et  les  questions  se  succè- 
dent dans  l'ordre  même  du  cours  lithographie,  auquel  le  lecteur 
est  renvoyé  à  chaque  instant. 

Les  Livres  I  et  II,  comme  les  Livres  correspondants  du  cours, 
unt  pour  titres  respectifs  :  Méthodes  générales  de  calcul,  Mé- 
thodes générales  d^obser^^ation. 

Le  Livre  I  comprend  ainsi  trois  Chapitres  :  i"  Trigonométrie 
sphérique  ;  2°  Développements  en  séries  ;  3°  Erreurs  accidentelles. 
Dans  le  premier,  qui  renferme  une  dizaine  d'exercices,  on  remar- 
quera le  théorème  de  Legendre,  si  utile  en  Géodésie,  et  des  réso- 
lutions numériques  de  triangles  qui  montrent  bien  l'usage  et  l'im- 
portance des  formules  différentielles,  et  qui  familiariseront  le 
lecteur  avec  les  logarithmes  de  Gauss,  souvent  si  avantageux. 
Quatre  exercices  sur  la  démonstration,  l'extension  ou  l'applica- 
tion de  certains  développements  en  séries  forment  le  Chapitre 
deuxième.  Quant  au  troisième  (^Ex.  15  à  Î27),  il   débute  par  de 


(*)  Gruey,  Leçons  d'Astronomie  rédigées  conformément  au  programme  de 
la  Licence.  \  vol.  in-'i",  littiogr.  A.  Hermann;  Paris,   i885. 
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nouvelles  vérifications  de  la  loi  de  répétition  des  erreurs.  Cette  loi 
a  été  établie  dans  le  cours  suivant  la  méthode  empirique,  basée 
uniquement  sur  l'expérience  et  les  faits.  L'expérience  ici  consiste 
en  pointés,  sur  un  trait  de  cercle  divisé,  et  l'auteur  en  donne 
trois  séries,  obtenues  à  l'observatoire  de  Besançon,  qui  permet- 
tent donc  de  vérifier  à  nouveau  la  loi  et  de  calculer  l'erreur 
probable  d'un  pointé  pour  les  trois  observateurs.  Viennent  en- 
suite quelques  exercices  purement  analytiques,  puis  une  Table 
donnant  la  probabilité  pour  que  l'erreur  d'une  observation,  de 
précision  connue,  tombe  entre  —  x  et  +  ^,  Table  qui  est  utilisée 
pour  résoudre  diverses  questions.  Le  Chapitre  se  termine  par  une 
application  de  la  méthode  des  moindres  carrés  et  du  procédé  plus 
expéditif  de  Cauchy. 

Le  Livre  11  s'ouvre  par  un  Chapitre  relatif  aux  cercles  divisés, 
contenant  des  détails  sur  la  construction  et  l'usage  de  la  machine 
à  diviser  les  cercles  de  M.  Secrétan.  Suit  un  Chapitre  sur  les  ni- 
vellements, traitant  du  niveau  des  maçons,  de  la  construction  du 
niveau  à  bulle  d'air,  de  remarques  pratiques  sur  le  nivellement 
d'un  axe,  et  se  terminant  par  cinq  problèmes,  avec  application  à 
la  lunette  méridienne.  Quatre  exercices  sur  la  mesure  des  angles 
constituent  le  Chapitre  suivant.  Enfin,  un  dernier  Chapitre  {Ex. 
37-39)  renferme  l'étude  très  détaillée  du  dipléidoscope,  du  mou- 
vement des  différentes  pièces  du  sidérostat  de  Foucault  et  de  l'hé- 
liostat  de  Silbermann. 

Avec  le  Livre  III,  La  Terre  et  le  mouvement  diurne,  nous 
entrons  dans  le  champ  de  l'Astronomie  mathématique  proprement 
dite.  Ce  Livre,  le  plus  étendu  de  l'Ouvrage,  ne  contient  pas  moins 
de  soixante-deux  exercices,  sans  parler  de  parties  théoriques  con- 
sidérables. Il  est  divisé  en  cinq  Chapitres.  Le  premier  se  rapporte 
au  mouvement  diurne  d'une  seule  étoile.  Les  problèmes  40-4-9 
concernent  successivement  les  circonstances  principales  de  ce 
mouvement,  les  variations  des  coordonnées  zénithales  de  l'étoile, 
de  l'angle  parallactique,  les  développements  de  ces  angles  en  sé- 
ries et  certaines  de  leurs  dérivées  partielles,  puis  la  dcl(M"ininalion 
de  l'heure  sidérale  et  la  réfraction.  Les  vingt-deux  pages  (|ui  sui- 
vent sont  consacrées  à  un  Mémoire  important  Sur  une  forme 
géométrique  des  effets  de  la  réfraction  dans  le  mouvement 
diurne.  Ln  un  jour  sidéral,  la  position  n|ipnrrnlc  d'une  (-todc*  dé- 
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cril  une  conique  autour  de  sa  position  vraie  Les  éléments  de  la 
conique,  la  loi  du  mouvement  sur  cette  courbe  sont  calculés,  et 
l'auteur  en  déduit  le  mouvement  composé,  résultant  du  mouve- 
ment de  l'étoile  sur  la  conique  et  du  mouvement  d'entraînement 
de  la  sphère  céleste.  Des  remarques  sur  l'influence  de  la  réfraction 
dans  l'orientation  du  fil  polaire  des  lunettes  équatoriales,  des 
Tables  et  des  applications  numériques  complètent  ce  travail.  Enfin, 
les  questions  0O-08  appartiennent  à  cette  classe  de  problèmes 
qui,  sous  une  forme  plus  ou  moins  déguisée,  reviennent  au  fond 
à  résoudre  un  certain  triangle  sphérique  dont  on  connaît  trois 
éléments.  Le  Chapitre  II  renferme  une  vingtaine  d'exercices  sur 
le  mouvement  diurne  de  deux  étoiles  :  l'un  d'eux,  qui  conduit  à 
une  équation  du  quatrième  degré,  est  suivi  d'une  application  nu- 
mérique; l'exercice  79  est  relatif  au  micromètre  circulaire.  Une 
demi-douzaine  de  questions,  dont  plusieurs  d'une  grande  portée, 
composent  le  Chapitre  Itl,  Sur  le  mouvement  diurne  de  trois 
étoiles  au  moins.  Quant  au  Chapitre  IV  {Ex.  87-94),  intitulé  : 
Lieux  terrestres  définis  par  des  conditions  astronoiniques,  il 
se  signale  par  des  problèmes  curieux,  dont  les  solutions  et  les  dis- 
cussions présentent  le  plus  haut  intérêt.  Nous  nous  bornerons  à 
citer  en  particulier  les  exercices  91  et  92  : 

Trouver  les  lieux  de  la  Terre  (C.?  'f )  ^^^^  voient  ou  ont,  sous 
V azimut  donné  a,  une  étoile  désignée  E(nl,^  <r)^  à  V époque  si- 
dérale G  du  premier  méridien; 

Etudier  la  forme  de  la  courbe  'ïi  d^ égal  azimut  en  projection 
orthographique  sur  une  carte, 


!tl' 


exercice 


93 


Quelle  est  la  route  terrestre  cV un  voyageur  fictif  A,  cpii 
marcherait  toujours  dans  U azimut  cV une  étoile  donnée 
E'(.A/;,  ^i"),  en  maintenant  invariable  la  distance  zénithale  z 
d^ une  autre  étoile  aussi  donnée  E(4,.^  ^r)? 

Le  cas  où  l'étoile  E'  se  confond  avec  l'étoile  E,  c'est-à-dire  où 
le  voyageur  poursuit  directement  E  sous  une  hauteur  constante, 
est  spécialement  intéressant.  Le  Chapitre  V,  qui  termine  le  Livre  III, 
comprend  six  exercices  siLr  la  parallaxe  et  r aberration  diurnes, 
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dont  les  formules  sont  démontrées  géométriquement  et  d'un  seul 
coup  au  n°  101 . 

Le  Livre  IV,  comme  le  Livre  pareil  du  cours,  a  pour  titre  :  Le 
Soleil.  Il  est  divisé  en  quatre  Chapitres  et  suivi  de  quelques 
exercices  proposés  non  résolus.  Le  Chapitre  I:  Mouvement  diurne 
du  Soleil,  est  formé  de  dix  exercices,  accompagnés  de  remarques 
pratiques.  On  y  étudie,  entre  autres  choses,  le  passage  du  Soleil  à 
travers  le  réticule  d'une  lunette  pointée  sous  une  direction  connue, 
la  détermination  du  raj'on  d'un  micromètre  circulaire,  l'observa- 
tion du  Soleil  au  cercle  méridien  et  sa  réduction,  le  moyen  de 
tenir  compte  de  la  réfraction.  Dans  le  Chapitre  II  :  Mouvement 
elliptique  du  Soleil  [Ex.  112-132),  on  remarquera  une  vérifica- 
tion numérique  des  lois  de  ce  mouvement,  une  démonstration,  due 
à  M.  Bonnet,  de  la  variabilité  du  jour  solaire  vrai,  puis  des  pro- 
blèmes sur  les  anomalies,  sur  les  équations  du  centre  et  du  temps, 
la  réduction  à  l'équateur,  et  enfin  une  série  de  questions  usuelles 
qui  familiariseront  le  lecteur  avec  la  Connaissance  des  Temps.  Le 
Chapitre  III  [Ex.  133-134)  traite  des  divùc\es précession  et  nuta- 
tion.,  changement  de  coordonnées  des  étoiles,  translation  du  So- 
leil, et  le  Chapitre  IV  donne  cinq  exercices  sur  les  taches  solaires. 

On  arrive  ainsi  au  Livre  cinquième  et  dernier,  qui  s'intitule  : 
Lune,  Planètes,  Phénomènes,  et  qui  vise  les  Livres  V,  VI  et  Vil 
du  cours.  Ce  livre  débute  par  huit  problèmes  sur  la  Lune  :  cal- 
culer l'heure  du  lever  ou  du  coucher,  calculer  la  phase,  décrire 
l'observation  d'un  passage  de  la  Lune  et  sa  réduction  au  méridien  ; 
puis  quelques  questions  usuelles,  résolues  à  l'aide  de  la  Connais- 
sance des  Temps.  L'exercice  1  i8  concerne  les  planètes.  Vient  en- 
suite une  importante  addition  à  la  théorie  des  éclipses  de  Soleil 
expliquée  dans  le  cours,  d'où  l'on  déduit,  dans  les  pages  suivantes, 
les  formules  d^ occultation  d'une  étoile  par  la  Lune.  Enfin, 
Texercice  149  :  Calculer  V effet  d' un  petit  déplacement  de  V ob- 
servateur sur  les  époques  d'immersion  ou  d^émersion  d\ine 
étoile  occultée  par  la  Lune^  termine  l'Ouvrage. 

Outre  les  quelques  figures  qui  sont  intercalées  dans  le  texte, 
io3  figures  bien  gravées  sont  réunies  en  'X'i  planches  à  la  lin  du 
Volume. 

Nous  avons  essayé  d'esquisser,  dans  leurs  traits  saillants,  les 
Exercices  (/strono/niqurs  de  INI.  (ii'ucv.  qui  Nienncnl  (MUïd)ler  uiu* 
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lacune  anormale  dans  l'oulillage  de  l'enseignement.  Mais  on  ne 
résume  pas  en  quelques  lignes  un  volume  de  346  pages,  surtout 
un  Recueil  d'exercices,  et  ce  que  nous  ne  saurions  montrer  ici, 
c'est  la  netteté  et  l'élégance  des  solutions,  c'est  le  soin  avec  lequel 
les  discussions  sont  détaillées,  c'est  la  méthode  qui  préside  aux 
développements  théoriques  ou  pratiques.  On  retrouve  là  toutes 
les  qualités  qui  ont  assuré  le  succès  du  cours,  et  l'on  ne  peut  que 
remercier  l'auteur  de  faire  ainsi  bénéficier  le  public  de  l'ensei- 
gnement si  élevé  qu'il  donne  à  Besançon.  G.  F. 


SANGUET  (J.-L.),  Ingénieur-Géomètre,  Président  de  la  Société  de  Topogra- 
phie parcellaire  de  France.  —  Tables  trigonométriques  centésimales, 
précédées  des  Logarithmes  des  nombres  de  i  à  loooo^  suivies  d'un  grand 
nombre  de  Tables  relatives  à  la  transjormatlon  des  coordonnées  topogra- 
phiques en  coordonnées  géographiques  et  vice  versa  ;  aux  nivellements  tri- 
gonométriques et  barométriques  ;  au  calcul  de  l'azimut  du  Soleil  et  de 
l'étoile  polaire,  du  temps  et  de  la  latitude  ;  au  tracé  des  courbes  avec  le 
tachéomètre;  etc.,  etc.  A  l'usage  des  topographes,  des  géomètres  du  Cadastre 
et  des  agents  des  Ponts  et  Chaussées  et  des  Mines.  Petit  in-8  ;  1889. 


Extrait  de  la  Préface. 

Il  me  paraît  inutile  de  démontrer  ici  les  avantages  de  la  division 
décimale  du  quadrant  ;  l'expérience  a  parlé  depuis  longtemps  :  cette 
division  réduit  le  temps  de  trois  à  deux  et  les  chances  d'erreur  de 
quatre  à  une,  aussi  bien  dans  les  observations  que  dans  les  calculs. 
Delambre,  après  en  avoir  fait  usage  dans  la  mesure  de  la  méri- 
dienne, assurait  qu'aucun  de  ceux  qui  ont  pratiqué  les  deux  modes 
de  division  ne  veut  retourner  à  l'ancien. 

Proposée  par  Lagrange  et  inscrite  au  nombre  des  nouvelles 
mesures  par  les  auteurs  du  s^'Stème  métrique,  la  division  centési- 
male fut  bientôt  introduite  dans  les  Mathématiques  pures  et  dans 
la  pratique  de  l'Astronomie  et  de  la  Géodésie  par  Legendre,  La- 
croix, Carnot,  Pronj,  Monge,  Borda,  Laplace,  Méchain,  Delambre, 
Biot,  Puissant,  etc.;  parmi  nos  contemporains,  on  trouve  au 
nombre  de  ses  partisans  des  savants  tels  que  MM.  J.e  Verrier, 
Airv  et  Fôrster,  directeurs  des  obser\atoires  de  Paris,  Greenvvich 
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et  Berlin;  MM.  le  général  Perrier,  d'Abbadie,  Hoûel,  de  Chan- 
courtois,  etc. 

Malgré  des  efforts  rétrogrades  inexplicables,  son  emploi  fut 
maintenu  par  notre  Dépôt  de  la  Guerre,  puis  introduit  dans 
l'enseignement  donné  à  l'École  d'Application  de  l'Artillerie  et  du 
Génie;  il  vient  d'être  adopté  par  l'administration  du  Cadastre. 
La  Tachéométrie  a,  de  son  côté,  imposé  l'usage  de  la  nouvelle  di- 
vision dans  la  Topographie  appliquée  aux  travaux  publics.  .  .. 

Enfin  l'application  de  la  méthode  des  coordonnées  rectangulaires 
à  la  description  et  à  la  localisation  des  immeubles  ne  devient  réel- 
lement pratique  qu'à  l'aide  de  la  division  décimale  des  angles.  Ma 
qualité  de  président  de  la  Société  qui  a  précisément  pour  but  de 
faciliter  et  d'étendre  cette  application  me  faisait  en  quelque  sorte 
un  devoir  de  combler  la  lacune  que  j'étais,  d'ailleurs,  le  premier  à 


regretter. 


Les  Tables  que  je  publie  aujourd'hui  ayant  pour  but  principal 
de  faciliter  et  abréger  les  opérations  de  détail,  je  devais  chercher 
avant  tout  à  les  rendre  portatives  et,  pour  cela,  à  réduire  leur  éten- 
due, tout  en  leur  conservant  une  précision  suffisante  pour  le 
calcul  des  triangulations  du  troisième  ordre  et  au-dessous.  J'ai  ré- 
duit de  100  à  5o  le  nombre  de  pages  de  la  Table  trigonométrique, 
en  prenant  pour  argument  le  double  centigrade,  qui  correspond, 
à  moins  de  -^  près,  à  la  minute  sexagésimale.  Je  pouvais,  il  est 
vrai,  arriver  au  même  résultat  en  ne  donnant,  comme  Callel,  que 
trois  lignes  trigonométriques  sur  six;  mais  j'ai  préféré  la  facilité  et 
la  certitude  des  calculs  à  une  précision,  trop  souvent  illusoire, 
que  ne  comportent  ni  les  instruments  ni  les  méthodes  d'observation 
employés  en  Topographie.  D'ailleurs,  les  différences  logarith- 
miques pour  I  centigrade  et  la  disposition  particulière  de  la  Table 
des  parties  proportionnelles  permettent  de  tenir  compte  des  cen- 
tigrades impairs,  soit  d'interpoler  pour  les  milligrades  aussi 
promptement  que  si  la  Table  avait  une  étendue  double. 

La  Table  trigonométrique  contient  donc  les  logarithmes  des 
sinus,  tangentes,  sécantes,  cosinus,  cotangentes  et  cosécantes  de 
2  en  2  centigrades  de  o^"  à  100^'.  Sans  insister  sur  la  grande  sim- 
plification apportée  dans  les  calculs  par  l'usage  des  logarithmes 
sécantes  et  cosécantes,  je  ferai  seulement  remarquer  que  ces  loga- 
rithmes, combinés  par   voie    de    soustraction    avec    l(^    lojuarillune 
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rayon,  fourniront  un  contrôle  sérieux  des  coordonnées  calculées 
avec  les  logarithmes  sinus  et  cosinus. 

Les  azimuts  et  les  orientations  se  comptant  de  o^'  à  4<^o^',  j'ai 
ajouté  à  chaque  page  des  chiflTraisons  complémentaires  rendant 
inutile  le  calcul  de  V angle  avec  la  méridienne,  qui  est  une  source 
d'erreurs  dans  l'emploi  de  l'ancienne  division,  et  j'ai  placé  à  la 
suite  de  chaque  nombre  de  grades  le  signe  du  sinus  et  du  cosinus 
de  l'arc  qu'il  exprime.  On  verra  dans  l'Instruction  (p.  3i  et  32) 
combien  ces  signes  sont  encore  utiles  dans  le  calcul  inverse  des 
coordonnées. 

J'ai  limité  à  cinq  le  nombre  des  décimales  des  logarithmes  con- 
tenus dans  mes  Tables,  parce  que  les  décimales  négligées  ne  re- 
présentent s^uère  qu'une  erreur  de  -7— —  •  Or.  si  l'on  considère 
^  01  43400 

qu'une  incertitude  de  i  centigrade  sur  un  angle  correspond  à  une 

erreur  de  ^ôt^'  c'est-à-dire  sept  fois  plus  grande  que  la  précédente, 

on  conviendra  qu'une  décimale  de  plus  serait  plus  nuisible  qu'utile 
dans  les  calculs  topographiques.  Quant  à  la  caractéristique,  je  l'ai 
augmentée  de  10  unités  dans  tous  les  logarithmes  correspondant  à 
des  valeurs  plus  petites  que  l'unité.  Les  caractéristiques  négatives 
sont  une  source  d'erreurs  très  fréquentes  dans  les  calculs;  leur 
emploi  est  généralement  condamné  par  les  calculateurs.  Enfin  j'ai 
donné  aux  Tables  une  disposition  qui  facilite  singulièrement  les 
recherches  et  repose  la  vue  du  calculateur. 

Je  n'ai  pas  cru  ma  tâche  limitée  à  la  publication  des  seules 
Tables  des  logarithmes  des  nombres  et  des  lignes  trigonomé- 
triques;  j'ai  pensé,  au  contraire,  qu'il  était  de  toute  nécessité  de 
donner  en  même  temps  aux  praticiens  les  moyens  de  rattacher  les 
opérations  topographiques  aux  grands  travaux  géodésiques,  et  de 
faire  avec  facilité  et  exactitude  les  calculs  et  les  vérifications 
qu'exige  l'emploi  des  méthodes  modernes.  Dans  ce  but,  j'ai  réuni 
dans  la  seconde  Partie  de  ce  Recueil  diverses  Tables,  inédites 
pour  la  plupart,  précédées  d'exemples  d'applications  propres  à 
vulgariser  des  méthodes,  des  observations  et  des  moyens  de  con- 
trôle employés  couramment  en  Géodésie,  mais  considérés  comme 
ce  trop  scientifiques  »  parla  grande  majorité  des  opérateurs  dont 
j'ai  parlé  pkis  haut.  Telle  était,  d'ailleurs,  l'appréciation  du  savant 
et  regretté  général  Perrier,  qui  m'a  constamment  encouragé  dans 
ma  lâche. 
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Les  Tables  géodésiques  placées  en  tête  de  la  seconde  Partie  fa- 
ciliteront les  rattachements  aux  points  Irigonométriqiies  établis 
par  l'État-Major,  aussi  bien  en  altitude  qu'en  planimétrie. 

Les  deux  Tables  suivantes  se  rapportent  aux  nivellements  ba- 
rométriques, si  utiles  pour  les  avant-projets  et  les  levers  de  re- 
connaissances. 

J'ai  réuni  dans  une  seule  page  les  formules  les  plus  élémentaires 
de  la  théorie  des  erreurs,  et,  dans  la  page  en  regard,  les  résultats 
tout  calculés  de  plusieurs  de  ces  formules  et  les  principaux  fac- 
teurs des  autres.  Dans  une  troisième  page,  j'ai  placé  les  valeurs 
de  quelques  différentielles  trigonométriques,  servant  à  évaluer  très 
promptement  l'erreur  linéaire  correspondant  à  une  erreur  angu- 
laire donnée. 

Dans  maintes  circonstances,  l'opérateur,  privé  des  ressources 
de  la  Géodésie,  doit  recourir  à  l'observation  d'un  astre  pour 
s'orienter  avec  une  certaine  précision.  L'étoile  polaire  passe  au  mé- 
ridien à  toute  heure  du  jour  ou  de  la  nuit,  suivant  la  saison  :  si 
c'est  pendant  le  jour,  elle  est  invisible  avec  les  faibles  lunettes  des 
instruments  topographiques;  et  si  c'est  pendant  la  nuit,  il  faudra 
revenir  sur  le  terrain  à  une  heure  déterminée,  ordinairement  très 
importune,  pour  assister  le  plus  souvent  à  l'éclipsé  de  l'astre  di- 
recteur par  un  nuage.  Quant  aux  observations  solaires,  elles  ne 
sont  guère  pratiquées,  en  Topographie,  qu'avec  la  méthode  des 
hauteurs  correspondantes,  laquelle  est  également  assujettie  aux 
chances  du  ciel  et  n'est  susceptible  de  précision  qu'aux  environs 
des  solstices.  J'ai  donc  pensé  qu'il  était  important  de  donner  au 
topographe  le  moyen  de  s'orienter  instantanément,  non  à  une 
heure  déterminée  d'avance  par  les  phénomènes  astronomiques, 
mais  au  moment  où  il  lui  plaît  de  pointer  sa  lunette  sur  un  astre 
visible  et  connu  de  lui  :  tel  est  l'objet  principal  de  mes  Tables 
astronomiques  centésimales. 

Il  y  a  toujours  un  très  grand  avantage  à  utiliser  les  propriétés 
de  l'aiguille  aimantée,  pour  donner  à  l'instrument  une  orientation 
approchée,  grâce  à  laquelle  bien  des  problèmes  compliqués 
peuvent  être  résolus  par  la  méthode  des  approxinialions  succes- 
sives, employée  avec  succès  dans  les  Sciences  d'obscrvalion .  Les 
Tables  de  la  page  xix  permettent  d'atteindi'o  ce  but  avec  uiu^  prc- 
cismn  qui  suffira  même  souvcnl  à  une  oruMilalion  tlélimliM^ 
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Les  plans  cotés  pour  études  de  voies  de  communication,  etc., 
sont  généralement  levés  à  l'aide  de  la  méthode  tachéométriqiie;  or 
tous  les  tachéomètres  sont  divisés  en  grades,  et  les  Tables  desti- 
nées à  faciliter  le  tracé  des  courbes  de  raccordement  sont  toutes 
calculées  pour  l'ancienne  division.  J'ai  comblé  cette  lacune  en 
donnant  (p.  xx)  les  formules  logarithmiques  qui  permettront  de 
calculer  tous  les  éléments  d'une  courbe  avec  les  Tables  de  la  pre- 
mière Partie,  sans  s'encombrer  d'une  volumineuse  Table  spéciale 
qui  ne  compte  jamais  moins  de  200  à  25o  pages,  selon  le  format, 
laquelle  n'offre  aucun  avantage  au  point  de  vue  de  la  célérité,  ni 
aucune  garantie  quant  à  l'exactitude  des  calculs.  Et  pour  complé- 
ter cette  partie  de  mon  Recueil,  je  donne  (p.  xxii  à  xxxiv)  la  Table 
des  coordonnées  polaires  et  des  coordonnées  rectangulaires 
de  points  équidistants  sur  une  courbe  circulaire,  Table  que  j'ai 
calculée  en  1 872  pour  42  ravons  différents.  A  l'aide  de  cette  Table, 
il  sera  facile  de  tracer  les  courbes  avec  le  tachéomètre,  chaque 
fois  que  le  terrain  opposera  des  difficultés  au  chaînage. 

Enfin,  pour  que  rien  ne  fasse  regretter  l'ancienne  division,  j'ai 
réuni  à  la  fin  du  volume  un  Recueil  de  Tables  à  cjuatre  déci- 
males. On  y  trouvera  :  i"  la  valeur  naturelle  des  sinus  verses  (de 
o^  à  25^'),  des  sinus,  cosinus,  tangentes,  cotangentes,  sécantes  et 
cosécantes  de  o^  à  4oo^,  et  des  cordes  de  o^  à  100^,  en  procédant 
par  décigrades;  2°  les  carrés  des  nombres  depuis  0,1  jusqu'à 
199,9;  ^"  ^^^  logarithmes  des  nombres  de  i  à  2000;  4°  une  Table 
d'antilogarithmes,  et  5"  les  logarithmes  sinus  et  cosinus  de  o^  à 
4oo^,  de  5  en  5  centigrades.  Ces  trois  dernières  Tables  sont  très 
commodes  pour  le  calcul  des  coordonnées  des  points  de  détail. 

Le  texte  explicatif  qui  précède  les  Tables  de  la  seconde  Partie, 
par  ses  nombreux  exemples  et  types  de  calcul,  peut  être  considéré 
comme  le  résumé  et,  à  certains  égards,  comme  le  complément 
d'un  Traité  de  Topographie. 

Il  me  reste  à  dire  deux  mots  de  la  correction  des  épreuves  :  je 
n'ai  reculé  devant  aucune  peine  ni  aucun  sacrifice  pour  assurer  à 
mes  Tables  une  exactitude  digne  des  meilleurs  travaux  sur  l'an- 
cienne division.  J'ai  fait  usage  de  moyens  beaucoup  plus  nombreux 
et  surtout  plus  efficaces  que  ceux  employés  par  Delambre  dans  la 
revision  des  Tables  de  Borda.  Mais  je  dois  exprimer  ici  toute  ma 
reconnaissance  envers  mon  ami  M.  Tranchart,  trésorier  de  la  So- 
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ciété  de  Topographie  parcellaire  de  France,  géomètre  topographe 
à  Saint-Wit  (Doubs),  qui  a  bien  voulu  se  charger  de  la  revision 
d'un  duplicata  de  la  troisième  épreuve  de  chaque  Tableau.  Les 
corrections  signalées  par  ce  dévoué  collaborateur  étaient  toujours 
conformes  à  celles  que  j'avais  inscrites  sur  mon  exemplaire.  Enfin, 
j'ai  fait  après  le  clichage  une  nouvelle  lecture  aussi  minutieuse  que 
les  précédentes.  C'est  donc  avec  confiance  que  je  livre  mon  travail 
aux  topographes  et  aux  calculateurs. 

Table  des  Matières. 

Première  Partu:.  —  Disposition  et  usage  des  Tables  de  la  première 
Partie  (4o  p.).  —  Table  des  logarithmes  des  nombres  de  i  à  loooo  (63  p.). 
Rapports  et  nombres  usuels.  —  Table  des  logarithmes  des  lignes  trigo- 
nométriques  (5i  p.).  —  Parties  proportionnelles  pour  les  lignes  trigono- 
métriques  (2  p.).  —  Conversion  des  grades  en  degrés,  et  vice  versa  (3  p.). 

Seconde  Partie.  —  Disposition  et  usage  des  Tables  de  la  seconde 
Partie  (58  p.).  —  Dimensions  de  l'ellipsoïde  terrestre.  —  Longitudes, 
latitudes,  azimuts.  —  Transformation  des  coordonnées.  —  Logarithmes 
des  facteurs  P,  S,  Q,  R,  O  et  de  la  normale  N  entre  3o°  et  65°  de  latitude. 

—  Nivellements  trigonométriques.  Formules.  Tables  des  termes  cor- 
rectifs. —  Nivellements  barométriques .  Formule  abrégée.  Facteurs  ba- 
rométriques et  thermométriques.  Table  altimétrique  donnant  l'altitude 
approchée  d'une  station  en  fonction  de  la  pression  h  et  de  la  température. 

—  Théorie  des  erreurs,  probabilités.  Formules  usuelles.  Tables  des  pro- 
babilités. Table  pour  faciliter  l'application  des  formules  précédentes.  — 
Triangles  différentiels.  Valeur  de  sinc^O  à  diflérentes  distances.  Variations 
ôa  du  côté  a  et  db  du  côté  b  d'un  triangle  pour  une  variation  de  1°  centi- 
grade dans  l'angle  A,  le  côté  mobile  b  étant  pris  pour  unité.  —  Tables 
astronomiques  centésimales.  Réduction  à  l'horizon  de  l'arc  sous-tendu 
par  le  demi-diamètre  horizontal  du  Soleil.  Demi-diamètre  du  Soleil.  Ré- 
fraction, parallaxe.  Réfraction  moyenne  pour  la  pression  de  760"""  et  la 
température  de  -1-10°.  Corrections  relatives  à  la  température  et  à  la  pres- 
sion. Distance  polaire  du  Soleil  à  midi  moyen  à  Paris,  pour  tous  les  jours 
de  l'année,  et  temps  moyen  à  midi  vrai.  Coefficients  de  correction  pour 
l'extension  de  la  Table  précédente.  Conversion  des  angles  horaires  en 
temps,  et  vice  versa.  Temps  sidéral  à  midi  moyen,  à  Paris.  Conversion  du 
temps  sidéral  en  temps  moyen,  et  vice  versa.  Positions  moyennes  de 
3o  étoiles.  —  Aiguille  aimantée.  Table  pour  trouver  la  déclinaison  de 
l'aiguille  aimantée  en  un  point  dont  la  longitude  et  la  latitude  sont  con- 
nues. Variations  mensuelles  et  horaires  de  la  déclinaison.  —  Tracé  des 
courbes  de  raccordement.  Calcul  des  lignes  principales.  P'orinules  loga- 
rithmiques. Longueur  des  arcs  en  partit*  d\\  rayon  et  logarithmes  des  rap- 

arc  cor<le     „,   ,  ,  ,     , 

ports   r-   et I  ahlc    pour    le    Iracc    (l(>^    courhc»    circuiaiic^    nai- 

coi'dc  arc  ' 
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points  équidistants,  par  coordonnées  polaires  et  par  coordonnées  rectan- 
gulaires, calculées  par  4'  rayons  dilîérents.  —  Table  a  quatre  décimales. 
—  Lignes  trigonométriques  en  parties  du  rayon.  Sinus  verses  de  o  à 
25  grades.  Sinus.  Tangentes.  Sécantes.  Cordes.  —  Carrés  des  nombres  de 
dixième  en  dixième  de  o,i  à  199,9.  —  Logarithmes.  Logarithmes  des 
nombres  de  1  à  2000.  Antilogarithmes.  Logarithmes  des  sinus  et  cosinus. 

J.-L.  S. 
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MELANGES. 

NOTE  SUR  LE  MOUVEMENT  D'UN  POINT  MATÉRIEL  SUR  UNE  SURFACE  DU 
SECOND  DEGRÉ,  SOUS  L'ACTION  DUNE  FORCE  DONT  LA  DIRECTION  PASSE 
CONSTAMMENT  PAR  LE  CENTRE  DE  LA  SURFACE  ET  DONT  L'INTENSITÉ 
NE  DÉPEND  QUE  DE  LA  DISTANCE  DU  POINT  AU  CENTRE; 

Par  m.  ASTOH. 

Jacobi  a  trouvé,  par  l'application  de  son  beau  théorème  sur  les 
équations  canoniques,  l'équation  en  termes  finis  de  la  trajectoire 
d'un  point  mobile  sur  une  surface  du  second  degré  et  attiré  ou 
repoussé  par  le  centre  proportionnellement  à  la  distance.  Cetle 
équation  peut  être  retrouvée  par  les  méthodes  ordinaires,  en  in- 
troduisant dans  les  équations  du  mouvement  la  réaction  de  la  sur- 
face. Le  calcul  montre  que  cette  réaction  varie  proportionnelle- 
ment au  cube  de  la  distance  du  centre  au  plan  tangent  mené  à  la 
surface  par  le  point  mobile,  de  sorte  que,  si  l'on  choisit  convena- 
blement la  vitesse  initiale,  la  réaction  peut  être  nulle,  et  alors 
l'équation  différentielle  du  mouvement  définit  une  conique  ayant 
pour  centre  le  centre  de  la  surface.  Il  arrive  justement  que  cette 
équation  a  la  forme  de  l'équation  d'Euler  : 

dk  d\x 


v/F(X)        v/F([x) 


=  o. 


\  et  [JL  étant  les  cordonnées  elliptiques  du  point  et  F  un  polynôme 
du  quatrième  degré.  La  forme  de  l'intégrale  se  trouve  connue  a 
priori  par  la   remarque  qui  vient  d'être  faite,  et  l'on  arrive  aux 
conclusions  suivantes  : 
L'intégrale  de  l'équation 

d\  dix 


^(^a  —  \)  (  b  -  A)  {c  -l)  {d  —l)       ^ia-iJ.){b-ix)(c-ix){d—ix) 


L—  o 
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peut  se  mettre  sous  la  lorme 

v/A(a  — X)(a—  (jl)  +  \/^{b  —  \){b  ~ix}  +  v/G(c  — X)(c—  jjl)  =  o, 
A,  B  et  C  étant  trois  constantes  liées  par  la  relation 

k{a  —  b){a  —  c){a  —  d)-^B(b  —  a){b  —  c){b  —  d) 

-r-G(c  —  a)  {c  —  b)  {c  —  d)  =  o. 


SiF(X)=v/(a — "a)(6  —  ^)(c  —  X)  n'est  que  du  troisième 
degré,  la  forme  de  l'intégrale  générale  demeure  la  même,  la  rela- 
tion entre  A,  B  et  G  devenant 

K{a  —  b)  {a  —  c)  -^  B{b  —  a)  {b  —  c)  -^  C{c  —  a)  {c  —  b)  =  o\ 

et  l'intégration  algébrique    de  l'équation  d'Euler  se    trouve  dé- 
duite déconsidérations  mécaniques. 

La  méthode  suivie  conduit  à  l'expression  d'une  force,  dépen- 
dant seulement  de  la  distance  /'  du  point  au  centre  de  la  surface, 
sous  l'influence  de  laquelle  le  point  décrira  la  polhodie  de  son 
point  de  départ,  à  condition  que  sa  vitesse,  de  grandeur  arbitraire, 
soit  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  polhodie.  a,  b^  c,  et  /'  étant 
les  carrés  des  demi-axes  de  la  surface  et  l'inverse  de  la  distance 
constante  du  centre  au  plan  tangent,  k  étant  une  constante  déter- 
minée par  la  vitesse  initiale,  l'expression  de  la  force  est 

abcl'Uar^  —  i){bl'^  —  i){cl'^  —  i)  \ 


R  =  kr\î 


I  (a/'2  — l)(è/'2  —  l)(c/'2  — 1)-12 


l'2  /': 


]T 


On  trouve  et  l'on  discute  aisément  l'expression  de  la  réaction  dû 
la  surface,  et  l'on  déduit,  de  l'expression  de  la  force,  l'équation  en 
coordonnées  elliptiques  du  lieu  des  points  de  la  surface  pour  les- 
quels la  polhodie  et  la  ligne  géodésique  qui  lui  est  tangente  ont 
même  rayon  de  courbure,  points  que  l'on  peut  comparer,  pour 
les  polhodies,  aux  points  d'inflexion  des  courbes  planes. 

Si  l'on  considère  l'herpolliodie  correspondant  à  la  polhodie 
décrite  par  le  point,  l'application  de  la  théorie  des  mouvements 
relatifs  permet  d'obtenir  deux  équations  difl'érenticlles  qui  défi- 
nissent en  coordonnées  polaires  le  mouvement  du  point  sur  Ther- 
polhodie,lepôleétant  lepied  de  la  perpendiculaire  menée  du  centre 
au  plan  tangent.  Ces  équations  diffèrent  dans  la  forme  de  celles 
qu'a  données  M.  Darboux;  elles  correspondcnl  à  un  aulre  mode 
de  description  de  la  courbe;  on    pouirail   en   déduire  les    mêmes 
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résultais.  Mais  on  peut,  en  continuant  à  se  placer  au  point  de  vue 
dynamique,  utiliser  la  forme  des  équations  pour  calculer  l'expres- 
sion d'une  force  centrale  dirigée  vers  le  pôle  choisi,  dépendant 
seulement  de  la  distance  à  ce  pôle,  et  sous  l'influence  de  laquelle 
le  point,  placé  dans  des  conditions  initiales  convenables,  décrirait 
rherpolliodie.  L'expression  de  cette  force,  rapportée  à  l'unité  de 
masse  est  de  la  forme. 


R 


N 


2Pp 


(P'-  +  '0'  (p2+,i)c 


0  étant  le  rayon  vecteur,  /^,  N  etP  trois  constantes. 

Réciproquement,  si  un  point  est  sollicité  par  une  force  centrale 
de  cette  forme,  sa  trajectoire  pourra,  dans  des  conditions  parti- 
culières, être  une  herpolhodie.  Il  faudra  d'abord  que  la  constante 
des  forces  vives  soit  négative.  Ceci  étant  et  conservant  les  mêmes 
notations  que  ci-dessus,  on  pourra  former  deux  équations  du  troi- 
sième degré  ayant  pour  racines,  la  première  al'^^  bP ^  cl''^^  la 
seconde  a/'^  —  i ,  bl'^  —  i ,  cl''^  —  i ,  et  si  «,  ^,  c  et  l'  déterminent 
une  herpolbodie,  la  trajectoire  coïncidera  avec  cette  courbe.  Dans 
le  cas  particulier  où  n  est  négatif  et  P  positif,  on  a  toujours  une 
herpolhodie  tracée,  sur  une  hyperboloïde  à  une  nappe,  autour 
du  sommet  du  grand  axe  de  l'ellipse  de  gorge.  C'est  le  cas  singu- 
lier, indiqué  par  M.  Darboux,  où  le  rayon  vecteur,  après  avoir 
tourné  dans  un  sens,  rétrograde  à  partir  d'une  certaine  position. 

Si  la  force  a  la  forme  connue  — ?  et  si  la  vitesse  initiale  satisfait 

N  .        •  .  • 

à  l'inégalité  ^1 <^o^  ce  qui  exige  que  la  force  soit  attractive, 

Po 

on  peut  trouver  une  infinité  d'ellipsoïdes  et  d'hyperboloïdes  à  une 
nappe  admettant  la  même  polliodie  plane  et  donnant,  parl'herpol- 
hodie  correspondante,  la  trajectoire  du  point  matériel. 

No 
Enfin,  si  la  force  a  pour  expression  -— - — ' ,  où  n  a  une  valeur 

,               .              N  '  .  . 

négative,  et  si  Ton  a  i'^  —  -^ <<  o,  la  trajectoire  pourra  être 

engendrée  par  le  roulement  d'une  ellipse,  si  la  force  est  attractive, 
par  celui  d'une  hyperbole,  si  elle  est  répulsive. 

I 
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Tome  LI;  i885. 

Van  dcr  Mensbrugghe  {G.).  —  Joseph-Antoioe-Ferdinand  Pla- 
teau. (389-486). 

Joseph  Plalcau,  ne  à  Bruxelles  le  \\  octobre  1801,  mort  à  Gand  le  i5  sep- 
tembre i883,  a  été  professeur  de  Physique  à  l'Université  de  Gand,  de  i835  à 
i883,  mais  il  n'y  a  plus  fait  de  cours  depuis  i8^3,  époque  où  il  devint  aveugle. 
En  Physique,  il  a  écrit  un  grand  nombre  de  Mémoires  et  de  Notes  sur  les  phé- 
nomènes subjectifs  de  la  vision,  sur  l'équilibre  des  liquides  soustraits  à  l'action 
de  la  pesanteur,  sur  la  mesure  des  sensations,  etc.  Il  a  résumé  une  partie  de 
ses  recherches  dans  un  grand  Ouvrage  intitulé  :  Statique  expérimentale  et 
théorique  des  liquides  soumis  aux  seules  forces  moléculaires  (Gand  et  Paris, 
2  vol.;  1873),  où  l'on  trouve  maints  développements  relatifs  à  la  théorie  des 
surfaces  minima  ou  élassoïdes;  à  ce  point  de  vue,  ce  livre  intéresse  les  mathé- 
maticiens. Plateau  a  aussi  écrit  quelques  Notes  purement  mathématiques  :  c'est 
lui  qui  a  découvert  les  points  singuliers  des  courbes  transcendantes,  appelés 
points  de  dédoublement.  Une  liste  complète  des  travaux  de  Plateau  termine  la 
Notice  de  M.  Van  der  Mensbrugghe. 


(')  Voir  Bulletin,  \^,  p.  226. 
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Mansion  (P.). 
(9-4)- 


Tome  IX  (janvier  à  juin    i885). 


—    Note   sur    la    méthode   des   moindres    carrés. 


Si  l'on  applique  aux  équations 

(i)  a„.r, +  «  .J7^+. 


+  a...x., 


K. 


où  i  =  i,  2,  3,  ...,  jUj  m  étant  plus   grand  que  n,    la    niétliode    des  moindres 
carrés,  on  trouve  n  équations  normales 


(2) 

OÙ  7=1, 
équations 

(3) 


,  n.  Au  lieu  des  n  équations  (a),  on  peut  prendre  les  ni  +  n 


Au  moyen  de  ce  système  auxiliaire  (3),  équivalent  à  (a),  on  démontre  aisé- 
ment le  théorème  suivant  : 

«  Si  l'on  élimine,  par  la  théorie  des  déterminants,  de  toutes  les  manières 
possibles,  p  inconnues  entre  les  équations  (i),  le  système  normal  déduit  des 
équations  nouvelles,  par  la  méthode  des  moindres  carrés,  conduit,  pour  les 
n — p  inconnues  conservées,  aux  mêmes  valeurs  que  le  système  normal  (2) 
des  équations  primitives.  » 

Ce  théorème  est,  à  la  fois,  la  généralisation  de  celui  par  lequel  Jacobi  ter- 
mine sa  théorie  des  déterminants  et  de  celui  que  xM.  Catalan  démontre  dans 
le  premier  paragraphe  de  ses  Remarques  sur  la  théorie  des  moindres  carrés. 

Folie  (F.)  et  Melsens.  —  Rapports  sur  le  Mémoire  de  M.  Hirn 
intitulé  :  «  Recherches  expérimentales  et  analj'tiques  sur  les 
lois  de  l'écoulement  et  du  choc  des  gaz  en  fonction  delà  tempé- 
rature )).    (/jO-'Jl). 

Le  second  rapporteur  analyse  le  Mémoire  de  ÏM.  Iliru;  le  premier  le  critique 
sur  un  point  essentiel.  M.  Hirn  démontre  expérinjentalement  que  la  force  vive 
d'un  courant  de  gaz,  lancé  contre  une  plaque,  est  indépendante  de  la  tempé- 
rature du  gaz.   11  croit  pouvoir  en  déduire  ((uc  la  th('-orie  cinétique  des  gaz  de 


(')  Voir  Bulletin,  \I^,   p.   aai.    L'Académie    n'a    publié    aucun  ^'olume  de  Mé- 
moires, ni  in-S",  ni  in-4°  eu  i885. 
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Clausius  est  fausse  et,  par  suite  aussi,  la  doctrine  matérialiste,  qui,  selon  lui,  a 
son  sort  lié  à  celui  de  la  théorie  cinétique. 

M.  Folie  fait  observer  :  1°  que  cette  relation  entre  la  théorie  cinétique  et  le 
matérialisme  n'existe  pas;  2°  que  les  expériences  de  Hirn  peuvent  s'interpréter 
en  faveur  de  la  théorie  cinétique  (Clausius  a  répondu  aux  arguments  de 
M.  Hirn,  dans  les  Bulletins  de  l'Académie  de  1886,  t.  XI,  p.  i-^S-igS). 

Lagrange  (Ch.).  —  Formule  nouvelle   pour  le  développement 
des  fondions,  en  particulier  des  intégrales,  (i  i4-i  17). 

Si  X  —  a  -{-  h^  0  <  G  <  I , 

^  X  —  h  a  -h  -h{V'  X  ^  \''  a) {V  x  —  Va) 


2  '21.2  2/1  —  I 

1  ^''       ,  ,..,  ,.,«      s       (/î—  l)(/^  —  2) 

-{V    x  +  V  a)     ^  '  ' 


21.2.0  (  2  /i  —  \)  {111  —  2  ) 

+  (-0--       /'"       [F".r-(-x)"F"a]         ^••^•••^''-0 


i    \.i,..a  {n  -h  \). .  .(2/1  —  i) 

6"  h"'+' 


+  (—1)"  -F^"+'(a  +  6 A) 


/?  (  /i  H-  I  )     I  .  2  .  .  .  (  2  /l  —  I  ) 


-^--  ^  "-  dx'  ' 

d\ 

=  PX-V,         p^ 

X, 

y  '---  ^'     /^  ^  i  ' 

La  formule  de  ÎNI.  Ch.  Lagrange  n'est  pas  nouvelle;  elle  a  été  trouvée  eu 
1875,  par  AL  Darboux,  dans  le  Journal  de  Liouville,  par  une  méthode  diiïé- 
rente. 

De  Tilly  (^J.-M.).  —  Sur  l'équation  de  Riccati  et  sa  double  géné- 
ralisation. (216-2.35).  (Publié  aussi  àdiUs  Matliesi s,  t.  V,  Sup- 
plément, m,  p.   1-20.) 

X    T  c  ■       ,    T         1         .  dy    ^      d^  cl']  diy 

I.  La  transformation  de  Legendre,  ou  p  —  -  -  >  P  =  -^z- •>  t.  ~  -rir  >  7  ^  -7- •> 

dx  d\  de,  dx 

.r  =  P,        y 

et  les  transformations 

X  -  T,, 

étant  appliquée,  successivement,  plusieurs  fois  à  une  équation  din'érontiolle 
/(a;,  _y, /?,  y  )  =  o,  permettent  d'en  déduire  neuf  autres  équations  diirércn- 
tielles  distinctes.  Si  l'équalion  /=o  est  d'une  forme  intégrable,  il  en  est  de 
mèmedes  équations  que  l'on  en  déduit.  L'auteur  applique  cette  remarque  à  l'équa- 
tion de  Riccati  transformée  q  =  yx"\  et  à  cette  équation  généralisée  q  =  y  V x, 
et  trouve  ainsi  de  nouveaux  résultats  relatifs  à  celte  équation,  ainsi  que  des 
théorèmes  connus. 

d"  y 
IL  L'équation       "  ^    —  yj?'"  peut  s'intégrer,  non  seulcmciil  (iiiand  ///  osl  entier 

positif  (  kummcr),  ou  négatif  et  inférieur  à  (—  2//),  mais  aus>^i  si  ///  est  ([uol- 
conque;  au  moins  on  peut  en  trouver  une  solution.  Le  procédé  consiste  en 
une  substitution  fondée  sur  une  remar(|ue(lc  lîoussinesq  (Comptes  rendus  des 
séances   de   l'Académie  des  Sciences,  t.   \C1\  ,  p.   Z?y;  1882)  et  une  méthode 
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due  à  Kummer;  on  réduiL  Tcxposant  n  à  -  n  ou  à  -  (/?  +  i).  La  subsliLulion  ap- 
pliquée h  q  —  y  Fx  ne  conduit  à  rien. 

III.  L'auteur  énonce  sans  démonstration  le  théorème  suivant  : 

«  On  pourrait  intégrer  toutes  les  équations  linéaires  du  second  ordre  si  Ton 
pouvait  déduire  l'intégrale  de 


de  celle  de 
ou  de  celle  de 


q  —  p'-\-  F{x,  k)  =  o 

q  —p^+  AV{cc,  A)  =  o 

q  —  p^  -h  F  {x,  /{)  -i-  k  =  o.  » 


Van  de?'  MensbriiggJie  (G.).  —  Essai  sur  la  théorie  mécanique 
de  la  tension  superficielle,  de  Févaporation  et  de  l'ébullition  des 
liquides.  (346-362). 

Esquisse  d'une   théorie   reprise  sous   une   forme    plus   approfondie,  dans  le 
tome  XI. 

Catalan  [E .)  et  Mansion  (P-)-  —  Rapports  sur  le  Mémoire  in- 
titulé :  ((  Sur  certains  développements  en  séries;  par  M.  /.  De- 
riiyts  ».  (52  2-528). 


Soient 


f{x)  =  A3+  A,a7  +  Aj^^-h.. . 


deux  séries  convergentes  et  susceptibles  d'être  intégrées  terme  à  terme  après 
multiplication  par  certaines  fonctions.  S'il  existe  des  fonctions  '^{x),  telles  que 

J^\jx)T„ix)dx  =  u         J    ^„{x)T,^_,,{x)dx  =  o, 


on  aura 


A 

si  l'on  pose 


^{x)'\,Xx)dx,        f{z)=  j     '^{x)W{z,  x)dx, 


W  {Z,  X)  =  ^,{X)  -h  Z  '^^{X)  -\-  Z'^  '^^.^{X)  + . . . . 

De  même,  on  aura  la  formule  inverse  de  la  précédente 
'z>{x)  =   I     a{x,  u)/[^{x,  u)]  du, 

T„(^)=    /    \{x,  u)\(){x,  II)]"  du. 
'-a 

Léman,   —    Sur   la   recherche  des   moments  fléchissants  et  des 


SI 
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efforts  tranchants  qui  se  produisent  dans  une  poutre  appuyée  à 
ses  extrémités  et  fléchie  sous  l'action  d'une  surcharge  mobile. 

(574-586). 

De  Tilly.  —  Rapport.  (528-53o). 

Solution  par  la  Statique  graphique,  en  considérant  un  solide  dont  les  sections 
sont  les  diagrammes  correspondant  à  chacune  des  positions  de  la  surcharge. 

Catalan  {E .).  —  Questions  d'analyse  indéterminée.  (53i-534)- 
Une  récréation  arithmétique.  (534-536). 

Sur  les  équations   ^^=^'4-7'^  +  ^^;    (a;- -H  j'^  _,_  ^2  ^2  _  x^  +  Y^  +  Z% 

Tome  X  (juillet  à  décembre  i885). 

Martins  da  Silva.  —  Sur  une  question  de  la  théorie  des  fonc- 
tions. (79-84). 

Mansion  (P.)-  —  Rapport  (t.  IX,  p.  324-326). 

Gudermann  a  fait  connaître  {Journal  de  Crelle,  t.  18,  p.  164  et  suivantes) 
diverses  formules  sur  les  fonctions  elliptiques  de  trois  et  même  de  quatre  argu- 
ments quelconques.  Parmi  ces  formules,  on  peut  citer  la  suivante 

—  A'-  snw  snc^  snr  sn5  4-  cn^f  en  t»  en/-  en. 9  —  ^-r-  dn  w  dn  t^  dn  /•  dn*-  = ^  > 

où  l'on  suppose  u-\-v-hr-i-s  =  o. 

Cayley  a  fait  connaître  une  formule  plus  générale  où  les  quatre  arguments 
sont  quelconques.  M.  Martins  da  Silva  prouve  que  la  formule  de  Cayley  est 
contenue  dans  une  formule  de  Jacobi  publiée  par  Rosenliain  (Mémoires  des 
savants  étrangers  de  l'Académie  de  Paris,  t.  XI,  p.  370),  lui  donne  diverses 
formes  et  montre  qu'elle  peut  conduire  à  divers  résultats  intéi'essants  trouvés 
par  H.-J.-S.  Smith  et  d'autres. 

De  Tilly  et  Mansion  (P-)-  —  Rapports  sur  le  Mémoire  intitulé  : 
«  Solution  du  problème  universel  de  Wronski  et  d'un  autre 
problème  relatif  à  l'intégration  des  équations  dilVérenticUes; 
par  M.  Ch.  Lagrange  ».  (536-549,  55o-558). 

I.  Le  problème  universel  de  Wronski  est  le  suivant  : 
«  bUant  donnée  une  relation 

o  =  fx  -I-  .r,  /,  X  -I-  x.^f^x  -H . . .  -!-  x„ /„ .r , 

développer  une  fonction    Vx  do  x  suivant    les   puissances  cl    le-   produil--  (lc> 
variables  indépentlantcs  .r,,  jt^,   v„.  » 


lO 
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Il  csl  facile  tic  ramener  ce  problème  à  celui  de  Lagrange.  Posons  b  —  z  —  fx 
cl  introduisons  partout  la  variable  z  au  lieu  de  x.  La  question  sera  transformée 
en  la  suivante  : 

<(  l'^lant  donnée  une  relatif)n 

z   =  6  H-  J7,  9,  C  +  X.^  '■S,Z  H- .  .  .  +  ^„  '-?„ -^j 

développer    une    fonction    '^ z    suivant    les    puissances    et    les    produits    de  j;,, 

Jc.,.  '■■,  -r,,.  »  ^1 

On  on  fait  (l('|)en(lrc  immédiatement  la  solution  de  la  série  de  I^agrange,  en 
supposant  d'abord 

z  =  b  -h  tx^  9,^  H-  tx^  '^.^z  +. . .+  tx^^  9„s, 

développant  <]/ z  suivant  les  puissances  de  t  et  faisant  i  = —  i. 

L'auteur  du  Mémoire  fait  la  réduction  que  nous  venons  d'indiquer,  calcule 
les  coefficients  du  iléveloppement,  détermine  le  reste  de  la  série  d'après  la  Loi 
suprême  (démontrée  par  M.  Ch.  Lagrange,  pour  la  première  fois).  Il  donne 
ensuite  diverses  généralisations  du  problème  universel;  puis  des  applications, 
entre  autres  celle-ci  :  Développer  une  fonction  d'une  racine  d'une  équation 
(fx  =  o  suivant  les  puissances  de  '.sa,  a  étant  une  valeur  approchée  de  la 
racine.  Il  suffit,  pour  cela,  de  faire  ce  développement  suivant  les  puissances  de 
ox  —  cpa,  puis  d'observer  que  <s>x  =  o. 

Çà  et  là,  dans  cette  partie  de  son  Mémoire,  iM.  Ch.  Lagrange  n'est  pas  assez 
précis  sur  les  conditions  d'existence  des  théorèmes  qu'il  énonce,  parce  qu'il 
n'utilise  pas  les  travaux  les  plus  récents  sur  la  série  de  Lagrange. 

IL  La  seconde  Partie  du  Mémoire  contient  un  essai  d'intégration  des  équa- 
tions différentielles  par  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  et 
par  développement  en  série  de  l'intégrale  suivant  les  puissances  d'un  para- 
mètre. 

Suivant  M.  de  Tilly,  qui  a  tenté  l'application  de  ce  procédé  de  développement 
au  problème  de  l'intégration  des  équations  diflerentielles  linéaires  du  second 
ordre  (sous  la  forme  que  M.  de  Tilly  lui  a  donnée),  cette  méthode  semble 
ouvrir  de  nouvelles  perspectives  à  ceux  qui  s'occupent  de  cette  question  diffi- 
cile, qu'à  cette  occasion  il  transforme  de  diverses  manières. 

Suivant  M.  Mansion,  les  formules  de  M.  Lagrange  relatives  à  la  variation  des 
constantes  arbitraires  ne  sont  pas  démontrées  dans  son  Mémoire,  mais  elles 
sont  vraies  moyennant  certaines  conditions  et  le  Rapport  en  contient  une 
démonstration;  quant  au  développement  de  l'intégrale  suivant  les  puissances 
d'un  paramètre,  il  semble  presque  impossible  de  dire  d'une  manière  générale 
dans  quel  cas  il  est  légitime. 

Voici  le  théorème  de  M.  Ch.  Lagrange  relatif  à  la  variation  des  constantes 
arbitraires  : 

«  Si  l'intégrale  générale  de  Téquation  x"  -=  f{t,  x,  x',  o)  peut  se  mettre  sous 

la  forme 

C  =  0{t,  X,  x'),         g  -  <^{t,  X,  x'), 

l'intégration  de  léciuation  y":=./{t,  )',  y',  a)  se  réduira  à  celle  du  système 
u'  —  y  {f,  u,  V,  a  ),         \;  —  r.{t,  u,  v,  a), 
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où  M,  V  sonL  deux  nouvelles  fonctions;  /,  —  des  fonctions  connues  se  déduisant 

de  9  et  <\i.  » 

MansLOii  (P-)-  —    Sur  une  forme  du  reste  dans   la  formule   de 
Tajlor  et  dans  celle  de  M.  Cli.  Lagrange.  (846-849). 

I.  En  général,  la  partie  réelle  de  {a-{'0\^' — r),  plus  la  partie  imaginaire  de 
{c-hg\/ — i),  est  égale  à  >v^2e"'^''  multiplié  par  le  plus  grand  des  deux  mo- 
dules \/ a^  +  6%  ^c^-l-o?^;  "k,  quantité  positive,  est  au  plus  égale  à  l'unité.  Donc 
le  reste  de  la  formule  de  Taylor,  pour  les  fonctions  d'une  variable  imaginaire, 
savoir  : 

l  .A.  .  ./i       p^  l  .>.  .  .11        p, 

^,=  ^„+0,(Z-^„),        ^^=.  ..^,  +  6^(Z-^„),        o<0,<i     et    o<6,<i, 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

),^;e'»v-'  ^'^'--^y  ^  (, _  o)»-,<  r'.[  -  +  6(z  -  cj]. 

l  .•>...  .7t       p  " 

II.  Supposons  FZ,  F'Z,  ...,  F"Z  développés  par  le  théorème  de  Taylor 
jusqu'aux  termes  en  (Z  —  -3,,)-",  avec  le  reste 


f 


1 . 2 . 3 . . .  2  /i 


pour  la  première  fonction  et  de  même  pour  les  autres.  Eliminons  entre  les 
(/i-t-i)  développements  F"* 'c^,  F" '"'Cy,  ...,F^"x;^;  nous  obtiendrons  la  formule 
de  IM.  Cil.  Lagrangc  {Bulletins,  t.  IX,  ii'|-ii7)  avec  le  reste  donné  par 
M.  Darboux 

^'^'  (7.  —   f\'>  {  ~.   t\" 


f 


d'où  l'on  peut  di-diiire  celui  de  iM.  Ch.  Lagrangc. 

Tome  XI  (janvier-juin  i88()). 

De  tJeeii  (/^.).  —  Détermination  des  variations  que  le  eoeflicieiil 
de  frottement  intérieur  r[)rouve  avec  la  températures  (iOnsidt'- 
rations  théoriques  (|ui  d(''eoid{'iil  de  l'obseivalion  de  ces  gran- 
deurs. {'M)-\  \). 

l/autcur  établit  la  relation  sui\anle 

entre   le  coeriicient  de    frollenienl   F  à   une  Icnipcial  nie  (pieUiin(|MC  cl   i,i   \aria- 
tion  -7-  de  ce  coeffieienl  |)()ur  une  Narialion  de  (empeialure  de   'm"C 

dTZ  ' 
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Le  Paigc  (C).  —  Sur   le   nombre   des   groupes  communs  à   des 
iiivolulions  supérieures  marquées  sur  ira  même  supj)ort.  (121- 

127). 

Le  nombre  F(m,  A,  ;>i', /r')  des  j^roupes  de  (A-H/c')  points  communs  à  des 
involutions  l(m,A),  l{m',k')  est 

L'auteur  donne  la  démonstration  dans  le  cas  où  A  =  2,  puis  fait  remarquer 
que  la  formule  générale  se  déduit  de  la  loi  de  récurrence 

(  A  +  A'  )  F  (  m ,  A-,  /n ',/.')  =  {  m '  —  A  —  A'  +  i  )  F  (  ni  —  i ,  A  —  i ,  jn\  k'  ) 

+  ( in  —  A'  —  A  -r  1  )  I''  (  Jti ,  A  ,  m'  —  I ,  A'  —  i ) . 

La  formule  trouvée  permet  d'établir  de  nombreuses  propriétés  géométriques 
dont  M.  Le  Paige  donne  quelques  exemples. 

/fi/'/}  [G.~A.).  —  Lettre  à  iM.  Liagre.  (i3i-i35). 

Hectification  à  la  page  1S2  d'un  Mémoire  publié  par  lAL  Ilirn  dans  le  tome  XLVI 
des  Mémoires  de  l'Acadetnie.  La  vitesse  du  son  ne  peut  être  fonction  de  son 
intensité;  s'il  en  était  autrement,  la  musique  d'ensemble  serait  impossible. 

Catala/i  {L\).  —  Rapport  sur  un  Mémoire  intitulé  :  «  Sur  l'étude 
des  événements  arithmétiques  »,  par  M.  II.  Ccsa/-o.  (i3()-i45)- 

Analyse  d'un  travail  d'aritliméti([ue  asymptotique,  contenant  la  solution  du 
problème  suivant  :  «  Soit  X  =  V{x^,x.^,  ...,  x^^^)  une  quantité  quelconque  en- 
gendrée, au  mo3en  d'opérations  données,  par  des  nombres  x^,  x^,...,  .r,,,. 
Évaluer  la  probabilité  que  le  nombre  X  soit  doué  d'une  propriété  Q.  ».  Les 
Notes  du  [Rapport  contiennent  une  esquisse  de  la  solution. 

Clausius  {R-)'  —  Examen  des  objections  faites  par  M.  Hirn  à  la 
théorie  cinématique  des  gaz.  (i^S-igS). 

Les  expériences  de  !\L  Hirn  sont  décrites  dans  deux  Mémoires  publiés  dans 
les  tomes  XLIII,  XLIV"  des  Mémoires  de  V Académ^ie  royale  de  Belgique.  Ces 
expériences  sont  bien  conçues  et  probablement  très  bien  exécutées,  mais  les 
conclusions  qu'il  en  tire  ne  sont  pas  exactes,  comme  on  peut  le  montrer. 

Parmi  ces  conclusions,  celle  qui  se  rapporte  au  choc  des  gaz  a  été  surtout 
exprimée  d'une  manière  précise.  D'un  gazomètre  contenant  de  l'air  sous  pres- 
sion, M.  Hirn  fait  sortir  un  courant  d'air  s'échappant  d'un  conduit  recourbé  à 
son  extrémité,  à  angle  droit,  vers  le  bas  et  garni  à  cette  extrémité  d'un  ajutage 
d'écoulement.  A  quelque  distance  de  cet  ajutage  se  trouvait,  horizontalement 
placée,  sur  l'un  des  plateaux  d'une  balance,  une  plaque  ('ir<'ulaire  qui  recevait 
normalement  le  choc  du  courant  d'air,  l'our  cotiircbalancer  la  pression 
exercée  sur  la  pla(]ue,  le  second  plateau  était  chargé  de  poids,  qui  servaient  a 
mesurer  la  grandeur  de  la  pression  exercée.  jM.  Hirn  a  constaté  que  celle  pres- 
sion était    la    même  (juand    l'air  étail    à  la  Icmpératurr   ordinaire   et   quand  il 
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clait  porté  à  la  tcnipéralui^e  de  :ioo".  Il  croit  ce  résultat  en  contradiction  avec 
la  théorie  cinétique  des  gaz.  Mais  ou  peut  faire  des  objections  graves  aux  rai- 
sonnements sur  lesquels  il  appuie  cette  manière  de  voir. 

En  premier  lieu,  il  fait  un  usage  si  étendu  d'iiypotlièses  de  simplification  qu'il 
est  difficile  de  savoir  si  ces  raisonnements  ont  aucune  force.  Ainsi  il  remplace 
les  mouvements  dans  toutes  les  directions  que  l'on  admet  pour  les  molécules 
gazeuses  dans  la  théorie  cinétique  des  gaz  par  des  mouvements  de  ces  molé- 
cules complètement  indépendants  suivant  trois  directions  rectangulaires  entre 
elles.  Ces  mouvements  persisteraient  jusqu'à  rencontre  d'une  paroi  solide.  (  Dans 
la  théorie  cinétique,  ou  admet  au  contraire  qu'il  y  a  très  souvent  entre  les 
molécules  des  chocs  excentriques.) 

En  second  lieu,  en  admettant  cette  hypothèse  des  mouvements  dans  trois 
directions  rectangulaires,  les  calculs  de  M.  ïlirn  contiennent  une  erreur.  Si 
une  fraction  a  du  nombre  total  des  molécules  se  meut  dans  une  direction  per- 
pendiculaire à  la  plaque,  M.  Ilirn  admet  que  leur  vitesse  propice  U  s'ajoute 
toujours  à  la  vitesse  V  d'écoulement,  de  sorte  que  leur  pression  sur  la  plaque 
est  proportionnelle  à  a(U  +  V)^  Celle  des  autres  molécules  est  proportionnelle 
à  (i—  a)V^  D'après  lui,  la  pression  totale  d'un  côté  de  la  plaque  est  donc  pro- 
portionnelle à  a(  U  4-  V)'+  (i  —  a)  V-'^:  aU-H-  2aUV'+  V'^ 

La  pression  de  l'air  en  repos  de  l'autre  côté  de  la  plaque  est  proportionnelle 
à  aU^  Donc  la  diderence  iaUV  +  V^  est  une  quantité  pro|)ortionnclle  à  la 
pression  réelle  causée  par  l'écoulement  du  gaz  sur  le  plateau  de  la  balance. 
Puisque  le  terme  aaUV  dépend  de  la  température,  la  pression  devrait  donc 
(d'après  la  théorie  cinétique  interprétée  par  M.  Hirn)  être  différente  quand 
on  expérimente  à  200°  ou  à  la  température  ordinaire,  ce  qui  est  contraire  aux 
faits.  Mais  cette  manière  de  calculer  est  fautive. 

11   est  évident    qu'on    doit    adniettre   que    -a   des   molécules  doit   frapper  la 

plaque  avec  une  vitesse  U  +  V  et  -  a  avec  une  vitesse  V  —  U.  Alors  on  trouve, 

2 

pour  quantité  proportionnelle  à  la  pression, 

-  [(  U  +  V)-^+  (  V  -  U)-']  +  (F  -  a)Y^-  aU^'=  V% 

quantité  indépendante  de  U  et  de  la  température.  Les  expériences  de  M.  lliiii 
Confirment  donc  la  théorie  cinétique  des  gaz,  si  son  hypothèse  simplilicalrice 
des  trois  groupes  de  mouvements  indépendants  des  molécules  est  admissible. 

Les  objections  à  la  théorie  cinéticiue  déduites  de  l'action  de  l'air  en  repos 
sur  un  corps  en  mouvement  sont  de  la  même  nature  que  la  précédente  et  con- 
tiennent, dans  leur  développement,  la  même  erreur  de  raisonnement. 

Voici  une  autre  objection  de  M.  Hirn.  D'après  la  théorie  cinéticjue,  les  mou- 
vements moléculaires  des  gaz  ne  peuvent  avoir  dans  l'air  à  la  température 
considérée  par  M.  Ilirn  dans  une  de  ses  expériences  qu'une  vitesse  moNcnne 
de  5oo'"  environ.  Or,  il  déduit  de  cette  expérience  que  la  vitesse  d'écouleiut-nt 
était  de  plus  de  /|00()'",  ce  qui  est  «  un  argument  mortel  conlre  la  théorie  ciné- 
tique telle  qu'elle  a  été  établie  juscju'ici  ».  Mais  il  n'en  est  rien.  La  vitesse  de 
4000"*  n'a  pas  été  observée,  it»ais  déduite  de  certaines  formules,  (jui,  dans  le  cas 
des  expériences  invo([uécs  par  M.  Ilirn,  ne  sont  évidemment  pas  a[)|)licables. 
Cette  objection  est  donc  aussi  sans  valeur. 

En    terminant,   M.   Clausius  fait  la   remarque   suivante   relali\o   à    la   théoiie 
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purcmcnl  cinémalique  de  TUnivcrs.  «  Jamais,  dans  mes  li-avaux  sui*  la  théorie 
cinélique  des  liaz,  je  n'ai  soutenu  eelte  opinion  que  toutes  les  forces  peuvent 
s'expliquer  par  des  mouvements;  j'ai,  au  rontraire,  établi  un  tliéorèine  qui 
démontre  l'opposé,  je  veux  parler  du  théorème  du  viriel.  Ce  théorème  dit  que 
tout  mouvement  stationnaire  a  besoin,  pour  persister,  de  certaines  forces  qui 
lui  font  dynamiquement  équilibre,  et  il  exprime  la  condition  de  cet  équilibre 
dynamique  par  une  équation  dont  un  des  membres  est  la  force  vive  du  mou- 
vement, tandis  que  l'autre  est  une  expression  qui  est  formée  des  coordonnées 
des  masses  en  mouvement  et  de  composantes  de  forces.  Cette  équation  per- 
met de  conclure  avec  certitude  que,  sans  forces  attractives,  aucun  état  de  sta- 
bilité ne  serait  possible  dans  la  nature. 

(  Voir  un  exposé  d(''laillé  des  objections  de  M.  Ilirn  à  la  théorie  cinétique  et 
des  réponses  que  l'on  peut  y  faire,  par  M.  J.  Delsaux,  dans  la  Bévue  des  ques- 
tions scientifiques  de  Bruxelles,  p.  37o-:>92,  juillet  i88'y.) 

Mansion  {P.)-  —  Détermination   du  reste,   dans   la  i'ormule  de 
quadrature  de  Gauss.  (293-007). 

Catalan  {E.).  —  Rapport,  [l'-o-i'j'i). 

I.   J^a  formule  générale  d'interpolation  de  Newton  peut  s'écrire 

¥  X  =  G  X  ^  {x  —  x^){x  —  x,^). .  .{x  —  .r,  J  P  (  .r  ) , 
Gx  étant  le  polynôme  entier 

A  -h  B(:r  —  a?,)  +  C(^  —  ^,)(x  —  jrj  -1-. . .+  L(.r  —  xj. .  .(x  —  x,^_^), 
tel  que  Fj7,  =  Ga;^,  ...,  F^,,=  G.cc„.  Evidemment 
,  +  1 


/ 


{V X  —  Gx)  dx 


■■/: 


( X  —  x^) . .  .{x  —  .r„ )  P (x)  dx. 


Posons  'SX  =  (x- — i)"  et  prenons  pour  x^,  x\,  ....  .r,,  les  n  racines  réelles 
et  distinctes  de  Z)"x  =  o.  On  aura 


/        (Vx  —  Gx)  dx  =  , ^ /        o"a-P 

../_  1  (  /?  +  5  )  •  •  •  2  /'  J_ ,     ■ 


.-f-i 
( 

el,  en  intégrant  n  fois  par  parties,  dans  le  second  membre 


(x)  dx. 


/         (  V X  —  i\x)  dx  = ^ /        (  I  —  x'Y  P" (  X )  dx, 

ou  encore,  x,^  étant  une  valeur  intermédiaire  entre  4- i  et  — 1, 


/         (I''  X  —  G  X  )  dx  — 


P"{xJ 


(/?  -1-  !)...;>//  .'-i 


I  (i-J7=)" 


dx. 


L'auteur  prouve  ([ue   la   dérivée  w'*^"*  de  la  fonction  interpolaire  P  {x)  peut 
s'exprimer  au  moyen  de  la  dérivée  V^" x  de  la  fonction  Vx,  de  sorte  que 


(•) 


P"(.rJ 


(  /i  +  I  )(/?  +  :>)...  2  // 
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^  étant  compris  entre  — i  et  +x.  Par  suite,  on  trouve  aisément 

/        iVx  -(:,x)dx^- ,  —^ , 

J  _  j  in  -\-  \  yx .  S  ..)...{•}.  Il  —  \)  \    1 . 2 . 3 . . .  2  /i 

ce  qui  est,  à  la  forme  près,  la  forjnule  de  Gauss,  avec  une  forme  finie  du  veste. 

II.  Pour  établir  la  formule  fondamentale  (i),  voici  comment  procède  l'auteur. 
La  dérivée  /i'^"*  de  la  fonction 

F\  — F;r 

^x  =  -^ • 

X  —  X 

est  obtenue  sous  la  forme 

^"(jp)  =    /    (r—  O"  V"^'[x  -\-  t{X—  x)]dx, 

sans  recourir  à  la  dérivation  des  intégrales  délinies  sous  le  signe. 

Cela  fait,  on  en  déduit  la  valeur  de  F" x  en   observant  que,  d'après  une  for- 
mule d'Ampère,  la  fonction  interpolairc  P(a7)  est  égale  à 

Vx.—  ¥x  ¥x„—¥x 

X,  —  X  X.,  —  X 


{X,—  X^)..,{X^—X,^)  (^^_;27,)...(a7„—  ^„_,) 

Enfin  la  dérivée  P"(^)  obtenue  ainsi  conduit  à  la  formule  (i),  par  l'inter- 
médiaire d'un  théorème  de  Cauchy  donnant  la  valeur  du  reste  dans  la  formule 
d'interpolation  de  Newton,  ou  celle  d'une  fonction  interpolaire  au  moyen  d'une 
dérivée. 

Deruyts  {J-)-  —  Sur  le  calcul  approché  de  certaines  intégrales 
définies.  (So^-Sii). 

Le  Paige  (C).  —  Rapport.  (2-9-280). 
On  a 


/ 


fx  z)X  dx  =  A,  cp  a,  H-  A^  9  a^  -f- . . .  -+-  A„  9  a,, 


comme  valeur  approchée  de  l'intégrale  qui  ligure  dans  le  premier  membre, 
en  ne  négligeant  que  les  puissances  de  x  dont  le  degré  est  '.>.n  au  moins,  si 
fx  est  une  fonction  qui  ne  change  pas  de  signe  entre  a  et  b,  ox  un  polynôme 
entier,  a,,  ol^,  ...,  a„  les  racines  de  P„=  o,  P„  étant  polynôme  entier  de  degré 
u  en  X,  tel  que 


,/: 


fxPJ-„dx^.o, 


si  m  est  diflerent  de  n.  L'auteur  donne   la  valeur   explicite  des  coeflicicnts   A, 
dans  trois  cas  assez  généraux,  savoir  ceux  où  il  s'agit  des  intégrales 

/        {\    -  xY'(\   \-  X  )"  '^ X  dx,       I         c~'  f  X  dx,       I      f- '  uT/'  -'  9 X  dx. 
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Van  der  Mensbrugglie  {G.).  —  Sur   rinslabililé  de  l'équilibre 
de  la  couche  superficielle  d'un   li(jui(lo.  (Première  partie,  ?)/\\- 

;55). 


35 


Une  masse  liquide  libre  et  à  surface  fraîchement  développée  doit  être  re- 
gardée comme  un  ensemble  de  molécules  qui  exécutent  des  mouvements  vi- 
bratoires, et  dont  les  distances  moyennes  vont  en  diminuant  depuis  la  surface 
extrême  jusqu'à  une  profondeur  égale  au  rayon  d'activité  de  l'attraction  mo- 
léculaire. 

La  température  va  en  croissant  depuis  la  surface  jusqu'à  cette  profondeur. 

De  lleeii  (P.)-  —  Noie  touchant  la  loi  qui  régit  la  dilatabilité  des 
liquides.  (545-554). 

Complément  des  recherches  antérieures  de  l'auteur. 


■| 


Tome  XII  (juillet  à  décembre  1886). 

Folie,  —  Rapport  sur  le  Mémoire  intitulé  :  «    La  Cinématique 
moderne    elle    dvnamisme    de    l'avenir    »,    par    G. -A.    Hirn. 

(5-9)- 

Analyse  d'un  Mémoire  en  réponse  à  la  Note  de  M.  Clausius  {Bulletin,  t.  XI, 
p.  173-193).  Les  expériences  de  Hirn  démontrent  que  la  résistance  opposée  par 
un  gaz  au  mouvement  d'une  plaque,  ou  inversement,  est  indépendante  de  la 
température  de  ce  gaz.  La  théorie  cinétique  des  gaz,  telle  que  l'entend  M.  Hirn. 
conduit  à  un  résultat  contraire;  mais,  entendue  comme  î\î.  Clausius,  elle  con- 
duit au  même  résultat  que  l'expérience. 

Le  Paige  {C).  —  Rapport  sur  un  Mémoire  intitulé  :  a  Sur  une 
suite  de  polynômes  conjugués  »,  par  M.  Duj'uvts.  (i2-i5). 

Généralisation  ingénieuse  de  divers  résultats  de   Heine  et  de   Didon  sur  la 

r'' 

détermination    approchée    des    intégrales  définies    /     f{x)'^{x)dx    sous   la 
forme  SA'.p(«)  et  sur  les  polynômes  qu'on  rencontre  dans  la  question. 

Catalan  (F.).  —  Sur  une  classe  d'équations  différentielles.  (17- 
.5). 

L'équation  y" {i  —  x'^)x  +  (t  —  x-)y'  +  xy  =  o  a  pour  intégrale  générale 


il. 
y  =  h  f    .,^f  ,,    -^ix[k{x);        E{x)  ^  f  a^^/T^ 


X-  sin=<c. 
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En  posant  jKV^  =  z,  y^E(^)  =  X.  elle  devient 

z"  _  X" 
7-  X' 

dont  ^  =  X  est  une  intégrale  immédiate.  On  peut  donc  aisément  intégrer  celle- 
ci.  Il  en  est  de  même  de  l'équation  plus  générale 

X^  z"  -h  /.-  XX'  z'  -  (  XX"  -I-  A-  X'^  )  ^  =  o. 

Folie  {F.)  et  Catalan  (F.).  —  Rapports  sur  le  Mémoire  de 
M.  Ch.  Lagrange  intitulé  :  «  Théorèmes  de  Mécanique  céleste, 
indépendants  de  la  loi  de  l'attraction.  »  (23 1-288). 

De  Tilly  et  Folie  (F.).  —  Rapports  sur  une  réponse  de  M.  La- 
grange  aux  critiques  d'un  Rapport  de  M.  Catalan.  (489-493). 

Lagrange  (Ch.).  —  Réponse  aux  critiques  du  Rapport  de  M.  Ca- 
talan. (527-539). 

Catalan  (F.).  —  Extrait  d'une  lettre  à  M.  de  Tilly.  (t.  XIII,  p.  4). 

Soient  MT  la  tangente  à  une  orbite  à  double  courbure,  P  un  point  fixe.  Dans 
le  plan  mobile  PMT,  M  décrira  une  courbe  plane.  La  position  du  plan  mobile 
est  déterminée  à  chaque  instant  par  l'angle  a  qu'il  fait  avec  un  plan  fixe  et 
l'angle  jâ  de  son  intersection  avec  ce  plan  fixe  avec  une  droite  fixe  dans  ce  plan 
fixe.  L'auteur  applique  ce  mode  de  représentation  du  mouvement  d'un  point 
M  au  problème  des  trois  corps,  en  supposant  l'attraction  quelconque  :  P 
coïncide  successivement  avec  chacun  des  trois  corps.  Il  arrive  ainsi  à  un  grand 
nombre  de  résultats  particuliers,  parmi  lesquels  M.  de  'i'iily  cite  les  suivants  : 
I.  Le  mouvement,  soit  dans  le  plan  fixe,  soit  dans  le  plan  mobile,  de  l'intersec- 
tion de  ces  deux  plans,  se  poui"suit  toujours  dans  le  même  sens  (autrement  dit 
[i  croît  ou  décroît  toujours);  a,  au  contraire,  subit  des  augmentations  et  des 
diminutions  alternatives.  En  supposant  que  l'attraction  s'exerce  suivant  la  loi 
newtonienne,  appliquant  ses  formules  à  la  question  du  mouvement  des  nœuds 
de  la  Lune,  l'auteur  retrouve  des  résultats  connus.  —  II.  Parmi  toutes  les  lois 
d'attraction  en  raison  inverse  d'une  puissance  entière  de  la  distance,  la  loi 
newtonienne  est  la  seule  qui  puisse  rendre  sensible  pour  nous  la  révolution  des 
nœuds  de  notre  satellite. 

De  Heen  {P.).  —  Note  sur  un  travail  de  M.  Robert  Scliillsur  la 
chaleur  spécifique  des  liquides.  (4i()-422). 

Les  expériences  de  M.  Schifl'  confirment  une  loi  de  .M.  I'.  de  Heen. 

Le  Paige  (C).  —  Sur  les  homographies  dans  le  phiii.  (422-4.H)). 

Élude,  parla  théorie  des  formes  algébriques  plurilinéaircs,  des  homograpl>ic> 
d'ordre  supérieur. 

Bull,  des  Sciences  malliéni.,  i' série,  t.  XlII.  (Janvier  1889.)  R.2 


,8  SECONDE  PARTIE. 

Catalan  {E.).  —  Sur  le  dernier  théorème  de  Fermât.  (498-5oo). 
Énoncé  de  seize  Lliéorcines  relatifs  aux  nombres  a,  b,  c,  tels  que  a"  H-  6"=  c". 

Van  der  Mensbrugghe.  —  Sur  Tinstabilité  de  l'équilibre  de  la 
couche  superficielle  d'un  liquide.  (2*^  Partie,  623-643). 

Suite  d'un  travail  indiqué  plus  haut.  A.  Existence  d'une  tension  superficielle 
propre  à  chaque  liquide  pour  une  température  intérieure  donnée.  —  B.  Existence 
d'une  force  contractile  ou  d'une  force  d'extension  à  la  surface  de  contact  d'un 
liquide  et  d'un  solide.  —  C.  Tension  superficielle  à  la  surface  commune  de  deux 
liquides  qui  ne  se  mêlent  pas. 

MaiUy  {E.).    —  Les   Sociétés  savantes  et   littéraires  établies  à 
Bruxelles  sous  la  domination  française.  (786-794)- 

Un  seul  mathématicien  en  faisait  partie  :  de  Nieuport. 

Houzeau.  —  Coup  d'œil  sur  l'évolution  scientifique.  (795-813). 

Suivant  l'auteur,  l'ordre  d'évolution  est  le  suivant  :  les  sciences  subjectives, 
qui  prennent  leur  point  de  départ  dans  l'homme  même  et  'procèdent  par 
déduction  (Mathématiques,  Philosophie),  puis  les  objectives  fondées  sur  l'ob- 
servation et  procèdent  par  induction.  L'histoire  de  l'Astronomie  ancienne 
paraît  contraire  à  cette  manière  de  voir;  l'auteur  nous  semble  attribuer  aussi 
aux  Arabes  et  aux  tlindous  des  connaissances  que  les  Grecs  avaient  déjà. 
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ANNALES  DE  LA  Société  scientifique  de  Bruxelles.  Neuvième  année,  1884- 
1 885,  Bruxelles,  Hayez;  i885  (A.  première  Partie;  B,  seconde  Partie)  (*). 

D' Ocagne  (M.).  —  Sur  les  courbes  isométriques.  (A,  56-58). 

Résumé  d'une  Communication  publiée  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathé- 
matique de  France.  Des  courbes  (K)  sont  dites  les  tangentes  isométriques 
de  courbes  (C),  si  les  arcs  découpés  sur  les  courbes  (K)  par  deux  courbes  (C) 
sont  égaux.  Le  système  (G)  étant  donné  et  l'une  des  courbes  (K),  les  autres 
courbes  (K)  sont  dites  isométriques  de  la  première. 

Mansion  (P.).  —  Principes  d'une  théorie  nouvelle  des  fonctions 
élémentaires  d'une  variable  imaginaire.  (B,  i-4o). 

Gilbert  (Ph.).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (A,  48-5i). 


C)  Voir  Bulletin,  t.  XI,,  p.  230-234. 
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Développement  de  deux  articles  antérieurs  déjà  analysés  dans  le  Bulletin. 
I.  Préliminaires:  Méthode  de  Cauchy  et  d'Abel  pour  obtenir  le  développe- 
ment de  (1  +  ^)'",  log(i  +  2).  2.  Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  ¥z  =  F{x-\-yi)  =  cp(a7,  jk)  +  i<^{x,  y)  ait  une  dérivée  unique.  3.  Théo- 
rème fondamental  F(Z)  —  F5„=  c'il  (Z  —  zj  F^,  ^:S{7.  — z^)¥ z^  {êl  ==  partie 
réelle,  -'^  =  partie  imaginaire),  z^  et  z^  étant  intermédiaires  entre  2^,,  Z. 
4.  Théorème  de  Taylor,  avec  la  forme  du  reste  indiquée  dans  les  Bul- 
letins de  l'Académie  de  Bruxelles,  t.  X,  p.  8^}G;  i885.  Vraies  valeurs  des 
expressions  indéterminées.  5.  Développements  en  série  de  e%  Ch^,  Shc,  cos-s, 
sin^.  6.  Développement  de  log(n-c),  même  si  le  module  de  5  est  l'unité 
(tétant  différent  de  —  i).  On  le  déduit,  dans  ce  dernier  cas,  de  celui  de 
(i  +  5)  log(i +  -S).  7.  Binôme,  dans  tous  les  cas  où  la  formule  subsiste,  l'ex- 
posant étant  réel  ou  imaginaire.  8.  Théorème  de  Taylor  avec  une  forme  du 
reste  exprimée  en  intégrale  définie.  9.  Démonstration  directe  du  théorème  de 
M.  Darboux,  sur  la  forme  du  reste  dans  le  théorème  de  Taylor.  10.  Historique. 
Cauchy  {Calcul  différentiel,  Leçon  XIII;  1829),  Falk  {Sur  les  fonctions 
imaginaires,  Upsal;  1877)  ont  au  fond  démontré  le  théorème  de  Taylor  pour 
les  fonctions  d'une  variable  imaginaire  à  peu  près  comme  M.  Mansion  ;  M.  Dar- 
boux, par  une  méthode  différente,  est  arrivé  à  des  résultats  équivalents 
{Journal  de  Liouville,  1875).  Voir  aussi  une  Note  de  M.  Mansion,  Bulletin 
de  Belgique,  3"  série,  t.  X,  p.  8'46-8'}9. 

Gilbert  [Ph.).  —   Sur  l'intégration  des  équations  linéaires  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre.  (B,  4i-48). 
Soit  u  —  et,  p  =  p  le  système  intégral  des  équations  différentielles 

dx  :X  =  dy.Y  =  dz  \7., 
formant  le  système  auxiliaire  servant  à  résoudre  l'équation  aux  dérivées  par- 

tielles  X  -; 1-  Y  -7^  =  Z.  On  aura  identiquement 

dx  dy 

^  .^{u,  V)  __^  ,  o{u,  y)       ,^     8  (  a.  0  ) 


•  B{y,  z)  '  5(5,  X)     '      '  o{x,y) 

les  seconds  termes  de  ces  rapports  désignant  îles  déterminants  fonclionnels 
contenant  des  dérivées  partielles  par  rapport  aux  lettres  x,  y,  z  qui  entrent 
dans  u,  v^  comme  si  x,  y,  z  étaient  indépendantes.  En  désignant  par  H  l'ex- 
pression commune  des  trois  rapports,  on  trouve  sans  peine  que 

Y       ,   V  y        n  d{u^v) 

Le    déterminant    fonctionnel    du    second    membre   contient   maintenant    les 
dérivées  totales 

du        Bu  5w,  du  _  ô«  6w 

dx  ~  8x  5s  '         dy        By       ^  Bz 

de  u  et  V.  Il  résulte  de  là  (]ue  toutes  les  solutions  de  réiiualion 

\p   \    \q-    L = o 
sont  données  par  (^  =  cp(a)  et  R  —  o. 
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De  Sparre.  —  Sur  le  mouvement  d'im  solide  autour  d'un  point 
fixe  et  sur  le  pendule  conique.  (B,  49-94)- 

Expose,  au  moyen  des  fonctions  elliptiques,  des  principaux  résultats 
auxquels  on  est  arrivé  sur  ces  questions.  Dans  la  première,  l'auteur  s'inspire 
des  beaux  travaux  de  M.  Hermite  sur  cette  question,  mais  en  rendant  son 
exposition  indépendante  de  l'étude  de  l'équation  de  Lamé.  L'auteur  démontre, 
entre  autres  choses,  que  l'herpolhodie  de  Poinsot  n'a  pas  de  points  d'inflexion  et, 
par  suite,  n'a  pas  la  forme  qu'on  lui  assigne  habituellement.  Dans  la  seconde 
question,  M.  de  Sparre  donne  un  exposé  plus  simple  de  la  méthode  employée 
dans  sa  Dissertation  inaugurale. 

De  Tilly.  —  Sur  une  lacune  qui  semble  exister  au  début  de 
l'enseignement  de  la  Géométrie  descriptive.  (B,  95-104).  (Pu- 
blié aussi  dans  Mathesis,  t.  V,  Supplément  II,  p.  2i-3o.) 

Développement  d'une  Note  antérieure  analysée  dans  le  Bulletin.  On  peut 
transporter  les  données  d'un  objet  à  trois  dimensions  sur  le  plan  d'une  épure, 
au  moyen  des  principes  suivants  :  1°  un  point  quelconque  O  d'une  figure 
se  projette  sur  un  plan  déterminé  par  trois  points  A,  B,  C  de  cette  figure  au 
point  d'intersection  des  cordes  communes  de  trois  cercles  ayant  respectivement 
pour  centres  A,  B,  C,  pour  rayons  AO,  BO,  GO.  On  pourra  projeter  O  sur  un 
second  plan  ABD,  D  étant  sur  la  figure  solide;  projeter  D  sur  ABC,  et,  au 
moyen  du  triangle  formé  par  D  et  ses  projections  sur  ABC  et  sur  AB,  trouver 
l'angle  dièdre  CA.BD  ;  2°  on  peut  trouver  sur  une  figure  autant  de  points  que 
l'on  veut  appartenant  à  un  même  plan,  en  décrivant,  de  deux  points  comme 
centres,  deux  courbes  sphériques  de  même  rayon,  plusieurs  fois. 

L'auteur  résout  diverses  questions  par  la  règle  et  le  compas,  dans  l'espace. 
Exemples  :  1°  sur  une  surface  cylindrique  ou  conique  du  second  degré,  mener 
une  génératrice  par  un  point  donné;  2°  trouver  les  axes  et  les  sommets  d'un 
ellipsoïde  de  révolution  solide.  En  employant,  de  plus,  le  calcul,  on  peut  trouver 
les  axes  d'un  ellipsoïde  quelconque  et  ses  sommets. 

Haton  de  la  Goupitlière.  —  Propriétés  nouvelles  du  paramètre 
différentiel  du  second  ordre  de  plusieurs  variables  indépen- 
dantes. (B,  i5i-i86). 


Désignons  par  S  l'opération 


d- 


d^ 

dz"- 


Le  calcul  de  S"/[cp(a7,  jk,  ^)]  sera  simple,  si  cp  est  tel  que  S/(<p  )  =  F(tp), 
quel  que  soit  /.  L'auteur  prouve  que  cela  ne  peut  arriver  que  si  cp  =  const.  est 
l'équation  de  sphères  concentriques  ou  de  cylindres  de  révolution  de  même 
axe.  Il  cherche  ensuite  dans  quel  cas 

û/(9„?,,  •••,?„)  =  F(9„çp,,  ...,cp„). 

Il  applique  les  résultats  trouvés  à  la  recherche  de  5"/  dans  divers  cas;  en- 


c^^j 


for-r 
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suile,  il   généralise  encore    les  formules    obtenues   en  supposant  l'opéralion   0 
définie  par  la  relation 

0  =  Il  -1—,  +  r^o  — -:  H +  P„  — ^  ' 

axi  '  dx%  '  dxf, 

dans  le  cas  où  F,,  P^,  . . .,  P    sont  des  constantes,  p  =  2,  3,  ou  un  nombre  plus 
grand. 

De  Spaj^re.  —  Sur  la  réduction  aux  fonctions  elliptiques  de  l'in- 

tcgrale   /  -  •  (B,  2o5-23o). 

J  /a  .z^  -+-  b x^  h-  C x^  -h  D iT  -h  F 

Complément  du  travail  analogue  publié  dans  le  tome  précédent  des  An- 
nales, t.  VIII,  B,  97-120,  où  l'auteur  avait  traité  d'une  manière  simple  le  cas 
où  la  quantité  sous  le  radical  a  toutes  ses  racines  réelles.  Il  examine  ici  suc- 
cessivement le  problème  de  la  réduction  :  1°  quand  le  radical  est  du  quatrième 
degré  et  a  des  racines  imaginaires;  2°  quand  ce  radical  est  du  troisième  degré 
et  a  des  racines  imaginaires;  3°  quand  le  radical  est  du  troisième  degré  et  a 
des  racines  réelles.  Ce  dernier  cas  est  exposé  plus  simplement  que  lorsqu'on  le 
regarde  comme  la  limite  de  celui  où  le  radical  est  du  quatrième  degré.  Comme 
application,  M.  de  Sparre  résout  le  problème  du  mouvement  du  pendule  cir- 
culaire. 

UOcagne  {M.).  —  Sur  une  suile  de  polygones  tels  que  chacun 
d'eux  soit  formé  en  joignant  les  milieux  des  côtés  du  précédent. 

(B,  231-238). 

Détermination  simple  des  coordonnées  successives  des  sommets.  Les  sommets 
des  diiïérents  polygones  ont  môme  centre  de  gravité.  Ce  centre  de  gravité  est 
la  limite  vers  laquelle  tendent  les  polygones. 

De  Sparre.   —  Sur   Tlicrpolliodie  dans   le  cas  d'une  surface  du 
second  degré  quelconque.  (B,  2/19-238). 

Extension  de  la  méthode  exposée  dans  le  Mémoire  précédent  (p.  Ig-fj'i)  au 
cas  du  mouvement  d'une  quadrique  quelconque.  L'auteur  arrive  d'une  manière 
simple  à  la  condition  pour  que  Therpolliodie  ait  ou  n'ait  pas  de  point  d'in- 
flexion. 

Baille  (A.).  —  La  théorie  du  navire,  (B,  2r)()-285). 

l'étude  de  quelques  ([uestions  relatives  à  la  stabilité  du  navire,  insuflisammcnt 
t'Iucidées  jus(|u'à  prés(Mit. 


Dixième  année,  i88:)-i(S8(). 

Mansioi)  (P.).  —  Sur  luiclidc.  (A,  /((i). 

«  Des  treize  Livres  des  Eléments  d'Euclide,  relui  (|ui  est  le  plus  son  nMivro 
personnelle,  c'est  le  Livre  X,  traitant  des  inroMiuKMisurables.  » 

Bull,  des  Sciences  niathcni.,  2°  série,  l.  Mil.  (l'cviicr  iS8().)  Il  3 
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Mansioîi  (P-)-  —  Sur  le  principe  de  substitution  des  infiniment 
petits.  (A,  4;). 

Dans  une  limite  de  somme  arilhmcliquc  ou  de  rapport  d'infiniment  petits, 
on  peut  remplacer  un  infiniment  petit  a  par  un  autre  [3,  tel  que  la  limite  du 
rapport  r  =  (P  :  a)  soit  l'unité,  même  si  l'on  fait  varier  simullanémeîit  toutes 
les  variables  dont  ce  rapport  dépend,  d'une  manière  indépendante  ou 
non.  Plus  d'un  auteur  a  oublié  de  tenir  compte  de  la  condition  soulignée  ici. 

Lagasse  (Ch.).  —   Note  sur  les  jaugeages   des  cours  d'eau   par 
pertuis  et  par  voie  directe.  (48-^2,  52-53). 

Nécessité  de  contrôler  les  deux  méthodes  l'une  par  l'autre. 

Delsaux  (^.).  —  Sur  la  tension  superlîcielle  dans  la  théorie  de  la 
capillarité.  (B,  43-74)- 

Gilbert  (Ph.).  —  Analyse.  (A,  53). 

La  théorie  de  Laplace  et  de  Gauss,  laquelle  ne  considère  que  des  actions 
mécaniques  à  distance,  suffit  à  rendre  compte  de  tous  les  phénomènes  capil- 
laires; de  plus,  cette  théorie  amène  à  considérer  des  forces  équivalentes  aux 
forces  fictives  considérées  dans  l'hypothèse  de  la  tension  superficielle.  En  pra- 
tique, surtout  dans  les  questions  d'équilibre,  l'emploi  de  ces  forces  fictives 
peut  néanmoins  être  très  utile. 

D^ Ocagiie  {M.).  —  Sur  les  sous-invariants  des  formes  binaires. 
(B,  70-78). 

Carnoy  (J.).  —  Rapport.  (A,  54-55). 

Le  numérateur  de  la  dérivée  d'ordre  quelconque  du  logarithme  de  a^  est  un 
sous-invariant  de  la  forme 

n                       n  (n  —  1) 
a^x"  H —  a^x'^-'y  H ^- a^x"-^y  -l-  . . . , 

où  rt,,  a^,  «j,  ...  sont  les  dérivées  successives  de  a^. 

D^Ocagnc  {M.).  —  Sur  certaines  suites  de  fractions  irréductibles. 

(90-108). 

Extension  des  propriétés  des  suites  de  Farey  à  des  suites  plus  générales  où 
les  fractions  considérées  peuvent  surpasser  l'unité. 

De  Sparre.  —  Cours  sur  les  fonctions  elliptiques.  P®  Partie.  (B, 
129-200). 

1.  Quelques  propriétés   des    fondions    doublement    périodiques    (extrait  de 
Ouvrage   de   Briot   et  Bouquet).  2.  Démonstration  de  l'identité  des   fonctions 
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ellipLiques  définies  au  moyen  de  l'inversion  des  intégrales  et  de  celles  qui  sont 
définies  par  les  fonctions  0  et  H.  3.  Rappel  de  quelques  formules  supposées 
connues  sur  les  fonctions  elliptiques.  4.  Les  fonctions  doublement  périodiques 
de  deuxième  espèce  peuvent  s'exprimer  au  moyen  de  0  et  de  H.  Démonstration 
de  MM.  Hermite  et  Mittag-Leffler.  5.  Formule  de  M.  Halphen  sur  certains 
développements  en  série.  6.  Application.  7.  Développement  en  séries  trigono- 
métriques  des  fonctions 

H'(o)  @{x-\~t>i)        H'(o)  H(.r +  (^)        H'(o)  e,(a;  +  oO        Fr(o)  H,(o>-4-a:) 
H(w)0(^)      '  0(0))  0(a;)       '  H,(w)0(^)      '  0^(oj)0(^) 

8.  De  la  fonction  Z{u);  théorème  d'addition,  etc.  9.  Les  fonctions  Al  de 
Weierstrass.  Développement  en  série  suivant  les  puissances  de  la  variable. 
10.  Des  fonctions/?  et  <j  de  Weierstrass.  11.  Théorème  de  l'addition  des  fonc- 
tions p. 

Gilbert  (P/i.).  —  Sur  les  produits  composés  d'uQ  grand  nombre 
de  facteurs  et  sur  le  reste  de  la  série  de  Binet.  (B,  191-200). 

De  Tillv.  —  Bapport.  (A,  So-S^). 
Si  l'on  pose 

on  a,  par  la  formule  de  Binet, 

^(M-)=-    /    xix ]dx  -\ /     x(i  —  x)[x \dx  -{-. . . 

H ; /     x{\  —  x)...{n—i—x)(x  —  -\dx-\-^„. 

L'auteur    prouve    que    la    valeur    al)soIue    de    K„   est   inférieure  à    diverses 
expressions  plus  ou  moins  faciles  à  calculer,  parmi  lesquelles  nous  citerons 

— —   n(U.,    71),         -^, j ; , 


,     I^leU^-l\ 


64([X  — i)(/i  +  1)  [i  H-  (jx  —  i)C  +  ([X  —  i)  log/<J         'i'ilJL/J 

C  étant  la  constante  d'Euler  ou  de  ]\Lischeroni,  R(!x,  11)  la  première  intégrale 
eulérienne,  (x  une  constante  positive  (plus  grande  (jue  l'unilé  dans  la  troisième 
valeur  approchée  du  reste). 

De  Salvert.  —  Mémoire  sur  reiuj)lol  des  coordonnées  (uirvl- 
lignes  dans  les  problèmes  de  Mécanique  (^t  sur  les  Mj^nes  géodé- 
siques  des  surfaces  isothermes.  (B,  293-/108). 

Première  et  deuxième    Partie   d'un    M(Mii(»ir(^    (JDnl    iii    troisième    Partie  sera 
publiée  dans  le  tome  suivant. 
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MÉMOIRES   DE    LA  SociÉTi-:    royale  des   Sciences   de  Liège. 
t.  XII.  Bruxelles,  Ilayez;  mai  i885  ('). 


—    '1    série, 


Mcuision  (P-)'  —  Discours  sur  les  travaux  malhémaliques  de 
M.  Eugène-Charles  Calalan.  (i-38).  (Aussi  MatJiesis,  l.  V, 
Supplément,  II,  p.  i-38). 

Discours  prononcé  à  l'occasion  de  la  promolion  à  rémérilat  de  M.  E.  Ca- 
talan. I.  Introduction  :  M.  Catalan,  né  à  Bruines  en  iSi^,  est  sorti  de  l'École 
Polytechnique  en  i835,  et  devint  répétiteur  adjoint  à  cette  École  en  i838. 
II.  Calcul  des  probabilités;  théorie  des  combinaisons.  III.  Déterminants;  inté- 
grales multiples.  IV.  Recherches  diverses  d'Analyse.  V.  Recherches  sur  les  élas- 
soïdes;  autres  Mémoires  géométriques.  VI.  M.  Catalan  et  le  coup  d'État  de  i85i  : 
il  quitte  l'École  Polytechnique  et  entre  dans  l'enseignement  privé.  VII.  Ouvrages 
didactiques  de  M.  Catalan:  Géométrie,  Traité  des  séries.  VIII.  Recherches  diverses: 
théorie  des  polyèdres  semi-réguliers.  IX.  Nomination  de  M.  Catalan  comme 
professeur  à  l'Université  de  Liège  (i8G5).  X.  Travaux  de  M.  Catalan  depuis 
i865  :  théorie  des  nombres,  fonctions  X,^,  fonctions  elliptiques  {Recherches 
sur  quelques  produits  infinis),  théorie  des  surfaces  réglées,  étude  sur  la  sur- 
face des  ondes. 

Catalan  {E.).  —  Mélanges  mathématiques,  t.  I.  (1-407). 

Sera  analysé  en   1886,  avec   le  tome  II,  qui   constitue  le  tome  XIII  des  Mé- 
moires de  la  Société  royale  de  Liège. 


T.  XI,  décembre  i885  (a  paru  après  le  tome  XII). 

Le  Paige  {C).  —  Sur  les  involutions  cubiques.  (1-19). 

Complément  des  Essais  de  Géométrie  du  troisième  ordre  de  l'auteur; 
théorèmes  divers  sur  les  involutions  sibi-conjuguées ;  détermination  des 
points  de  ramification  de  deux  involutions  cubiques  dont  on  connaît  les  points 
doubles. 

Vanecek  (J.-S.).  —   Sur  la  transformation  des  figures  polaires 
réciproques.  (1-21). 

Développements  de  Notes  publiées  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de 
l'Académie  des  Sciences,  en  1882  et  i883.  La  transformation  s'effectue  au 
moyen  d'un  tétraèdre  polaire  par  rapport  à  une  surface  du  second  ordre.  Une 
courbe  ou  une  surface  L,  d'ordre  /,  se  transforme  par  rapport  à  une  autre 
courbe  M,  d'ordre  m,  et  à   une  surface  auxiliaire  P,   d'ordre  /?,  en  une  autre 


(  ')   Voir  /iulletin,  I\,.  p.  2>H. 
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courbe  ou  surface  d'ordre  \linp.  Cet  ordre  s'abaisse  dans  certains  cas.  Dans  la 
présente  J\ote,  l'auteur  examine  les  cas  où  l'une  des  figures  données  est  polaire 
réciproque  de  l'autre  ou  passe  par  son  pôle. 

Vanecek  {M.-N.).  —  Sur  les  surfaces  du  troisième  ordre.  (ï-5). 

Construction  linéaire  d'une  surface  du  troisième  ordre  définie  par  dix-neuf 
points,  au  moyen  des  principes  exposés  dans  une  Note  du  Journal  de  Mathé- 
matiques pures  et  appliquées. 

Mlttag-Leffler  {G.)-  —  Démonstration  nouvelle  du  théorème  de 
Laurent,  (i-i  i). 

Démonstration  directe  sans  recourir  au  théorème  de  Cauch}^  sur  les  inté- 
grales définies  imaginaires,  mais  s'appuyant  sur  un  principe  contenu  implici- 
tement dans  le  célèbre  Mémoire  de  Weierstrass  :  Zur  Théorie  der  eindeutigen 
analytischen  Functionen. 

Neuherg  (>/.).  —  Sur  une  suite  de  moyennes.  (1-12). 
Analysé  comme  Supplément  de  Mathesis,  t.  IV;  1884. 

Scliôjijlies  {A.).  —  Sur  la  courbure  des  lignes  décrites  par  les 
points  d'un  solide  invariable  en  mouvement.  (1-9). 

Le  Paige.  —  Rapport.  (10-12). 

L'auteur  traite  simplement  différentes  questions  relatives  au  sujet  indiqué 
dans  le  titre,  en  partant  de  la  remarque  suivante  de  Chasles  :  Lorsqu'un  corps 
se  déplace,  chacun  de  ses  points  et  le  plan  normal  à  la  trajectoire  correspondant 
forment  un  système  polaire.  Parmi  les  résultats  obtenus,  citons  celui-ci  :  les 
points  du  système  invariable  qui,  à  un  moment  donné,  passent  par  des  points 
d'inficxion  sur  leurs  trajectoires  sont  situés  sur  une  cubique  gauche;  proba- 
blement, d'après  le  rapporteur,  cette  courbe  est  située  sur  un  cylindre  de 
révolution. 

Neuherg  (/.).  —  Sur  les  tétraèdres  de  Mobius.  (i-i/j). 

Analysé  dans  Mathesis,  p.  221-222;  1884.  Deux  tétraèdres  de  .Mtibius  sont 
tels  que  chacun  d'eux  est  à  ta  fois  inscrit  et  circonscrit  à  r'autrc.  L'auteur 
établit,  par  la  Géométrie,  les  propriétés  fondamentales  de  ces  tétraèdres  et,  en 
particulier,  résout  le  problème  suivant  : 

«  Trouver  sur  quatre  droites  données  les  sommets  de  deux  tétraèdres  de 
Mobius.  » 

Deruyts  (/.).  —  Sur  les  fondions  X,^  de  Legendre.  (1-22). 

1.  Développements  de  quelques  foDclions  spéciales  suivaiU  les  polynômes  \,, 
de  Legendre.  2.  Conséquences  diverses  du  (h'-veloppemenl 

\„  =  C'i;,  cos/<  a  -I-  C']„  '  2  C  \  eus (  «  _  j  )  a  -}- . . . . 
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où  cosa  =  jc.  3.  Exlension  du  théorème  de  Parseval  aux  fonctions  X„.  4.  Autres 
propriétés. 

ScJwnJlies  {A.).  —  Sur  la  cotirbiire  des  trajccloircs  des  points 
d'un  système  solide  dont  le  mouvement  est  le  plus  général  pos- 
sible. (i-i5). 

Suite  et  complément  du  Mémoire  cité  plus  haut. 

Schiir  (Z^-)-  —  Sur  la  surface  tétraédrale  symétrique  du  qua- 
trième ordre.  (1-7). 

Propriétés  diverses  des  48  droites  situées  sur  cette  surface;  solution  complète 
du  problème  : 

«  Combien  de  fois  arrive-t-il  que  ces  droites  appartiennent  par  groupes  de 
huit  (ou  de  douze)  à  une  surface  du  deuxième  (ou  du  troisième)  ordre.  » 

Deruyts  («/•)•  —  Sur   l'analyse  combinatoire  des  déterminants. 

Soient  ^x  une  fonction  ayant  une  valeur  entière  pour  ic  =  i,  2,  ...,/?,  c^x  le 
résidu  positif  de  ^x  par  rapport  à  /i,  ou  n  si  ^x  est  un  multiple  de  n.  Une 
rangée  a^a^...a,^  d'éléments  dans  un  déterminant  est  soumise  à  la  transfor- 
mation <ï>  si  l'on  y  remplace  a-  par  cp^..  L'auteur  trouve  diverses  propriétés  des 
déterminants  soumis  à  une  ou  plusieurs  transformations  de  ce  genre. 

Vanecek  (J.-S.).  —  Sur  les  réseaux  de  surfaces  du  second  ordre. 

(1-8). 

Recherches  sur  les  réseaux  de  quadriques  qui  sont  une  extension  à  ces 
figures    du    travail    antérieur  de    l'auteur  {Mémoires   de   Liège,  t.  X;  i883). 


MÉMOIRES  couronnés  et  autres  Mémoires  publiés  par  l'Académie  royale  des 
Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique.  Collection  in-8°. 
t.  XXXVII.  Bruxelles,  F.  Ilayez,  janvier  1886  (i). 

Neuberg  {J-).  —  Mémoire  sur  le  tétraèdre.  (1-72). 

Analysé  comme  supplément  au  Volume  V  de  Matliesis,  i885,  dans  le  Bul- 
letin. 


(')  Voir  llallctin,  \I^.  p.  jo.S. 
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TomeXXVm,  octobre  1886. 
\e  contient  aucun  travail  mathématique. 


Tome  XXIX,  novembre  1886. 

Monchanips.  —  Histoire  du  Cartésianisme  en  Belgique.  (i-643). 

Ouvrage  très  important  pour  l'histoire  des  doctrines  philosophiques  de  Des- 
cartes, où  l'on  rencontre  çà  et  là  quelques  renseignements  sur  des  mathémati- 
ciens (Sluse,  Huygens,  etc.)- 


MÉMOIRES  couronnés  et  Mémoires  des  Savants  étrangers  publiés  par  l'Aca- 
démie royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique. 
Bruxelles,  F.  Hayez  ('). 

Tome  XL VII;  1886. 

Lagrange  (  CA.).  —  Démonstration  élémentaire  de  la  loi  suprême 
de  Wronski.  (1-8). 

Voir,  dans  les  Bulletins  de  l'Académie  de  Belgique,  3*  série,  t.  A'III, 
p.  165-172,  un  résumé  et  une  simplification  de  la  démonstration  de  M.  Ch. 
Lagrange.  La  démonstration  publiée  par  le  même  auteur  dans  les  Comptes 
rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  (g  juin  i884)  est  plus  simple 
encore  et  tout  à  fait  équivalente. 

De  Ruyts  {J-)-  —  Sur  certains  développements  en  série.  (1-18). 

L'objet  de  ce  Mémoire  a  été  analysé  en  i885,  en  même  temps  que  les  Rap- 
ports de  MM.  Catalan  et  Mansion,  publiés  dans  les  Bulletins  de  l'Académie 
de  Belgique,  3"  série,  t.  IX,  p.  523-525,  525-528. 

Cesaro  (E.).  —  Sur  l'étude  des  événements  arithmétiques.  (i-i3). 
Voir  Bulletins  de  l'Académie  de  Belgique,  3"  série,  t.  XI,  p.  iSg-i'iJ. 

Tome  XLVIII;  1886. 

Lagrange  (Ch.).  — Développemenl  des  fonctions  d'un  nombre 
quelconque  de  variables  indépendantes  à  l'aide  d'au  lies  fonc- 


(')  \oir  Bulletin,  \^,  p.  228-231. 
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lions  de  ces  nièincs  variables.   Dérivées  des  fonctions  de  fonc- 
tions. (i-iG). 

Extension  de  la  Loi  suprême  au  cas  de  plusieurs  variables.  Le  procédé  de 
détermination  du  reste  est  celui  que  Cauchy  a  employé  pour  le  théorème  de 
Taylor,  pour  passer  du  cas  d'une  variable  au  cas  de  plusieurs.  Mais  la  déter- 
mination des  coefficients  se  fait  par  une  méthode  qui  est  propre  à  l'auteur  et 
qui  est  l'extension  de  celle  dont  il  s'est  servi  dans  son  premier  Mémoire.  Voir 
le  Rapport  de  M.  Mansion,  dans  les  Bulletins  de  l'Académie  de  Belgique, 
3«  série,  t.  VIII,  p.  317-822. 

Deruj'ts  [J.).  —   Sur  une  classe  de  polynômes  conjugués.  (1-20). 

Voir  l'analyse  du  Rapport  de  M.  Le  Paige  {Bulletins  de  l'Académie  de 
Belgique,  3"  série,  t.  Xtl,  p.   r2-i5). 


MÉMOIRES  DE  l'Acadéaiie  royale  des  Scuiinces,  des  Lettres  et  des  Beaux- 
Arts  DE  Belgique.  Bruxelles,  F.  Ilayez.  In-4"  (^). 

TomeXLVI;  1886. 

Catalan  {E-)-  —  Quelques  théorèmes  d'Arithmétique.  (1-16). 

Nombreux  théorèmes  analogues  à  celui  de  Lionnct  :  «  Si  n  est  un  nombre 
premier  supérieur  à/>  +  i,  S^,  ^  i/^+ 2/'  +  . .  .4- /i'' est  divisible  par  «.  Quelques 
autres  se  rapportent  à  la  décomposition  de  divers  nombres  en   carrés.  Ainsi 

( «2  +  c' )'p'  +  2 [( a'-  +  b-  +  c') c-  —  a'- b-] pq  +  { b""  -^  c- ) q"- 

est  la  somme  de  quatre  carrés  si  pq  est  un  carré;  de  deux  carrés,  si,  en  outre, 
a^  +  6*  +  c^  est  un  carré.  » 

Catalan  {E.).  —  Problèmes  et  théorèmes  de  probabilités.  (1-16). 

Application  du  principe  suivant  :  «  La  probabilité  d'un  événement  futur  ne 
change  pas  lorsque  les  causes  dont  il  dépend  subissent  des  modifications  in- 
connues. » 

Hii  n  iG.-A .).  —  Recherches  expérimentales  et  analytiques  sur 
les  lois  de  l'écoulement  et  du  choc  des  gaz  en  fonction  de  la 
température.  (1-2  17,  3  Planches). 

Voir   Bulletins  de  l'Académie  de  Belgique,  o"  série,  t.  IX,  p.  ^\o--ji,  i885. 


(')  ^■oil■  Bulletin.  \I^.  p.  223. 
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une  analyse  critique  de  ce  Mémoire  par  MM,  Folie,  Melsens  et  Van  der  Mens- 
brugglie.  Il  fait  suite  à  un  Mémoire  analysé  antérieurement  dans  le  Bulletin. 

Catalan  {E .).  —  Sur  un  développement  de  l'intégrale  elliptique 
de  première  espèce  et  sur  une  suite  de  nombres  entiers.  (1-22). 

L'auteur  trouve,   en    employant   les  notations   de    Legendre    [F(c)  pour  K, 
c  pour  k,  b  =  i—  2x  pour  A'], 

0  00'' 

et  l'on  a 

Pn   =   8"Q„,  l\  =  l,  P,    =   8, 

n^P„-8(3/i^-3/i-hi)P„_. +i28(/^-i)^P„_,  =  0. 

Les  nombres  Q„  sont  entiers;  X„  désigne  le  polynôme  de  Legendre.  L'auteur 
fait  connaître  maintes  propriétés  des  nombres  P„,  Q„. 

Catalan  {E.).  —  Sur  les  fonctions  X/^  de  Legendre.  Troisième 
Mémoire.  (1-28). 

Complément  des  recherches    analysées  antérieurement  dans  le  Bulletin. 

Catalan  {E.).  —  Sur  quelques  intégrales  définies.  (1-24). 

Etude  de  diverses  intégrales  apparentées  aux  fonctions  X,,,  les  suivantes,  par 
exemple, 

dx  /^'-   cos="-^  cp  d'o 


f 


{x^^\  )"  sjx'  —  a= 


/^_cos^ 
\  cos^a 


r  2    cos^"-'  w  c/w  r  2    sin^'^-'  w  d(ù 

Jq      (i— [J-sin^oj)"'      J^      (i  — jxsin^to)" 

Développements  divers  en  série. 

Uirn  (G.).  —  La  cinétique  moderne  et  le  dynamisme  de  l'avenir. 
Réponses  à  diverses  critiques  faites  par  M.  Clausius  aux  con- 
clusions de  mes  travaux  précédents.  (1-82,  2  Planches). 

Essai  de  réplique  à  la  réponse  de  Clausius  {Bulletins  de  l' Académie  de 
Belgique,  3«  série,  t.  XI,  p.  i73-i()3).  D'après  M.  Iù)lic  {ibid..  t.  XII,  p.  '1-9), 
la  théorie  cinétique  des  gaz  attacjuée  par  M.  llirii    n'est  pas  colle  de  Clausius. 
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MATHESIS,  RECUEIL  mathématique  a  l'usage  des  écoles  spéciales  et  des 
ÉTABLISSEMENTS  d' INSTRUCTION  MOYENNE,  public  par  P.  Maiision^  professeuF 
à  l'Université  de  Gand,  et  /.  Neuberg,  professeur  à  l'Université  de  Liège. 
Gand,  Ilostc;  Paris,  Gautliier-Villars  ('). 

Tome  VI;  1886. 

Neuberg  (/.).  —  Sur  le  point  de  Tarry.  (S--^). 

Cet  article  se  rattache  étroitement  à  la  question  suivante,  traitée  pages  208- 
212  du  tome  V  de  Mathesis  : 

«  Trouver  dans  le  plan  d'un  triangle  ABC  le  lieu  d'un  point  M  tel  que  les 
perpendiculaires  menées  par  A,  B,  C,  respectivement  sur  les  droites  MB,  MC, 
MA,  se  coupent  en  un  même  point  M'.  » 


(0 

(2) 


1.  Les  lieux  des  points  M  et  M'  ont  pour  équations  en  coordonnées  normales 
cosBsinC        cosCsinA        cosAsinB 


? 


T 


sinBcosC        sinCcosA        sinAcosB 

a  p  y 


Ce  sont  des  coniques  passant  par  A,  B,  C  et,  respectivement,  par  les  points  de 
rencontre  des  hauteurs  AH,  BH,  CH  avec  les  perpendiculaires  menées  sur  AB, 
BC,  CA  par  B,  C,  A,  ou  sur  AC,  CB,  BA  par  C,  B,  A. 


2.  Les  équations  (1)  et  (2)  donnent,   par  addition  et  par  soustraction, 
(3) 
(4) 


sinA        sinB        sinC 

■  +  —^ 1 =  o, 

a  .3  Y 

sin(B  — C)        sin(C  — A)        sin(A  — B) 


P 


T 


équations  du  cercle  ABC  et  de  V hyperbole  de  Kiepert. 

Les  quatre  courbes  (i),  (2),  (3),  (4)  se  coupent  en  un  même  point  N, 
appelé  point  de  Tarry.  Ce  point  N  jouit  de  la  propriété  que  les  perpendicu- 
laires menées  sur  NA,  NB,  NC,  respectivement,  par  A,  B,  C  ou  par  B,  C,  A. 
ou  par  C,  A,  B,  concourent  en  trois  points  R,  R',  R". 

R  est  à  l'intersection  du  cercle  ABC  avec  l'ellipse  de  Steiner.  C'est  le  point 
commun  aux  trois  cercles  osculateurs  à  cette  ellipse  en  A,  B,  C.  Pour  celte 
raison,  R  est  le  point  de  Steiner  du  triangle  ABC. 

Le  triangle  RR'R"  est  inscrit  à  l'ellipse  de  Steiner  et  a  même  centre  de  gra- 
vité que  ABC.  Des  points  R',  R"  on   voit  les  côtés  a,  b,  c  sous  les  angles  B,  C, 


(')  Voir  Bulletin.    Ce    Recueil    paraît   en    livraisons  mensuelles  de  2^  pages, 
parfois  avec  suppléments.  Prix:  7^"", 00  pour  la  Belgique;  f/"'  pour  l'Union  postale. 
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A  ou  C,  A,  B,  ce  qui  établit  un  rapprochement  curieux  entre  ces  points  et  les 
points  de  Brocard. 

3.  Menons  par  un  point  quelconque  M  des  perpendiculaires  sur  BC,  CA,  AB, 
et  soient  A,,  B,,  C,  leurs  intersections  avec  ces  côtés;  soient  aussi  A^,  B^,  C^ 
les  intersections  de  MA,,  MB,,  MC,  avec  b,  c,  a,  et  A,,  B^,  Gj  les  intersections 
avec  c,  a,  b.  On  a  (S  étant  un  signe  sommatoire) 

2  AjBjG,  =  S  [i^Y  sin  A, 

2  A^  B^  C,  cos  A  cos  B  cos  C  =  S  py  cos  B  si n  C, 

2  A3B3C3  cos  A  cosB  cos  G  =  8^7  sinB  cos  G. 

De  là  résultent  des  théorèmes  assez  curieux.  Ainsi  : 

«  1°  Les  coniques  (i)  et  (2)  sont  les  lieux  des  points  tels  que  les  points  A^, 
B^,  Gj  ou  les  points  A3,  B,,  G3  soient  en  ligne  droite. 

))  2°  Si  le  point  M  se  meut  sur  la  circonférence  ABG  ou  sur  l'hyperbole  de 
Kiepert,  les  triangles  A^B^G,,  A3B3G3  ont  même  aire,  en  valeur  absolue. 

»  3°  Si  le  point  M  se  meut  sur  une  conique  passant  par  les  points  A,  B,  G, 
N,  il  existe  un  rapport  constant  entre  les  aires  de  deux  quelconques  des 
triangles  A,B,G„  A^B^G,,  A3B3G3. 

»  4°  Les  perpendiculaires  abaissées  du  point  de  Tarry  sur  les  côtés  de  ABG 
rencontrent  ceux-ci  en  neuf  points  qui  sont  répartis  sur  trois  droites  A,B, G,, 
A,B,G„  A3B3G3.  » 

Realis  [S.).  —  Sur  quelques  relations  nouvelles  entre  les  fonc- 
tions hyperboliques  et  les  fonctions  circulaires.  (^-12). 

On  trouve  les  relations 

^-. ,              ~T"          ,                 o  n  00  ~z'  jl 

C\\x  <  e2  <  secx, <  e^  <  — 


X  s\nx 


par  la  considération  du  développement,  en  produit   infini,    des  fonctions  con- 
sidérées. 

Uarbariii.  —  Axes  des  sections  planes  des  surfaces  du  second 
ordre.  (25-3  r,  /jy-So). 

'^esaro  {E.).  —   Sur  une  condition   définissant  des  familles   de 
courbes.  (53-54). 

1.  Les  courbes  telles  que 
1'  et  O  étant  des  fonctions  de  l'arc  s,  ont  pour  rayon  de  courbure 


PQv/P^— Q'^ 


P  (  P^  —  Q'^  )  -h  Q  (  i"  (V  —  PQ"  ) 
les  dérivées   étanl  prises  par  rappori  11  .v.  'l.    Les  spiralo   logarilliniiqiio   soui 
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les  seules  lignes  telles  que  si  un  point  les  parcourt,  su  distance  au  centre  de 
gravité  du  chemin  parcouru  varie  proportionnellement  à  la  longueur  de  ce 
môme  chemin. 

Lemoine   et  Neuberg.  —  Note    sur   la   géométrie   du    triangle. 
(55-59,  73-75). 

Contributions  à  la  Géométrie  récente  (points  de  Lemoine,  de  Brocard,  de 
Tarry,  hyperbole  de  Kiepert,  etc.). 

Novarese  {IL).  —   Sur  une  propriété  du   paraboloïde  hyperbo- 
lique. (75-76). 

Parmi  les  segments  des  génératrices  d'un  système,  qui  sont  compris  entre 
deux  génératrices  de  l'autre  système,  le  segment  qui  appartient  à  la  génératrice 
passant  par  le  sommet  a  une  longueur  minimum. 

D''Ocagne.  -^  Sur  un  problème  de  limite.  (76-79). 

Mansion  (P-).  —  Principe  fondamental  delà  théorie  des  fractions 
continues  périodiques.  (80-84). 

Tarry  (G.).  —   Sur  les  figures   semblables   associées.   (97-100, 
i48-i5i,  196-203). 

Les  propriétés  du  triangle  relatives  aux  points  et  au  cercle  de  Brocard 
peuvent  être  déduites  de  la  théorie  générale  d'un  système  de  trois  figures 
directement  semblables  {Matliesis,  t.  II,  p.  78).  L'auteur,  en  considérant  un 
nombre  quelconque  de  figures  semblables,  étend  à  certains  polygones,  dits 
poly gones  harmoniques,  maintes  propriétés  du  triangle.  Voici  quelques-uns 
des  nouveaux  théorèmes  de  M.  Tarry.  1.  Dans  n  figures  associées  (c'est-à-dire 
des  figures  directement  semblables  renfermant  deux  groupes  de  n  droites  coo- 
courant  respectivement  en  deux  points),  le  polygone  formé  par  n  droites  ho- 
mologues quelconques  est  perspectif  avec  le  polygone  qui  a  pour  sommets 
les  centres  de  similitude.  2.  Une  ligne  harmonique  (c'est-à-dire,  une  ligne 
Aj  A,. . .  A,^^,,  inscrite  dans  une  circonférence,  telle  que  les  droites  A^A^,  A^Aj,  , .., 
A„A„_^,,  soient  homologues  dans  îi  figures  associées)  peut  se  transformer  en  une 
ligne   régulière,  par  inversion. 

Ilabicli  {E •)'  —  Siu^  une  question  de  roulettes.  (io3-io6). 

La  ligne  sur  laquelle  il  faut  faire  rouler  un  cercle  pour  qu'un  point  quel- 
conque de  son  plan  décrive  une  droite  est  la  courbe  de  Delaunay  {Journal  de 
Liouville,  t.  YI,  p.  809;  1841).  Recherche,  par  un  procédé  élémentaire,  delà 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  surface  de  révolution  soit  à 
courbure  moyenne  constante. 

Mansion  (P-)-  —   Longueur  de  la  boucle  de  la  logocyclique  ou 
strophoïde.  (108-1  10). 
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lalsted.  —  Théorèmes  de  Descartes  et  d'Euler.  (121- 122). 

jazzeri  et   Habicli.   —  Division   d'un  angle   en  parties  égales. 

(122-123). 

Construction    d'une    courbe  servant  à    la  division   d'un    angle  en   n   parties 
égales;  pour  n  =  oc,  elle  devient  la  quadratrice  de  Dinostrate. 

'^auquembergue  {E-)-  —  Détermination  du  nombre  maximum 
de  sphères  égales  qui  peuvent  toucher  à  la  fois  une  autre  sphère 
de  même  rajon.  (i24-i25). 

L'auteur  élablit  seulement  que  le  nombre  des  sphères  est  au  moins  égal  à 
douze. 

^esaro  {E .).  —  Source  d'identités.  (i26-i3i). 
Posons 

^\(^)  =  (t  — '7-2^)(i—  q''a:)...{i  —  q"3:),         F„(^)  G„(^)  =  i. 
On  aura 

conséquences  nombreuses  dans  la  théorie  des  séries  elliptiques. 
Seelhof.  —  Un  nouveau  nombre  parfait.  (loo-ioi,  178). 
Lucas  (Ed.).  —  Sur  les  nombres  parfaits,  (i 45- 148). 

Stem  (A.).  —  Sur  les  nombres  parfaits.  ( 248-200 ). 

Liste  des  nombres  parfaits  anciennement  connus.  Le  nombre  2'"'(2''' — i)  est 

un  nombre  parfait.  Tous  les  nombres   parfaits  pairs   sont  donnés  par  la  règle 

!  d'EucIide.  On  n'a   pas  démontré  qu'il  n'y  a   pas  de  nombres  parfaits  impairs  : 

un  nombre  parfait  impair,  s'il    existe,  est  de  la  forme  «'/'+» 6^'/ c^'' Autres 

théorèmes  sur  les  nombres  parfaits. 

3ergmnns  {€.).  —  Théorèmes  sur  la  parabole.  (\C)()-\'j'ï). 
^yesaro  {E.).    —  Remarques  sur  uuc   formule  de  jXc^vtou.  (172- 

■74)- 

Soient  c^,s-  les  sommes  des  produits  la  i  cl  des  puissances  r'*""'»  des  élémcMils 
a?„  x.^,  ...,  x„\  on  a 
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formule  d'où  Ton  (It'duiL  maintes  généralisations  des  théorèmes  de  Newton  sur 
les  fonctions  symétriques. 

Geliii  {E .).  —  Sur  les  combinaisons  avec  répétition.   (i7^'>-i78). 
Cesaro  {E.).  —  Théorème  d'Alt^èl)re.  (i()3-i95). 

Si  fx  =  o  est  une  é(juation  algébrique  dont  les  racines  sont  réelles, 

/,  X  ~  f  X  +  cif'x  —  o 
a  aussi  ses  racines  réelles,  quand  a  est  réel.  Il  en  est  de  même  pour 

f.,x  —  f^x  -\-bf[x  —  o,        /, X  ■=  f,x  -\-  cf!t  X,         . . . , 
b,  c,  ...,  étant  aussi  réelles.  Applications  diverses. 

Baker  {M.).  —  Aire  du  triangle.  (2o3-2o5). 
Nouvelles  formules. 

Deivaff  (E.).  —  Tangente  et  foyer  de  la  focale  de  Quetelet.  (21-- 
218). 

Neuherg  (J.)-  —  Note  snr  la  stroplioïde.  (219-223). 

Tangente,  normale,  rayon  de  courbure  de  cette  courbe,  obtenus  par  divers 
procédés. 

Gilbert  (Ph.).  —  Sur  qnelqnes  théorèmes  de  Shise.  (241-244)- 

Massau.  —  Généralisation  du  premier  iliéorème  de  Slnse.  (245- 

273). 

Le  Paige.  —  Sur  le  théorème  de  Sluse.  (273). 

Si  l'on  fait  tourner  la  cissoïde  ordinaire,  ou  cissoïde  du  cercle,  autour  de 
son  asymptote,  le  solide  engendré  est  égal  au  volume  du  tore  engendré  par  la 
révolution  du  cercle  générateur  autour  de  la  même  droite.  M.  Gilbert  démontre 
ce  joli  théorème  par  le  Calcul  intégral,  INI.  Le  Paige  au  moyen  du  théorème  de 
Guldin  (procédé  de  Sluse).  M.  Massau  montre  qu'il  est  vrai  pour  la  cissoïde 
d'une  courbe  quelconque  et  qu'il  existe  un  théorème  analogue  pour  le  moment 
d'inertie  d'une  cissoïdale  du  second  degré.  Autres  théorèmes  de  Sluse,  généra- 
lisés par  M.  Gilbert. 

De  LongcJiamps  (G.).  —  Sur  la  potentielle  triangulaire.  {2^6- 

9,48). 

I^^tude  sur  la  courbe  qui  a  pour  ('(luations  en  coordonnées  barycentriques 

X  :y  :  z  —  aV  :  A/'  :  rv, 
a,  h,  c  étant  les  trois  côtés  d'un  Iriangle. 


UEVUE   DES   PUBLICATIONS.  35 

Mansion  (P-)-  —   Principes  généraux  de  la  théorie  des  limites. 

(265-272). 

Bibliographie;  biographie;  variétés;  questions  proposées;  ques- 
tions   résolues;    questions    d'examen;    Notes    mathématiques. 

(Passim). 

Suppléments. 

Mansion  (P-)-  —  Comptes  rendus  du  (c  Traité  d'Arithmétique 
élémentaire,  du  Précis  d'Arithmétique  et  du  Recueil  de  pro- 
blèmes d'Arithmétique  »  de  M.  l'abbé  Gelin.  (8  pages). 

Extrait  de  la  Revue  de  V Instruction  publique  en  Belgique,  t.  XXIX, 
p.  38-45;  1886. 

Mansion  (P-)-  —  Principes  d'une  théorie  nouvelle  des  fonctions 
élémentaires  d'une  variable  imaginaire.  (4o  pages). 

Extrait  des  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  2"  Partie, 
p.  i-^o;  9*  année,  i885. 

Lemoine  (Êm.).  —  Propriétés  relatives  à  deux  points  du  plan 
d'un  triangle  qui  se  déduisent  d'un  point  quelconque  du  plan 
comme  les  points  de  Brocard  se  déduisent  du  point  de  Lemoine. 

(27  pages). 

Extrait  du  Congrès  de  Grenoble  (i885)  de  l'Association  française  pour 
l'avancement  des  Sciences. 

Outre  le  sujet  indique  dans  le  titre,  l'auteur  traite  en  huit  pages  substan- 
tielles, l'histoire  de  la  Géométrie  récente  du  triangle. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences. 

Tome  CV;  1887  (»). 

flumbert  (G.).  —  Sur  le  lieu  des  fojers  d'un  faisceau  langenticl 
de  courbes  planes.  (54-55). 


(')  Voir  Bulletin,  \ll,,  p.   170. 
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Le  lieu  tics  loyers  des  courbes  d'un  faisceau  tangcntiel  dclcrniiné  par  deux 
courbes  A  et  B  de  classe  n  est  une  courbe  telle  que,  si  Ton  joint  un  de  ses 
points  aux  n  foyers  réels  de  A  et  aux  n  foyers  réels  de  B,  les  deux  systèmes 
obtenus  aient  même  orientation. 

Si  les  deux  courbes  A  et  B  ont  des  foyers  à  l'infini,  le  lieu  des  foyers  des 
courbes  du  faisceau  peut  être  défini  comme  le  lieu  des  points  d'où  l'on  voit  un 
certain  nombre  de  segments  rectilignes  sous  des  angles  dont  la  somme  est 
constante,  et  réciproquement. 

On  retrouve  ainsi  des  courbes  étudiées  par  1\[.  Darboux. 

AppelL  —  Sur  les  invariants  des  équations  dliréreiiLlellcs.  (55-58). 

Dans  une  Note  publiée  à  la  fin  du  Volume  précédent  des  Comptes  rendus, 
l'auteur  indiquait  la  possibilité  d'étendre  la  tbéorie  des  invariants  des  équa- 
tions difiérenlielles  linéaires  et  homogènes  aux  éfiuations  homogènes,  mais  non 
linéaires.  Il  compare  ses  résultats  avec  ceux  qu'a  obtenus  antérieurement 
INI.  R.  Liouville  (même  liecueil,  t.  CIII  )  et  montre  que  les  cas  d'intégrabililé 
signalés  par  M.  \\.  Liouville  sont  ceux  oîx  l'équation 


dx 


=  a  ç^'  +  ji  c^'  +  y  (^ 


peut  être  transformée  en  une  autre  de  même  forme  à  coefficients  constants. 
INL  Appell   donne  ensuite   le  moyen  de   trouver   les  invariants    de  l'équation 

particulière 

y-' y"  =  a^y'"  -Ar  ay-' y  +. . .+  a„r'S 

relatifs  tant  au  changement   de   variable  qu'au    changement  de  fonction  de  la 

forme 

V  —  vyo{x)  -^  'l^{x). 

Ce  sont  les  coefficients  J  de  l'équation  ramenée  à  la  forme  réduite 

dW  ^  I  ,  T  .  T 

oîi  (v"  a   pour  coefficient  l'unité  et   où  les  termes  en  (v"-'  et    w  manquent.  Si 
ces  invariants  sont  des  constantes  ou  s'ils  sont  de  la  forme 


T  1.    rX  —  n 

l'équation  proposée  est  réductible  à  une  autre  du  même  type,  mais  à  coeffi- 
cients constants,  qui  admet  des  intégrales  particulières  de  la  forme  e''-^. 

Painlevé.  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires.  (58-6i). 

Rappelant  les  résultats  de  sa  précédente  (Communication  (t.  CIV),  l'auteur 
prouve  qu'on  peut  toujours  vérifier  si  l'intégrale  de  l'équation 

}'"'+  by'  -^  cy  =  o 


est  algébrique,  ou  ramener  r('-((uation  à  une  (|uadrature.  Il  montre  que  sa  nie- 
llirxle   s'applique   à    une    équation   linéaire   d'ordre   quelconque.    J']lle  convient 


REVUE   DES   PUBLICATIONS.  3; 

aussi  à  l'éLude  des  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  où  les  dérivées 
/•,  s,  t  d'une  fonction  z  sont  trois  expressions  linéaires  et  homogènes  relative- 
ment à  -S,  /?  et  q.  La  recherche  des  cas  où  leur  intégrale  est  algébrique  rentre 
dans  le  problème  plus  général  de  la  transformation  de  ces  systèmes. 

Robiîi  (G.).  —  Sur  les  explosions  au  sein  des  liquides.  (6i-64). 

Au  début  de  sa  Note,  l'auteur  pose  sans  démonstration  ce  principe  nouveau 
qui  contient  toute  la  théorie  des  percussions  : 

Étant  donné  un  système  actionné  par  des  percussions  connues  P,  si  l'on  dé- 
signe par  p  l'excès  géométrique  de  la  vitesse  du  point  de  masse  m,  après  la 
percussion,  sur  sa  vitesse  avant  la  percussion,  la  quantité 

-  ^m/r-—  SP^,  cos(P.  p) 

doit  être  un  minimum. 
C'est  ce  principe  que  INI.  Robin  emploie  pour  résoudre  le  problème  suivant  : 

«  Un  liquide,  homogène  et  de  densité  [x,  limité  par  des  surfaces  libres  et  des 
parois  fixes,  est  en  repos.  Dans  ce  liquide  plonge  ou  flotte  un  solide  libre.  Une 
sphère  de  rayon  infiniment  petit  R  éclate  au  sein  du  liquide  avec  une  intensité 

de  percussion  -—  uniforme  en  tous  les  points  de  sa  surface.  On  demande  :  i°la 

vitesse   {u,  v,  iv,  p,  q,  r)  imprimée  au  corps  solide    par  l'explosion;  2"  la  per- 
cussion en  tout  point  du  liquide.  » 

La  théorie  générale  que  l'auteur  résume  a  été  appliquée  par  lui  à  l'ellipsoïde 
et  au  disque  elliptique  flottants.  Dans  le  cas  particulier  d'une  sphère  libre,  à 
demi  immergée  dans  un  liquide  pesant  qui  remplit  la  moitié  de  l'espace, 
quand  le  centre  d'explosion  se  trouve  sur  la  verticale  passant  par  le  centre  de 
la  sphère,  on  a  cette  proposition  remarcjuable  :  La  sphère  est  soulevée  avec  une 
vitesse  qui  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  profondeur  du  centre  d'ex- 
plosion, mais  qui  ne  dépend  pas  du  rayon  de  la  sphère  immergée. 

liéveille.  —  Déterniinalion  des  éléments  de  courbure  de  la  sur- 
face décrite  par  un  point  quelconque  d'un  solide  invariable, 
dont  quatre  points  donnés  décrivent  des  surfaces  dont  les  élé- 
ments de  courbure  sont  donnés.  (159-16.'^). 

DmboKX.  —  Sur  les  équations  linéaires  à  deux,  variables  indé- 
I      pendantes,  (igg-p.oi). 

Ktant  donnée  une  équation  à  deux  variables  indt'pendantcs,  linéaii'o  et  du 
second  ordre,  dont  on  connaît  l'intégrale  générale,  l'aulour  enseigne  à  foinier 
au  moyen  de  cette  intégrale  générale  et  de  diverses  solutions  partirulièros 
quelconques,  linéairement  indépendantes,  une  fonction  Z  qui  satisfera,  elle 
aussi,  à  une  équation  linéaire  du  second  ordre,  dont  elle  sei'a  l'inlégrale  géné- 
rale. Kn  consé({ueuce,  on  peut  déduire  de  cluKjue  équation  linéaire  du  second 
ordre,  dont  on  possède  l'intégrale  générale,  une  infinité  d'autres  équations  de 
même  forme,  contenant  autant  de  fonctions  arbitraires  qu'on  voudra,  et  dont 
l'intégrale  générale  sera  connue. 

Bull,  des  Sciences  niathém.,  ■>''  série,   t.  MIL  (Mars  iSSi)."!  l{.\ 
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Aiitonne.    —    Sur   les  groupes  cubiques   Grcmona   d'ordre  fini. 


(267-270). 


Il  s'agit  des    j^roupes    (déjà    étudies    par    l'auteur)  formés    de   substitutions 
birationnelles 

{l  =  1,  2,3), 

oii  n  est  un  des  trois  premiers  noml)res  entiers.  Si  11  =  3,  toutes  les  cubiques 
du  réseau  Sw.cp.  =  o,  où  u-  est  une  constante  arbitraire,  ont  un  même  point 
double  fixe,  ou  pâle.  Le  groupe  est  monopolaire  si  toutes  les  substitutions 
du  groupe  ont  même  pôle. 

Tout    groupe   cubique    Creniona    monopolaiie   est  composé  de  substitutions 
tautopolaires  de  la  forme 


R 


(«  =  I,  2  OU  3), 


où  les  p  sont  des  constantes  arbitraires  de  déterminant  différent  de  zéro,  les  a 
et  A  des  formes  binaires  en  ^,,  z^  d'ordre  égal  à  l'indice  et  identiquement 
nulles  pour  un  indice  négatif. 

Tout  groupe  tautopolaire  G  dérivé  des  substitutions  R,  où  n  est  un  entier 
positif  quelconque,  est  isomorphe  au  groupe  S  dérivé  des  substitutions 
linéaires  binaires 

et  à  a  substitutions-unité  de  2  correspond  dans  G  le  groupe  normal  F  dérivé 
des  substitutions  normales 

''.^         -2(V2-3   +   ^„-.) 

-3>  B,,_,^3  +  R„ 

où  6,  B  désignent  des  formes  binaires  en  5,,  z^_  d'ordre  égal  à  l'indice. 

Tous  les  groupes  normaux  et  d'ordre  fini  appartiennent  à  quatre  types 
dérivés  de  substitutions  que  l'auteur  fait  connaître. 

Bertrand  (^J .Y  —    Caleiil   des   probabilités.   Solution  d'un  pro- 
blème. (369). 

Deux  candidats  A  et  B  sont  soumis  à  un  scrutin  de  ballottage.  Le  nombre 
des  votants  est  [x;  A  obtient  m  suffrages  et  est  élu,  B  en  obtient  \i.  —  m.  Quelle 
est  la  probabilité  pour  que,  pendant  le  dépouillement,  le  nombre  des  voix  de 
A  ne  cesse  jamais  de  surpasser  celles  de  B? 
im  —  ;x 


Réponse 


H- 


Bertrand  (/•)•  —  Formule  nouvelle  pour  représenter  la  lonsion 
maxima  de  la  vapeur  d'eau.  (390-89/1  ). 
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Les  données  de  l'expciMcncp  onl  conduit  M.  lîerLrand  à  l'cqualion 

pv 

— = • — ■  0  U~ 


T  +  127 

entre  la  pression,   le  volume  spécifique  et   la  température  de  la  vapeur  d'eau 
aux  environs  de  la  saturation.  Dès  lors  la  formule  de  Glapcyron, 

Ci  y 
où  la  chaleur  d'évaporation  /•  est  fournie  très  exactement  par  la  formule 

r  =  800  —  o,7o.')T, 
donne,  par  une  intégration  très   facile,  cette  expression  de  la  tension  maxima 

p  =  G  -— TT-TT-. (I02G   =  .t4,2IOS3). 

Barbier.  —  Généralisation  du  problème  résolu  par  M.  J.  Ber- 
trand. (  ^07). 

Kœiiigs.  —  Recherches  sur  les  surfaces  par  chaque  point  des- 
quelles passent  deux  ou  plusieurs  coniques  tracées  sur  la  sur- 
face. (407-409). 

Chaque  fois  qu'une  surface  admet  deux  systèmes  simples  de  génératrices  du 
second  degré  (c'est-à-dire  est  telle  (jue  par  un  point  il  ne  passe  qu'une  conique 
de  chaque  système),  cette  surface  est  un  cas  particulier  ou  un  cas  limite  d'une 
surface  du  huitième  ordre,  dont  les  coordonnées  ponctuelles  .r,,  x.,,  x^^  .r.  sont 
proportionnelles  à  quatre  polynômes  de  la  forme 

/.(A,  [J.)  £s  («.);=  +  b\  H-  c.)[x^-i-  («/)v-  +  b\\  +  Ci)\i.  -i-rtJV+  h"i\  +  c/, 

où  X,  [JL  sont  deux  paramètres.   On  peut  disposer  des  a-,  b-,  c-  de   manière  que 
les  coniques  se  réduisent  à  des  cercles. 

Cette  surface  remarquable,  qui  est  représentubic  sur  le  plan,  comprend  une 
foule  de  surfaces  bien  connues  :  les  (luadricpies,  la  surface  de  Steiner,  les  sur- 
faces cubiques,  les  surfaces  du  quatrième  ordre  à  conique  double,  etc. 
IM.  Kœnigs  en  donne  une  définition  géométrique  qui  la  rattache  d'une  autre 
façon  aux  surfaces  du  (luatiième  ordre  à  conique  double. 

Combescure.  —  Sur  l'application  des  surfaces.  (/î3/î-435). 

Le  problème  de  l'application  des  surfaces  peut,  |);ir  un  choix  parlituilier  des 
variables,  se  ramener  à  l'intégration  d'une  é(iuatioii  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  et  à  deux  variables  indépeudantes,  dans  la(|uellc  les  (l(Mivi'(>s  du 
sc("ond  ordi'c  entrent  sous  foi-me  li ru-aire  senleuienl. 

I  Bui'bu'.r.  —  Théorème  relatil  ati   jeu  de  lolo.  {4>.)). 
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André  {D.).  —  Solution  directe  du  problème  résolu  par  M.  Ber- 
trand. (43(3-/1 3  7). 

Bertrand   (^.).    —   Observations    sur   deux   Notes    précédentes. 

(437-439). 

A  propos  de  ces  deux  Notes,  INI.  Bertrand  se  pose  et  résout  le  problème 
suivant  : 

«  Un  joueur  expose  à  un  jeu  de  hasard  la  «'^""^  partie  de  sa  fortune  et  renou- 
velle l'épreuve  indéfiniment.  Quelle  est  la  probabilité  pour  qu'il  se  ruine  et  que 
la  (  2[j.  + /«  )'^°'"'  partie  lui  enlève  son  dernier  écu?  » 


r(  2;j.  + /i -t-i)        /iYH-+» 


Réponse  :  '■ „  .  ^  ^  ,  ^   . 

^  2[jL  +  /ir(;j.-i-/i-i-j)r(p.-i-i)  \2 

grandes  valeurs  de  ;jl, 


ou  sensiblement,  pour  les 


/: 


(2|j.  +  ;0i/-  (2[x  +  n) 

Liouville  {R-)-  —  Sur  une  classe  d'équations  différentielles  du 
premier  ordre  et  sur  les  formations  invariantes  qui  s'y  rap- 
portent. (46o-4()3). 

Dans  une  Communication  précédente,  l'auteur  a  montré  comment  l'équation 
du  premier  ordre 


(0 


y-^a^y'-^?>a^y-  +  ^a^y  -\-a^-  o 


peut  se  ramener  aux  quadratures  s'il  existe  entre  ses  coefficients  et  leurs 
dérivées  certaines  relations;  à  ce  sujet,  il  a  signalé  deux  invariants  de  l'équa- 
tion (t),  s,,  5.  (de  poids  3  et  5)  pour  les  transformations 


(■^) 


dx 


clx 


:  =/(^)'     r  =  r,?(^)- 


Ces  deux    invariants  doivent  aussi   être  invariants  de  l'équation  du   second 
ordre 

(3)  Y"-+-a,Y'^+3a^Y'='+  3a3Y'+a,  =  o, 

pour  les  transformations 


(4) 


dx 
dx 


J  =  F(.^),         Y  =  Y, +  ci,(^). 


Or,  si  l'on  pose,  en  général, 

•^.m  +  i  =  «.  <.n-a  -  (  2  Wl  -  I  )  5,,„_,  [  «',  +  3  (  «^  -  «,  «,  )], 

les  expressions  «,,  5„,   ...  jouissent  aussi  de  la  propriété  d'invariance  à  l'égard 
(les  substitutions  ( '|  )  et  leur  poids  est  égal  à  leur  indice. 
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Cette  série  d'invariants  donne  un  moyen  commode  de  traiter  les  questions 
relatives  à  l'équation  (i),  par  exemple  celle-ci  : 

Trouver  les  conditions  que  doivent  remplir  les  coefficients  de  l'équation  (i) 
our  qu'elle  soit  réductible  à  la  forme 

k  étant  une    constante.  La    réduction    ayant    lieu,   l'équation   (5)  se  ramène  à 
cette  autre 

4X"+3A-(2Yh-/OX  =  o, 

dont  l'intégrale  a  été  donnée  par  Jacobi  et  par  Kummcr. 

Port.  —  Sur  la  résolution,  dans  un  cas  particulier,  des  équations 
normales  auxquelles  conduit  la  méthode  des  moindres  carrés. 

(491-494). 

Delauney.  —   Sur  les  distances  des  planètes  au  Soleil  et  sur  les 
distances  des  comètes  périodiques.  (01 5-5 16). 

Si  l'on  prend  pour  unité  la  distance  de  la  Terre  au  Soleil,  les  distances  des 
planètes  au  Soleil  peuvent  être  représentées  par  la  formule 

D  =  0,008268  X  86''^"''", 

dans  laquelle  on  donne  à  11  successivement  les  valeurs  de  i,  2,  3,  .... 

Les  distances  moyennes  des  dix  comètes  périodiques  connues  au  centre  ilu 
Soleil  peuvent  être  représentées  par  la  formule 

I)  =  i,8c/|  X  i,i5ii='\ 

Il  existe  une  lacune  correspondant  à  /i  —  1.  Sept  comètes  doivent  être  consi- 
dérées comme  formant  un  même  groupe  analogue  aux  petites  planètes. 

Barbier.  —  Sur  une  généralisation  de  l  indicatrice  de  Cli.  J3u[)in. 

(5i6-5i8). 

Construction  de  l'intersection  limite  de  deux  sjirfaces  inliiiimcMit  pi-cs  dèlre 
tangentes  : 

Si  p  et  p'  sont  les  rayons  vecteurs  des  deux  indicatrices  au  point  deconlacl, 
la  courbe  qui  donne  la  forme  limite  de  l'interseclion  est  la  conique 


Halphen.  —  Un  théorème  sur  les  lignes  géodésiqucs  de   l'cllip- 
soïde  de  révohilion  allongé.  (535-53(>). 

Toute  ligne  géodésique  tracée  sur  un  ellipsoïde  de  révolution  allongé  se 
projette  sur  le  plan  de  l'équateur  suivant  une  courbe  qui  peut  rlic  en^endri'c 
par  une  ellipse  à  centre  fixe  et  roulant  sur  ce  plan. 


4^ 


SIU:ONI)h:  PARTIE. 


Si  l'on  appelle  A,  iJ,  (A>  B)  les  axes  de  rellipsoïde;  C  le  rayon  des  paral- 
lèles tans*^iits  à  la  lis^ne  st^f^flt'sique  ;  «,  b.  {ay-b)  les  axes  de  l'ellipse  rou- 
lante: Il  la  dislance  de  son  centre  au  plan  de  roulement,  on  a 


b-  —  li'  =  C%         a-  —  h'  —  B-, 


b'  = 


B^ 


Halphen.  —  Un  théorème  sur  les  arcs  des  lignes  géodésiqnes  des 
surfaces  de  révolution  du  second  degré.  (583-584). 

Les  tangentes  de  toute  ligne  géodésique  d'une  quadrique  de  révolution 
coupent  chaque  surface  liomofocale  suivant  deux  courbes  distinctes,  égales 
entre  elles  et  qui  peuvent  être  ramenées  l'une  sur  l'autre  par  une  rotation 
autour  de  l'axe. 

Chaque  point  de  l'une  des  courbes  a  donc  sur  l'autre  son  homologue,  ou 
plutôt  une  infinité  d'homologues;  car  chacune  de  ces  courbes,  comme  la 
géodésique  elle-même,  se  compose  d'une  infinité  de  branches  égales  disposées 
de  la  même  manière  autour  de  l'axe  de  révolution. 

Voici  le  théorème  de  M.  Halphen  : 

«  Sur  les  deux  courbes  d'intersection  d'une  surface  liomofocale  on  prend 
deuS:  points  homologues  y,  y'.  En  chacun  d'eux  passe  une  tangente  à  la  géo- 
désique. Soient  x,  x'  les  points  de  contact;  5,  s'  les  arcs  de  géodésiques  abou- 
tissant à  Xf  x'  et  comptés  à  partir  de  deux  points  fixes;  m  le  nombre  des 
points  à  l'infini  qui  séparent  x  et  x' .  La  différence  s' — s  et  la  somme 
xy^{ — \)"'- x' y  diffèrent  par  une  longueur  constante  (+  si  la  surface  liomo- 
focale ne  rencontre  pas  la  géodésique,  —  dans  le  cas  contraire).  » 

Lorsque  la  ligne  géodésique  se  réduit  à  un  méridien,  cette  proposition  se 
confond  avec  des  théorèmes  bien   connus  sur  les  arcs  d'ellipse  et  d'hyperbole. 

Boussinesq.  —  Sur  la  théorie  des  déversoirs  en  mince  paroi  et  à 
nappe  soit  déprimée,  soil  soulevée,  c'est-à-dire  soumise  à  une 
pression  constante  plus  petite  ou  plus  grande  que  celle  de  l'at- 
mosphère exercée  au-dessus.  (585-59o). 

Boussinesq.  —  Sur  la  théorie  des  déversoirs  épais,  ajant  leur 
seuil  horizontal  et  évasé  ou  non  à  l'entrée.  (632-638). 

Matliiea.  —  Sur  un   princi|)e  de  rélectrodvnamique.  (Ôjg-Gôi). 

Quand  un  conducteur  est  traversé  par  des  courants  permanents  qui  entrent 
par  une  électrode  et  sortent  par  une  autre,  sa  surface  se  recouvre  d'une  double 
couche  d'électricité,  dont  l'action,  jointe  à  celle  des  deux  électrodes,  produit 
la  force  éleclromotrice  sur  les  points  intérieurs  au  contlucteur,  tandis  que 
l'action  totale  de  cette  couche  et  des  électrodes  est  nulle  à  l'extérieur. 

Boussinesq.  —  Sur  une  forme  de  déversoir  en  mince  paroi,  ana- 
logue à  l'ajulage  rentrani  de  Borda,  pour  laquelle  le  relcvemeni 
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de  la  face  inférieure  de  la  nappe  liquide,  à  la  sortie  du  déver- 
soir, peut  être  déterminé  théoriquement.  (69-- ^02). 

Ilumbert.  —    Sur  quelques   propriétés    des    surfaces    coniques. 

(739-741). 

L'auteur  introduit  diins  la  théorie  des  cônes  deux  cléments  nouveaux,  Vaxe 
d'orientation  et  le  module,  qui  jouent  par  i^apport  au  cône  le  même  rôle  que 
la  bissectrice  et  l'angle  par  rapport  au  système  de  deux  droites. 

Pour  un  cône  du  second  degré,  l'axe  d'orientation  est  l'axe  de  symétrie  inté- 
rieur, le  module  est  le  produit  27:  sina  sin  ,3,  si  l'on  appelle  a  et  Ji  les  deux 
angles  principaux  des  génératrices  avec  cet  axe. 

Pour  un  cône  de  degré  quelconque, /(^,  y,  z)  —  o,  ces  deux  éléments  seront 
définis  de  la  manière  suivante.  Si  l'on  pose 


^^    rzdy-ydz^  rxdz-zdx^  ^^  ^   f  Y^ 

J    X'  +  y'-^z^  J    x^-^y'--hz^-  J    X'- 


y  dx  —  X  dy 


les  trois  intégrales  étant  étendues  à   toute  la  surface  réelle,  le  plan  d'orien- 
tation du  cône  aura  pour  équation 

\x  +  \yy  +  V ^  =  o  ; 

l'axe  d'orientation  sera  la  normale  élevée  à  ce  plan  par  le  sommet  du  cône;  le 
module  sera  la  quantité 

p  =  v/^'+  IJ-'  +  v^ 

La  propriété  fondamentale  de  la  théorie  développée  par  M.  Humbert  consiste 
en  ce  que  la  différence  des  deux  aires  que  le  cône  découpe  sur  une  sphère  de 
rayon  R  est  égale  à  2pR<:/,  d  étant  la  distance  du  centre  de  la  sphère  au  plan 
d'orientation  du  cône  mené  par  le  sommet 

Les  surfaces  développables  jouissent  d'une  propriété  analogue. 

Guccia.  —  Théorème  sur  les  points  singuliers  des  surfaces  algé- 
briques. (74  1-743). 

Le  nombre  des  conditions  simples  auxquelles  équivaut,  pour  une  surface 
algébrique,  la  condition  de  posséder  en  un  point  donné  une  singularité  donnée 
est  égal  à  l'abaissement  que  cette  singularité  produit  dans  le  nombre  des  points 
d'intersection  de  trois  surfaces  (luelconqucs  qui  la  possèdent,  diminué  de 
l'abaissement  produit  dans  le  genre  de  la  courbe  gauche  commune  à  deux  de 
ces  surfaces  et  augmenté  de  l'abaissement  produit  dans  le  genre  de  l'une 
d'elles. 

Goursat.  —  Sur  la  théorie  des  surfaces  minima.  (7  13-7  i^). 

On  sait  qu'à  une  courbe  minima  donnée  correspond  une  surface  niiuima 
réelle,  parfaitement  déterminée.  Quand  on  fait  subir  à  cette  courbe  un  dépla- 
cement réel,  la  surface  minima  réelle  correspondante  éprouve  le  même  déplace- 
ment; mais,  si  l'on  fait  subir  à  la  courbe  minima  un  dé|)lacement  imaginaire, 
on  obtient  des  surfaces  minima  différentes  do  la  première,  i\o\\\  les  lolalions 
avec  celle-ci  sont  étudiées  par  M.  Goursal. 
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Désignant  par  x^  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  minima 
donnée  S,  par  x^^  y,,,  z^  celles  d'un  point  de  son  adjointe  S^,  l'auteur,  en  par- 
tant des  formules  de  M.  Weierstrass,  obtient  les  expressions  suivantes  des 
coordonnées  x^^  j\,  z^  d'un  point  de  la  surface  S,  obtenue  par  une  rotation 
imaginaire  de  S  autour  d"un  axe  réel  : 

x^  =  X  cos/icp  +  .Ky  sinh'^, 
y^  =  y  cos  h  9  —  ^^  si n  h  cp , 

z^  =  z, 

où  cp  est  un  paramètre  réel.  Connaissant  S  et  S,,,  ces  formules  permettent  de 
construire  S,.  Parmi  les  nombreuses  applications  dont  elles  sont  susceptibles, 
M.  Goursat  signale  la  suivante  :  Quand  une  surface  minima  possède  une  ligne 
de  courbure  plane  ou  une  ligne  asymptotique  hélicoïdale,  les  deux  nappes 
situées  de  part  et  d'autre  de  cette  ligne  se  déduisent  l'une  de  l'autre  au  moyen 
d'une  transformation  de  la  nature  précédente,  suivie  dans  le  premier  cas  d'une 
transformation  par  symétrie. 

Les  formules  ci-dessus  peuvent  être  remplacées  par  des  relations  différen- 
tielles où  ne  figurent  plus  les  coordonnées  de  la  surface  adjointe  S^,  En  appe- 
lant a,  ^,  y,  a,,  p^,  y,  les  cosinus  directeurs  des  normales  à  S  et  à  S,;  ds,  ds^ 
les  éléments  linéaires  de  ces  deux  surfaces,  on  a 

dx^  =^  ( cos  /i '9  +  y  sin  h  cp  )  dx  —  a  sin  /«.  cp  dz, 
dy^  ==  (  cos  /i  cp  H-  y  sin  /i  cp  )  dy  —  jj  sin  /«.  cp  dz, 

^^h  :=  T.     ^  ±t 

a  [î         y  cos  /i  cp  +  sin  A  cp        cos  /i  cp  +  y  si n  /i  cp 

f/a,  dx^  +  rf,3i  dy^  -h  <:/y,  dz^  =±  {doi  dx  -+-  dp  dy  -+-  dy  dz), 

ds^  =  (  cos  h  cp  -h  y  si  n  h  o  )  ds. 

De  ces  relations  on  déduit  facilement  les  propriétés  les  plus  simples  de  la 
surface  S,,  propriétés  qu'on  peut  d'ailleurs  établir  au  moyen  de  la  représen- 
tation spbérique. 

Floquet.  —  Sur  le  mouvement  d'une  surface  autour  d'un  point 
fixe.  (746-749)- 

On  considère  une  surface  d'ordre  m  mobile  autour  d'un  point  fixe  0  et  un 
plan  fixe.  Soit  M  l'un  des  pôles  de  ce  plan  par  rapport  à  la  surface,  dont  on  se 
donne  la  position  initiale.  M.  Floquet  étudie  le  mouvement  ultérieur  de  cette 
surface,  défini  par  cette  condition  que  la  rotation  instantanée  01  soit  à  chaque 
instant  dirigée  vers  le  pôle  M  et  soit  fonction  de  la  distance  OM. 

Duhem.  —  Sur  l'aimantation  par  influence.  (749-751). 

L'auteur  propose  une  nouvelle  théorie  du  magnétisme,  fondée  sur  le  principe 
suivant  : 

Dans  toute  modification  qui  déplace  les  uns  par  rapport  aux  autres  les  divers 
corps  qui  constituent  un  système  sans  changer  leur  état,  le  travail  effectué 
par  les  actions  mécaniques  internes  du  système  est  la  variation  changée  de 
signe  d'un   potentiel,  et  ce  potentiel  ne   diffère  du  potentiel  ihcrniodynamiquf 
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interne  que  d'une  quantité  qui  peut  dépendre  de  l'état  des  divers  corps,  mais 
non  de  leur  position. 

Partant  de  là,  M.  Duheni  arrive  aux  équations  suivantes  de  l'équilibre  ma- 
gnétique 

dV  âY  àV 

A=_^F(M)^,  B=-/iF(M)V-'  C=~hF(M)~, 

où  M  désigne  l'aimantation  en  (x,  y,  z);  A,  B,  C  ses  composantes;  V  la  fonc- 
tion potentielle  magnétique;  h  une  constante  positive;  F  (M)  une  fonction  de 
l'aimantation. 

Ces  équations  avaient  déjà  été  substituées  par  Kirchlioff  à  celles  de  Poisson, 
qu'on  en  déduit  en  remplaçant  F  (M)  par  une  constante.  Elles  équivalent  aux 
suivantes  : 

V  -     '^  (—        —        ^' 
âx  \âx^        ây^        dz'^ 

ây  \  ox-        ôy-        ôz^ 

âz  \  âx-        dy^        âz^  / 

Ces  dernières  montrent  que,  lorsque  l'expérience  a  déterminé  la  fonction  \, 
le  problème  de  l'aimantation  par  influence  se  ramène  à  la  détermination  de  V. 

Bertrand.  —    Note   sur   une   loi    singulière    de    probabilité    des 
erreurs.  (779-780). 

Painleçé.  —    Sur  les   transformations  rationnelles    des  courbes 
algébriques.  (792-794). 

L'auteur  étudie  les  substitutions  rationnelles 

x  =  o{x',  y'),        y  =  ^{x\y'), 

qui  transforment  une  courbe  f{x,  y)  —  o,  de  genre/;,  en  une  autre  courbe 
V{x',  y')  =  0,  de  genre  p'^p-,  dont  plusieurs  points  correspondonl  à  chaque 
point  de  la  première.  Il  arrive  aux  conclusions  suivantes  : 

On  peut  toujours  passer  d'une  courbe  de  genre  zéro  à  une  courbe  de  genre 
quelconque  par  une  infinité  de  substitutions  rationnelles  ;  ces  substitutions 
renferment  une  fonction  rationnelle  arbitraire  du  point  (x',  y')  de  la  seconde 
courbe. 

On  ne  peut,  en  général,  passer  d'une  courbe  de  genre  i  à  une  courbe  quel- 
conque par  une  transformation  rationnelle;  si  le  fait  est  possible,  il  existe  une 
infinité  de  substitutions  rationnelles  qui  jouissent  de  la  même  propriété;  elles 
dépendent  au  moins  d'une  constante  et  d'un  entier  arbitraires;  elles  peuvent 
renfermer  plusieurs  entiers  arbitraires,  mais  ne  sauraient  dépondre  d'un  second 
paramètre. 

ïl  ne  peut  exister  qu'un  nombre  fini  de  substitutions  rationnelles  (|ui  trans- 
forment une  courbe  algébrique  de  genre  plus  graml  que  l'unité  en  une  courbe 
donnée. 
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Barbier.  —  On  suppose  écrite  la  suite  naturelle  des  nombres; 
quel  est  le  (lofoooyèmo  chiffre  écrit?  (795-798). 

Ce  chifTre  est  un  3.  - 

Duhem.  —  Sur  l'aimantation  par  influence.  (798-800). 

La  foncLion  potentielle  magnéti((ue  V  satisfait  en  tous  les  points  d'un  corps 
dénué  de  force  coercitive  à  récjuation  aux  dérivées  partielles 


i 


ÔX 


+  2. 


dx'        dy- 


ô\' 


\  dx^        dy-        dz-  j 

oy^  - — 1-  -r— 


+ 


àV-' 


\c)x^       dy'       dz^J/dVdV    à'-V         (N  dV    d'Y         ôY  d\     d'Y 


./ôY'^        ôY^       àY-\   \dv  dz   dy  dz       dz   dx  dz  dx       dx  dy  dx  dy 
\dx^        dy        dz- J 

En  tous  les  points  de  la  surface  elle  vérifie  l'équation 


V^H 


dY 


dY^- 


I  +  4~>^   ^^  +  ^ï  + 


dY 


dx'        dy-       dz- 


dY_ 
dJi.- 


dY_ 
dn.. 


En  tous  les  autres  points,  elle  satisfait  à  des  conditions  qui  sont  les  mêmes 
que  dans  la  théorie  de  Poisson. 

Toutes  ces  relations  permettent  de  démontrer  que,  pour  les  corps  magné- 
tiques et  diamagnétiques,  le  problème  de  l'aimantation  par  influence  admet 
une  solution  et  une  seule,  qui  correspond  à  une  distribution  stable. 

Une  masse  magnétique  ou  diamagnétique  étant  soumise  à  l'action  d'aimants 
permanents  et  fixes,  de  la  pesanteur  et  d'une  pression  extérieure  normale  et 
uniforme,  s'il  existe  une  position  d'équilibre  pour  cette  masse  et  si,  de  plus, 
l'aimantation  demeure  stable  lorsqu'on  maintient  la  masse  dans  cette  position, 
l'équilibre  de  la  masse  est  un  équilibre  instable. 

Bertrand,  —  Sur  un  paradoxe  analogue  au  problème  de  Saint- 
Pétersbourg.  (831-833). 

Autoniie.   —  Sur  une  représentation  géométrique  dans  l'espace 
des  intégrales  de  l'équation  /(?,  t^,  -^  j  =  o.  (85o-854)- 

Toute  crémonienne  quadratique  change  une  équation  différentielle  H  en  une 
autre  H';  et  si  H'  peut  s'intégrer,  H  se  trouve  intégrée  du  coup.  Il  y  a  donc 
intérêt,  au  point  de  vue  de  l'intégration  de  H,  à  étudier  la  façon  dont  les  cré- 
moniennes  quadratiques  transforment  II.  Cette  étude  peut  se  faire  à  l'aide  de- 
là représentation  géométrique  suivante. 
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Soit,  réqualion 
(II)  /C^,  T.,7;)  =  o,  {P  =  wl 

ou,  en  coordonnccs  homogènes, 

¥{x,  u)  =  F(.37j,  X,,,  ^3,  u^,  w,,  u.,)  =  o,         ^u,x-  =  o. 

Intégrer  H,  cela  revient,  d'après  Clebsch,  à  repartir  les  <x.-  éléments  prin- 
cipaux du  connexe  /  =  o  ou  F  =  o,  co  par  oc,  en  co  courbes  intégrales,  de  façon 
que,  le  long  d'une  même  courbe  intégrale,  on  ait  constamment  entre  deux 
éléments  consécutifs 

{%,-f\,P)     et    (  ^  +  d\,  T,  +  dr,,  p  +  dp) 
ou 

{x,  u)     et     {x -\- dx^  Il -h  du), 
la  relation 

f/r,  —  p  d\-=  o         ou         S  u-  dx-  =  o. 

Cela  posé,  soit  (X,  U)  un  élément  principal  formé  par  la  droite  U  et  le  point 
\  situé  sur  U,  et  soient  ii-  les  coordonnées  homogènes  de  U;  /?  son  coefficient 
angulaire;  x-  les  coordonnées  homogènes  de  X  ;  ^  et  -f]  ses  coordonnées  carté- 
siennes; z^  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  Z  de  l'espace;  x,  y,  z-  ses 
coordonnées  rectangulaires. 

Si  l'on  établit  entre  ces  éléments  les  relations 

yz^  =  x^u.,^        jz,,  =  x.,u^,        i'z.^  =  x,u.,  —  x^u.^,        yz^  =  xji^, 
ou  bien  (en  coordonnées  non  homogènes) 

,    s  l  P    .  2  T,  —  /?  '^ 

(r)  X—--,  y=  '- -,  -3  =  — 7 —^.^ 

T,  -^  T,  -^1  .f.(T.  -/?0 

la  connaissance   de   l'élément  (\,  U)  entraine  celle  du  point  Z  sans  aml)iguïlé 
et  réciproquement. 

Pour  ré({uation  du  preinicr  ordre  II,  le  connexe  /=  o  ou  F  =  o  se  trouve 
représenté  par  une  surface  S.  Sur  S,  les  intégrales  de  II  seront  représentées 
par  les  courbes  intégrantes 

(2)         clz  -\- y  dx  —  X  dy  =  o         ou         z,^  dz^  —  c,  dz,  +  ^c,  dz  —  ::,  dz^  =  o. 

L'intégration  de  (2)  permet  d'exprimer  les  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point 
d'une  courbe  intégrante  à  l'aide  d'une  seule  variable  t  et  d'une  constante  C;  le 
système  (t)  donne  alors  \  —  \{t,  C),  r,  =  ^{t,  C)  et  l'élimination  de  t  donne 
l'intégrale  complète  de  II,  '|(H,  'z^,  C)  =  o. 

Si  S  est  un  conoïdc  d'axe  O:;,  les  courbes  intégrantes  sont  les  génératrices 
rcctiligncs. 

Si  S  est  une  surface  de  révolution,  ces  courbes  s'ohtiiMincnt  par  une  ([ua- 
d  rature. 

Floquet.  —  Sur  les  propriétés  de  la  surface  xyz  =  /•'.  (854-85()). 

La  surface  S  dont  r(''((ualion  en  roordoiiuées  re(Uangulaires  est  .7'i'j  — /' 
roule  sans  glisser  sur  un  plan  (i\c  P  silut'  à  une  distance  II  de  l'origine  O 
supposée  (i\e,  et  la  rotation  itistantanée  01,  dirigée  à  chaque  instant  vers  le 
point  de  contact  M,  est  proportionnelle  à  la  longueur  OM  ((o  =:  //OM). 
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En  cherchanl  le  mouvement  du  point  INI,  M.  TMoquet  trouve  que  les  équations 
(lu  mouvement  définissent  une  lierpolhodie  et  qu'elles  appartiennent  à  un 
mouvement  de  Poinsot,  où  le  plan  fixe  est  le  plan  P,  où  la  constante  de  la 
vitesse  angulaire  est  2/?,  où  les  rapports  à  h^  des  carrés  des  demi-axes  de  la 
surface  roulante  sont  les  racines  de  l'équation 

f\  cos-'kz^  —  3^  —  1=0, 


en  sorte  que  la  quadrique 


);  désignant  l'angle  aigu  qui  a  pour  cosinus  (  

est  un  hyperboloïde  H  à  deux  nappes,  capable  de  trièdres  trirectangles. 

Le  mouvement  du  pôle  M  n'est  pas  altéré  quand  on  remplace  la  surface  S 
par  l'hyperboloïde  H  et  la  constante  n  par  2n.  Ainsi  H  roulera  sur  S  regardée 
comme  fixe  en  tournant  avec  la  vitesse  angulaire  nOM;  voilà  donc  un  mou- 
vement de  Poinsot  où  le  plan  fixe  est  remplacé  par  une  surface  courbe. 

De  Freycinet.  —  Note  sur  certaines  définitions  de  mécanique  et 
sur  les  unités  en  vigueur.  (904-910). 

De  Jonquières.  —  Recherche  du  nombre  maximum  de  points 
doubles  (proprement  dits  et  distincts)  qu'il  est  permis  d'attri- 
buer à  une  courbe  algébrique  d'ordre  m,  cette  courbe  devant 
passer  par  d'atitres  points  simples,  qui  complètent  la  détermi- 
nation de  la  cotirbe.  (917-923). 

Une  courbe  algébrique  C„,  d'ordre  m  est  supposée  déterminée  par  des  points 

doubles  (proprement  dits)   et  des  points  simples,  donnés  de  position,  dont  le 

.     ,          ,   m  (  7>i  +  3  )  ... 

nombre  total   soit  équivalent  a  -_ conditions. 


1°  Si  m  <  6,  C„j  peut  être  dotée  a  priori  de  tous  les  points  doubles,  pro- 
prement dits,  distincts  et  donnés  de  position,  que  ce  degré  comporte,  savoir 
{m  —  i)(  m  —  g) 

2°  Si  m  —  6,  C,„  ne  peut  être  construite  que  si  huit  points  doubles  seulement 
sont  donnés  de  position,  ainsi  que  deux  points  simples. 

3°  Soit  enfin  m  >  6.  La  courbe  C^  peut  toujours  être  supposée  engendrée 
par  deux  faisceaux  projectifs  de  courbes  de  degrés  n  et  n' 


m 
2 


wi  +  I 


si  m  est  pair, 
si  m  est  impair. 


Ces  faisceaux  donnent  lieu  à  une  courbe  d'ordre  ni-i-  j;  mais  on  fait  en  sorte 
que  celle-ci  se  réduise  à  la  courbe  demandée  Cf^  d'ordre  m,  en  ajoutant  aux 
données  m  -+-  2  points  simples  pris  sur  une  droite  tracée  arbitrairement,  mais 
ne  passant  par  aucun  des  autres  points  donnés.  Cette  droite  fait  partie  du  lieu 
d'ordre  m  -+-1;  il  suffit  d'en  faire  abstraction  pour  avoir  C„,. 

Cela  posé,  si  m>6,  la  construction  de  Cf,  n'est  possible,  dans  les  conditions 
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ci-dessus,  que  si   le  nombre  o  des  points   doubles   proprement  dits,  donnés   de 

,        ,      ,  .   3  //i  +  2  ,                                 .             ,   3  /n  -H  I  , 
position,  est  au  plus  égal  a lorsque  m  est  pair,  ou  a  lorsque 

m  est  impair. 

Autonne.  —  Sur  l'application  des  substitutions  quadratiques 
crémoniennes  à  l'intégration  de  l'équation  différentielle  du 
preraier  ordre.  (929-982). 

Soit  H  l'équation  difTérentielIe  de  la  forme  fi\,  y\,  ^  |  =  o.  (Pour  les  nota- 
tions voir  l'analyse  de  la  Note  précédente  de  M.  Autonne.)  L'étude  des  modi- 
fications que  font  subir  à  H  diverses  crémoniennes  s  se  ramène  à  celle  des 
modifications  qu'éprouve  une  forme  quaternaire  P  de  dimension  A  par  le  fait 
de  diverses  substitutions  a  linéaires  et  homogènes  de  déterminant  non  nul. 
(La  crémonienne  s  du  plan  se  trouve,  grâce  à  la  substitution  a,  représentée 
dans  l'espace  par  un  simple  changement  de  coordonnées  homogènes  ou  du 
triangle,  de  référence;  c'est  là  la  raison  de  la  représentation  géométrique 
adoptée  par  l'auteur.) 

On  peut  dès  lors  transporter  dans  la  théorie  des  équations  différentielles  du 
premier  ordre  les  nombreux  résultats  obtenus  dans  la  théorie  des  formes  qua- 
ternaires. La  seule  précaution  à  observer,  c'est  que  les  coefficients  a--  de  la 
substitution 


.«<;--; 


soient  choisis  de  manière  à  transformer  les  courbes  intégrantes  1  de  la  surface 
S  en  des  courbes  intégrantes  de  la  surface  transformée. 

M.  Autonne  applique  sa  méthode  de  transformation  et  d'intégration  aux  cas 
de  A  =  I  et  de  A  =  3. 

Dans  le  cas  de  A  =  i,  le  connexe  F  =  o  est  linéo-linéaire  et  II  s'intègre  par 
des  procédés  bien  connus. 

Dans  le  cas  de  A  =  2,  H  est  de  la  forme 

<^  étant  un  polynôme  quadratique  quelconque.  On  peut,  en  général,  trouver 
une  crémonienne  quadratique  .s  de  façon  que  la  forme  (|iiatornaire  P  dcvionnc, 
après  avoir  été  transformée  par  a, 

ou 

P"=  c^ -h  c;,-— K^:;^  (K-const.). 

Alors  la  surface  S  est  de  révolution  autour  de  l'axe  des  :;  et  a  pour  é(jiialiou 
en  coordonnées  semi-polaires  r  et  0 

■?.Kz  =z  r-        ou         r^  —  K'^ 

Les  courbes  I  se  projettent  sur  le  plan  des  xy  suivant  les  spirales  logarith- 
inicjues   /■  =  Ce''^0  où  sont    les    hélices    :;  —  K'O  -H  C    du    cylindre  /•' --  \\.'\   On 


^o 
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conclut  de  \k  que  l,  i]  cl  p  sont  des  fonctions  rationnelles  A,  B,  D  de  C,  6, 
sin6,  cosO,  e'^^.  11  suffit  d'cliniiner  0  entre  les  expressions  de  l,  r,  pour  avoir 
l'intégrale  W(^,  ti,  C)  =  o  de  l'équation  transformée  de  II  par  la  crémo- 
nienne  5. 

Si  l'expression  de  s-'  en  coordonnées  non  homogènes  ^,  r,,  p  est 


p,    C{1,  T),  7?) 


(al>,  1)1),  C  =  fonctions  rationnelles), 


il    suffit,  pour  avoir  l'intégrale    Q.{'ç,',  t]',  G)  =  o   de   H,  d'éliminer  0  entre  les 
équations 

l'=A,{A,  B,  D),        T;'=l(l,(\,  B,  D). 

DuJiein.  —  Sur  la  tliéorie  du  maj^nétisme.  (932-934). 

De  sa  théorie  du  potentiel  thermodynamique,  M.  Duhem  conclut  que  tout 
corps  magnétique  est  attiré  par  des  aimants  lorsqu'il  en  est  ti'ès  éloigné,  mais 
qu'il  est  impossible  de  rien  prévoir  pour  un  corps  diamagnétique. 

Deux  corps  de  même  forme,  l'un  très  peu  magnétique,  l'autre  très  peu  dia- 
magnétique, et  doués  de  fonctions  magnétisantes  égales  en  valeur  absolue,  ont 
sous  l'action  d'aimants  permanents  les  mêmes  positions  d'équilibre;  mais  les 
positions  d'équilibre  stable  de  l'un  sont  les  positions  d'équilibre  instable  de 
l'autre. 

L'auteur  indique  ensuite  deux  théorèmes  qui  donnent  le  moyen  de  déter- 
miner la  fonction  magnétisante  et  qui  justifient  la  détermination  de  celte 
fonction  par  l'étude  d'un  ellipsoïde  placé  dans  un  champ  uniforme  ou  par  la 
méthode  du  tore  (Kirchhoff). 

Il  fait  enfin  connaître  les  équations  de  l'équilibre  magnétique  des  cristaux 
qui  résultent  de  sa  théorie. 

De  Jonquières.  —  Détermination  du  nombre  maximum  absolu 
de  points  multiples  d'un  même  ordre  quelconque  r,  qu'il  est 
permis  d'attribuer  arbitrairement  à  une  courbe  algébrique  Cm, 
de  degré  m,  conjointement  avec  d'autres  points  simples  donnés 
en  nombre  suffisant  pour  compléter  la  détermination  de  la 
courbe.  (971-977)- 

Le  maximum  absolu  du  nombre  des  points  doubles  qu'il  soit  permis  d'attri- 
buer arbitrairement -A  une  courbe  algébrique  d'ordre  m,  dont  la  détermination 
est  complétée  par  d'autres  points  donnés,  est  (pour  in'><o) 


'?.p' 
ip' 
ip^- 
-ip' 


']p  -\-  kl  S'  ^^  est  de  la  forme  6/> 

97?  +  8,  »  Qp 

9/?-l-ii,  »  ^^p 


I  ou  G/?  +  2 

o 

o 

4  ou  (i/>  -f-  5 

6 


Le  nombre  maximum  des  points  /•"p'-'  qu'il   est  permis  d'attribuer  arbitrai- 
rement   à    une   courbe    algébrique    d'ordre    /n.    dont    d'autres    points   simples 
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donnés  complètent  la  rictermination,  est  égal  à  la  (2'--2)"''ne  partie  ^u  maxi- 
mum des  points  doubles  qui,  pour  cette  même  valeur  de  m,  est  attribuée  à  la 
courbe  C^  par  la  régie  précédente  (sous  certaines  réserves). 

Bertrand.  —  Théorème  reJalif  aux  erreurs  d'observation.  (io43- 

io44). 

Si  l'on  renouvelle  un  nombre  pair  de  fois  la  mesure  d'une  grandeur  et  qu'on 
associe  les  résultats  deux  à  deux  dans  un  ordre  réglé  par  le  hasard,  en  distin- 
guant, dans  chaque  groupe  de  deux,  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  erreurs 
fortuites,  le  rapport  de  la  somme  des  premières  à  la  somme  des  secondes, 
lorsque  le  nombre  des  épreuves  augmente,  converge  vers 

^/I  +  I  =  2  , 4 1 . 

M.  Broch  a  vérifié  cette  loi  sur  quatre  séries  d'observations  faites  par 
M.  Benoît  au  Bureau  international  des  Poids  et  Mesures.  Elles  ont  donné  un 
résultat  égal  en  moyenne  à  2,89. 

Lévy  {Maurice).  —  Sur  les  équations  les  plus  générales  de  la 
double  réfraction  compatibles  avec  la  surface  de  Fonde  de 
Fresnel.  (io44-io5o). 

Quelle  que  soit  la  cause  de  la  polarisation,  il  est  certain,  comme  l'a  observé 
Maxwell,  que  cette  cause  est  mesurable  par  une  grandeur  qui  est  de  la  nature 
d'un  vecteur.  Soient  u,  v,  w  les  composantes  de  ce  vecteur  suivant  les  trois 
axes  principaux  d'un  cristal  biréfringent.  Il  s'agit  de  déterminer  les  expressions 
les  plus  générales  des  dérivées  secondes 

'ôF'    ■^'    ~JF 

par  rapport  au  temps  t,  en  fonction  des  dérivées  secondes  relatives  aux  coor- 
données x,  y,  z,  par  la  condition  de  reproduire  la  surface  de  l'onde  de  Fresnel, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'équation  aux  vitesses  des  ondes  planes. 

Le  problème  comporte  quatre  solutions  (  physiquenient  acceptables)  renfer- 
mant chacune  cinq  constantes  arbitraires 

a,  b,  c;  -  >   -  • 

V         V 

Ce  sont,  en  appelant  a,  0,  c  les  inverses  des  indices  principaux  de  ré- 
fraction : 

Sol «f ion  A,. 

-  a  ^-,   -hc'^~   -\-b^-i-.  -I-  c  (b  —  cM  -T— -"  -h  ,-  (  c  —  6-  ) 


()f^    '        Ox'  ùy-  ôz-        \  '  ôx  ôy       \  ôx  ôz 

ôL^  âx-  dy  dz'         a  Oy  ôz        \x^  ôy  ôx 

Or  ôx-  ôy^  ôz'        v^  '  ôz  ôx        v'  'ôzôy' 


t)2 
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Solution  A,. 
à^  Il  à^  u  ô-u         ,    <P  a        [X  ^ 

/ifi  /Jy-i  f)^/i  OZ^  A 


d-  V 
'dx^ 


àr 


,ù-v  à'^v         V  ^ , 


b^  ^-  -ha'- 


d-w 


à 
dUv 


a') 


1 


+  C:T;:r  +  -(c-^^) 


dxdy       \  ôx  dz^ 

dUv         \  ,.  ^    â^ u 

ôy  oz       [x  ôy  ox 

T—r-  +  -  (  c  —  a^    -r—T-  ; 
oz  ox        V  Oz  Oy 


d'u 
~  ^  âx' 

âuv 

=  %=. 

-+-  c- 


(>U 

âz' 
dx"- 


Solution  B,. 

d-u\  [JL 


ôz' 
àx^ 

ày' 


{h -a')- — ^ 
V  Ox  oy 


+  -{G  —  b")  -^-—- 
]x  oy  oz 

H-  -(a  — c^)  -— — 
V  ôz  ox 


l^^'-'^'^ô^z' 

1  ,  ,   ^    â'u 

-  (a  — 6^)- — — , 
a  djK  ox 

^(b  — c^-— -; 
V  ^  âz  oy 


à-  u  d-  u            /  d' u 

ot'  ox-           \  oy- 

=  C h  C-     — — 

Ot-  ôz-            \  Ox' 


Solution  B^. 
d-u\       \x 


âz-^ 
<Jx- 


X  ^  ^  Oxây 


+  -(b-c=) 


(9=  M' 


c^c  âx 


[x  oy  âx 


L'équation  du  troisième  degré  au  carré  w-  des  vitesses 
la  même  dans  les  quatre  solutions.  Elle  se  décompose  en 


des   ondes  planes  est 
deux  autres 


l^ 


m- 


ir- 


w^  —  «^        w^  —  b'        w^  —  c"" 
M'  =  a  Z'  +  b  m-  4-  c  /^'. 


0, 


La  seconde  correspond  à  l'onde  obscure  (Cauchy).  Cette  onde  peut  être 
imaginaire  (a,  b,  c  <o). 

Il  y  a  intérêt  à  rechercher  les  solutions  qui  fournissent  des  vecteurs  lumi- 
neux perpendiculaires  ou  parallèles  au  plan  normal  (plan  projetant  le  rayon 
lumineux  sur  le  plan  de  l'onde).  Les  équations  A^  sont  les  seules  qui  four- 
nissent la  première  solution,  et  cela  pour  >;  =  [j.  =  v.  Cette  direction  est  celle 
de  Mac  Cullagh,  Neumann,  Cauchy,  Lamé.  En  faisant  a  =  b  =  C  =  o,  on 
retombe  sur  les  équations  de  Lamé,  Neumann,  etc. 

Les  équations  B^  et  B,  sont  les  seules  qui  fournissent  des  vecteurs  lumineux 
situés  dans  le  plan  normal. 

Si  dans  les  équations  B^  on  fait  )v  =  [x  =  v    et  a  =  b  =  C  =  o,  on  obtient  la 

I 

¥ 
de  Maxwell. 

D'ailleurs,  les  vibrations  lumineuses  peuvent,  sans  cesser  de  satisfaire  aux 
lois  de  l'observation,  avoir  toutes  les  directions  possibles  relativement  au  rayon 
lumineux,  et  même  la  direction  longitudinale  pour  une  onde  particulière. 


théorie  de  F>esnel  ;  si  l'on  y  fait  'k\u.\v  =  —  :  —  :— ,on  retrouve  les  équations 

J  ^2  ^2  (.1 


^    ^      f  û^-r^  • 


L.  = 
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Les  équations  H,  comprennent  aussi  la  théorie  de  l'^resnel 

(a=  — «%     b— — b\     c— —  C) 

et  celle  de  lALixAvcll 

(  a  —  b  =  c  =  o  ) . 

Liouville  (/*•)•  —  Stir  une  classe  d'cc^ualions  difTérentielles  parmi 
lesqtielles,  en  particulier,  tontes  celles  des  lignes  géodésiques  se 
trouvent  comprises.  ([o62-io(i'î). 

L'équation  diiïérenticllc 

(i)  y 4-  rt,y^+3a^j'M-  ■ia^y'^-a,^=  o, 

dont  les  coefficienls  a  sont  fonctions  arbitraires   de  x,  r,   se  change  en  une 
autre  de  même  espèce  par  les  substitutions  générales 

(2)  .27  =  9(j7„  yj,     y  =  'H^v  y.)' 

Si  l'on  pose 

-—     -T—  H-  3  a,  <2,    —  a,    -—1  —  3  a,  a, 
^Jj  \  ôy  -    '/  '  \  (^-27  7 

/  da.,        2  <)a , 

Ox  \  ôx 

dy  \dy         ôx  '    y  -  \ ôy         ôx  ' 

—  a^\J,  +  3«^L;L^—  3«,LjL"^  +  «.Lf 

est  un  invariant  relatif  de  poids  5,  c'est-à-dire  se  reproduit  niullipliée  par  la 
cinquième  puissance  du  déterminant 

ôx    ôy        ôx    ôy 
ôx^  ôy^        ôy^  ôx^ 

D'ailleurs,  à  chaque  invariant  p,,^  de  poids  ni,  fonction  entière  des  coefficients 
et  de  leurs  dérivées,  correspond  un  autre  invariant 

Va\  partant  de  ç^.,  on  peut  donc  calculer  les  invarianls  relatifs  v.,  t',,,  ...,  cl, 

.        ,         .  .  ,      ,        ,-     •  ^'  ^\     ^^-<'ft  ■   ,  , 

;     par  suite,  deux  invariants  absolus  distincts  — —  >  -^-^—i  (lui,  pris  pour  variables 

I     dans  l'éciiiation  proposée  (i),  lui  donnent  une  forme  canonit{Ut'. 
De  là  résulte  la  solution  des  problèmes  sui\aiils  : 

«  1°  Ktant  données   deux  C(iuations   Icllcs   (|iu'  (i),  icconnailre  si  elles  sont 
réductibles  l'une  à  l'autre  par  l'une  des  Iranslormalions  (  >)î 
»  ''•'  Obtenir  les  substitutions  dont  rcxisteiKX  a  ('-It'  établie.  » 

//////.  (les  Sciences  nidtliéni.,  2"  séri(\  t.  Mil.  (  \\ril  iSSi,.)  K.j 
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Parmi  les  t'ijualions  (i)  se  IroiivenL  celles  des  lignes  géodésiques  des  surfaces 
queiconques.  Ici  ce  sont  les  coeflicienls  de  ré(|natiou  géodésiciuc  que  Ton  regarde 
connue  donnés  et  non  l'expression  de  l'élément  linéaire  sur  les  surfaces  corres- 
pondantes. Les  systèmes  géodésiques  tracés  sur  deux  surfaces  peuvent  être 
amenés  à  coïncider,  sans  (fue  les  surfaces  soient  applicables  l'une  sur  l'autre. 
Ainsi  sur  toutes  les  surfaces  à  courbure  constante  (et  sur  celles-là  seulement) 
les  lignes  géodi'siques  peuvent  être  transformées  en  lignes  droites  du  plan, 
(luelle  que  soit  la  valeur  de  la  courbure. 

Couette.  —  Oscillations  Loiirnantes  d'un  solide  de  révolution  en 
contact  avec  un  fluide  visqueux.  (1064-106J). 

L'auteur  étudie  les  oscillations  lentes  d'un  solide  de  révolution  plongé  dans 
un  fluide  visqueux  et  soumis  à  un  moment  moteur  — K\  proportionnel  à  son 
élongation  'k. 

Le  mouvement  du  solide  est  le  même  que  si  son  moment  d'inertie  I  était 
augmenté  d'une  quantité  constante  G  et  que  s'il  était  soumis  à  une  résistance 

—  C—  proportionnelle  à  sa  vitesse  angulaire.  L'élongation  du  solide  à  chaque 


instant  est 


,/  t         [J-T    .  t\ 

A  =   A„  e-I^*     COS  27:—+    SI  n  2  TT  — 

°  \  1         2-ïr  l  / 


Les  paramètres  |j.  et  T  sont  liés  à  B  et  G  par  les  équations 

B  =  2(I  +  G)u, 


Si,  d'ailleurs,  on  introduit  les  quantités  7n,  n  liées  par  les  relations 

ju'  —  m  —  [  ~-  +  \x-\n-, 

P 
2  mn  —  n  —  -  —  2  an-, 


p  désignant  la  densité  du  fluide  et  e  son  coefficient  de  viscosité,  on  a 

n  ï         3  sina\        , 
]i  —  iT^mz  I  (  rr  H ; —  ]  r^  us, 

^  /y  I         3  sina\    ,    , 

ds  étant  l'arc  de  la  méridienne,  /•  le  rayon  vecteur  de  cet  élément  en  coor- 
données semi-polaires  (  ;■,  z),  R  son  rayon  de  courbure,  a  l'angle  de  la  norniale 
à  l'élément  ds  avec  l'axe  de  rotation,  et  l'intégration  s'étendant  à  toute  la 
demi-méridienne. 

Si  entre  les  six  équations  précédentes  on  élimine  B,  G,  /??,  ;?,  on  aura  deux 
équations  entre  I,  A,  [j.,  T,  s.  Donc  :  1°  si  l'on  connaît  I,  A,  s,  on  peut  calculer 
les  paramètres  ;j.  et  T  du  mouvement;  2°  si  l'on  détermine  expérimentalement 
[X  et  T  et  si  l'on  connaît  I,  on  peut  calculer  G. 
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Bertrand.  —  Sur  ce  qu'on  nomme  le  poids  et  la  précision  d'une 
observation,  (i  199-1  102). 

he  poids  d'une  observation  est  k  lorsque,  clans  l'apprécialion  dos  résultats, 
quelle  que  soit  la  mélhode  adoptée,  l'observation  équivaut  à  k  des  observations 
dont  le  poids  est  pris  pour  unité. 

La  précisiofi  d'une  observation  est  h  lorsque  la  probabilité  d'une  erreur 
comprise  entre  z  et  z -h  dz  est  la  mènne  que  celle  de  l'erreur  comprise  entre 
hz  et  h{z-\-dz)  dans  le  système  d'observation  dont  la  précision  est  l'unité. 

Ces  définitions  ne  sont  applicables  qu'à  certaines  lois  d'erreur.  La  probabilité 
d'une  erreur  comprise  entre  ;:  et  z -\- dz  étant  ^{z)dz,  cp(G)  devra  être  de 
la  forme 

A,  m,  'k  désignant  des  constantes  dont  la  dernière  est  un  nombre  entier.  Si  la 
dérivée  seconde  de  '-piz)  n'est  pas  nulle  pour  z  =  0,  on  aura  [x  =  i,  et  la  loi 
est  celle  qu'a  proposée  Gauss. 

Faye.  —  Lettre  à  M.  Bertrand  à  propos  de  sa  précédente  INote 
((  Sur  un  théorème  relatif  aux  erreurs  d'observation  ».  (i  102). 

Duliem.  —  Sur  l'aimantation  par  influence,  (i  i  i3-i  i  i  j). 

L'auteur  énonce  divers  théorèmes  relatifs  à  l'influence  de  l'aimantation  sur 
la  chaleur  dégagée  dans  une  réaction  chimique,  et  complète  la  théorie  de  ce 
phénomène  proposée  par  M.  P.  Janet. 

Il  étudie  ensuite  le  dégagement  de  chaleur  dû  au  déplacement  d'une  masse 
magnétique.  Suivant  M.  Duhem,  lorsqu'une  substance  magnétique,  soumise  à 
l'action  d'aimants,  s'éloigne  à  l'infini,  elle  absorbe  de  la  chaleur  si  son  coeffi- 
cient d'aimantation  est  constant  nu  décroît  à  température  croissante.  Quand  ce 
coefficient  croît  avec  la  température,  le  sens  du  phénomène  thermique  ne  peut 
être  assigné  a  priori. 

Ce  résultat  est  en  contradiction  avec  la  proposition  bien  connue  de  Thomson  : 
Une  masse  magnétique,  que  l'on  éloigne  des  aimants  permanents,  s'échaull'e  si 
son  coefficient  d'aimantation  croît  avec  la  température  et  se  refroidit  dans  le 
cas  contraire. 

Pellet.  —   Division    approximative   d'un    arc   de   cercle   dans   un 
rapport  donné,  (i  1  19-1  120). 

Bertrand,  —  Sur  la  loi  des  erreurs  d'observation.  (  i  i  '\--i  i/jH). 

Si  l'on  mesure  une  même  grandeur  un  grand  n()nd)re  de  fois,  et  qu'on  groupe 

les  mesures  deux  par  deux  au   hasard,    en   choisissant  dans  chaque  groupe  la 

plus  grande  des  erreurs,  le  rapport  de   la  moyenne  des  carrés  de  ces  erreurs 

•> 
niaxima  à  la  n)oyenne  des  carrés  de  toutes  les  erreurs  tend  vers  \     -  -_• 

Si  l'on  groupe  les  mesures  trois  par  trois  au  hasard,  la  moyenne  des  carrés 
des  plus  grandes  erreurs  de  chaque  groupe,  divisés  par  la  moyenne  des  carrés 

de  toutes  les  erreurs  a  pour  valeur  probable  iH -^-  et  tend  vers  celte  valeur 

lorsque  le  nombre  des  épreuves  augmente. 


5() 


De  Jonquièrcs. 
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Cn'ncraLion   des   courbos   nnicursalcs.   (1148- 


Vax  général,  on  ne  peut  aLlribucr  arhilraiiement  à  une  courbe  algébrique 
(dont  un  nombre  suClisanl  de  points  sinipb\s  complètent  la  détermination) 
(lu'uri  nombre  relativement  restreint  de  points  doubles  proprement  dits.  Au 
contraire,  si  la  courbe  est  unicursale,  elle  peut  être  dotée,  e?i  des  points  arbi- 
traires,   de    tous    ses    points    multiples  équivalant  à    -  {n  —  i)(n  — 2)  points 

doubles. 

M.  de  Jonquiéres  indique  comment  on  doit  former  les  deux  faisceaux  pro- 
jectifs  de  la  courbe  unicursale  déterminée  par  de  telles  données. 

Callandreau.  —  Recherches  sur  hi  théorie  de  la  figure  des  pla- 
nètes ;  étude  spéciale  des  gi^osses  planètes,  (i  1 7 1  - 1  173). 


L'auteur  revient  sur  le  calcul  des  deux   constantes 


A     C  — A 


(A  et  C 


Î\I  G 

désignent  les  moments  d'inertie  princiiKuix  de  la  planète,  supposée  de  révo- 
lution, et  M  sa  masse);  il  a  trouvé  qu'elles  s'exprimaient  avec  une  approxi- 
nfation  du  second  ordre,  au  moyen  des  seules  données  superficielles. 

Les  formules  possèdent  une  précision  suffisante  pour  la  Terre  et  les  planètes 
inférieures;  mais,  pour  les  planètes  supérieures,  une  étude  spéciale  des  petits 
termes  de  correction  est  nécessaire.  Ces  termes  infiuent  notablement  sur  la 
valeur  des  constantes  de  Saturne. 

Bertrand.  —  Sur  les  épreuves  répétées,  (i  201-1 'io',^). 

Soit  une  urne  contenant  un  grand  nombre  >v  de  boules  blanches  et  de  boules 
noires;  la  probabilité  d'en  extraire  une  boule  blanche  est  /^,  celle  d'extraire 
une  boule  noire  est  q.  On  fait  [j.  tirages  sans  jamais  remetlre  dans  lurne  les 
boules  qui  en  sont  sorties.  La  probabilité  pour  que  le  nombre  des  boules 
blanches  soit  \yp  -\-  h  est 

h'-        1 


2  Tt  \xpq   V    ^  —  '-^ 


Si    l'on  remettait    les  boules  après    chaque    tirage,    la    probabilité   ci-dessus 
serait,  d'après  lùiler, 

eT  2/^^ 


si-^T.\x.pq 

On  voit  que  la  foiniule  de  AL  Bertrand  ne  diffère  de  celle  d'Enlcr  (|uc  p.ir  le 
changement  de  a  en  a- — s^    • 


De  J(H)(/uiè}'es.  —  Génération   des  surfaces  algébriques  d  ordre 
fjuch'onrpie.  (  i  ■>()3-  i  -^-oç)). 

Toute  surface  algél)ri<|ue  S,„  de  degié  /;/    non  nnilli|)i('  de    '\,  délermint-c  par 
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des  points  simples  donnés,  peut  èLrc  eni^cncli'ée  par  deux  faisfcaiiK  projcctifs 
S„,  S,/  de  degrés  ti  et  n'  dont  la  somme  n  -\-  n'  soit  égale  à  /?<,  mais  s<jiis  denx. 
restrictions  :  i°  que  ni  ji  ni  /i'  ne  soit  multiple  de  ]  ni  de  même  résidu  que 
m  par  rapport  à  4;  2"  que  le  plus  grand  //  de  cc<,  deux  nombres  satisfasse  à 
la  condition 


6t?i  -+-  i  /  m^  —  1 6  ni  —  -.i.'i  H 

V  m  -t- 


G 

toujours  remplie  d'ailleurs  pour  ni  <Ci<^- 

Toute  surface  8,,^  de  degré  multiple  de  ''i,  déterminée  par  des  points  simples 
donnés,  peut  être  engendrée  par  des  faisceaux  projectifs  de  degrés  n,  n',  dont 
la  somme  soit  égale  à  ni-\-i,  sous  les  réserves  ci-dessus  quant  aux  valeurs  et 
aux  formes  de  n  et  de  n'. 

WeilL  —  Condition  d'égalité  de  deux  ligures  symétriques.  (i23^- 

ri38). 

Pour  qu'une  figure  soit  égale  à  sa  symétrique,  il  faut  et  il  suffit  qu'à  tout  point 
INI  de  la  figure  en  corresponde  un  autre  P  obtenu  en  faisant  tourner  M  (^'un 
angle  constant  autour  dune  droite  {\\q,  puis  prenant  le  symétrique  du  nouveau 
point  par  rapport  à  un  plan  fixe  perpendiculaire  à  la  droite  fixe. 

Barbier.  —  On  suppose  écrite  la   suite   naturelle  des  nombres; 
quel  est  le  (io'o<»»»j' '"'•  cliilFre  écrit?  (1 '>.38-i239). 

DuJicin.  —  Sur  l'aimantation  par  inlluence.  (1240-124  i). 

La  différence  de  niveau  potentiel  entre  deux  points  jNI  et  M'  d'un  conducteur 
électrisé  et  aimanté  varie  avec  l'intensité  d'aimantation  en  ces  deux  points.  Si 
l'on  désigne  par  V^  le  niveau  potentiel  électrostatique,  par  z  la  constante  de  la 
loi  de  Coulomb,  par  (j'(f)lL)  une  fonction  de  l'aimantation  d\L  qui  s'annule 
avec  OÏL,  par  0  une  quantité  qui,  en  chaque  point,  dépend  de  la  nature  du 
conducteur,  l'équation  de  l'équilibre  électrique  est 

£  V  +  e  -h  ()'(  r)it'  )  =  £  v  +  (■)'  +  {]  (  ;^rL  '  ). 

Si  l'on  désigne  par  rT(fOrL  )  la  force  magnétisante,  par  p  la  densité  électrique, 
par  cl),  \H),  3  les  composantes  de  l'aimantation,  les  équations  de  l'équilibre 
magnétique  seront 

.1)  ——  hV  -     ,  lli>  -^  —  h  l--y  o  =  —  /i  I<  -—  » 

0.r  uy  Oz 


en  posant 


;^ii. 


La  fonction  magnélisaute  en  clia(|ue  poiiil  dépend  de  la  d(Misilé  éloclriquc. 
T^a  dillVrenee   I)(r^H)    de  iii\cau  polciiliel  cnlrc  un  corp^  pos^cd.ml   rainiiui- 
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talion  c"'!!  cl  un  corps  non  ainnuilô  varie  avec  -OU,  suivant  la  loi 


ou  IL' 


Ot-^ 


h  DÏL 


(h 


La  force  électromolricc  d'une  pile  dont  rélecLrode  négative  est  fornncc  par 
une  lame  de  fer  doux  varie  avec  Tainiantation  supposée  uniforme;  elle  est 
proportionnelle  au  carré  de  l'intensité  d'aimantation  et  en  raison  inverse  du 
coefficient  d'aimantation  de  l'électrode. 


^Q^ 


MATIIEMATISCIIE  ANNALEN,  publiées  par  F.  Klein  et  A.  Mayer  (i). 

Tome  XXVn,  1886. 

Eiigel  i^F.).  —  S  tir  les  éqtiatioiis  de  définition  des  groupes  con- 
tinus de  transformation.  (i-D-j). 

I^'autcur  expose  tout  d'abord  les  notions  fondamentales  et  les  théorèmes  fon- 
damentaux de  la  théorie  des  groupes  de  transformation  d'après  les  travaux  de 
Sophus  Lie;  puis  il  passe  à  une  étude  qui  personnellement  l'a  plus  particuliè- 
rement occupé. 

Il  s'agit  de  développer  une  méthode  nouvelle  pour  déterminer  les  équations 
de  définition  des  groupes  de  transformations  infinitésimales. 

Lie,  en  plusieurs  endroits  de  son  Mémoire  Ueber  unendliche  Gruppen  (  Chris- 
tiania Videiiskabsselkabs  Forh.^  18(82),  calcule  directement  quelques  équations 
de  définition  dans  le  plan;  il  assujettit  non  seulement  \^,  Ti,  et  \,^,  t,^,  mais 
aussi 


>  àl,  dl. 


et 


ôy         ■'  ûx         ''  ôy 


Ox 


<K 


y    (K 


'^'  ()y         ^-'  Ox 


r    ^' 

''  Or 


à  former  un  système  de  solutions  de  l'équation  diderentielle  considérée,  et  il 
obtient  de  la  sorte  des  équations  qui  permettent  d'obtenir  les  coefficients  de 
l'équation  différentielle.   JMais  les  calculs  sont  un  peu  longs. 

La  méthode  exposée  par  l'auteur  est  plus  générale  :  elle  lui  permet  d'obtenir 
non  seulement  les  formes  normales,  mais  aussi  les  groupes  qui  sont  semblables 
aux  formes  normales  de  Lie,  et  par  suite  de  déterminer  non  pas  les  formes  les 
plus  simples  des  équations  de  définition,  mais  leur  forme  générale. 

En  même  temps,  l'auteur  parvient  à  quelques  résultats  relatifs  à  l'intégration 
des  équations  de  définition,  à  l'existence  de  certaines  intégrales,  à  leur  déter- 
mination, etc. 


(')  Voir  Bulletin,  \I^,  261. 
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Study  {E .).  —  Sur  la  géométrie  des  coniques  et,  en  particulier, 
sur  le  problème  des  caractéristiques.  (58-ioi). 

L'auteur  commence  par  un  exposé  critique  des  travaux  de  de  Jonquières,  de 
Chasies,  de  Cremona,  de  Clebsch  et  d'Halphen  sur  les  caractéristiques,  et  il 
se  propose  tout  particulièrement  d'étudier  de  quelle  façon  on  doit  interpréter 
le  théorème  de  Ghasles  pour  qu'il  n'admette  plus  aucune  exception. 

Study  {E .).  —  Sur  la  formule  des  caractéristiques  de  Cremona. 
(io2-io5). 

Remarques  sur  le  théorème  de  Cremona  qui  constitue  l'extension  aux  sys- 
tèmes doublement  et  triplement  infinis  de  coniques  du  théorème  de  Chasies. 

Klein  (E.).   —   Sur  les  configurations  qui  sont  à  la  fois  inscrites 
et  circonscrites  à  la  surface  de  Kummer.  (^io6-i/\:>.). 

La  question  des  configurations  à  la  fois  inscrites  et  circonscrites  à  la  surface 
de  Ivummer  a  été  déjà  rapidement  étudiée,  au  moyen  de  la  théorie  des  fonctions 
hypcrelliptiques,  par  Rohn,  dans  son  Mémoire  intitulé  .•  Transfoj'ination  der 
hyperelliptischen  Functionen  p  —  2  und  ihre  Bedeutung  fiir  die  Kum- 
mer'sche  F  lâche  {Math.  Jnn.,  t.  XV). 

La  surface  de  Kummer  se  présente  de  la  façon  la  plus  simple  et  la  plus  na- 
turelle dans  l'étude  des  complexes  linéaires  du  second  degré.  L'auteur  emploie 
donc  le  système  canonique  de  coordonnées  qu'il  a  introduit  dans  l'examen  des 
propriétés  de  ces  complexes  {Math.  Ann.,  t.  II),  et  il  examine  tout  d'abord 
les  configurations  en  question,  en  laissant  de  côté,  en  premier  lieu,  les  fonc- 
tions hyperellipti(iues.  Les  relations  fondamentales  entre  ces  configurations  se 
déduisent  alors  simplement.  L'auteur  laisse  ensuite  de  côté  ces  considérations 
élémentaires  pour  montrer  comment  la  théorie  des  fonctions  hypereiliptiques 
se  prête  facilement  à  l'examen  des  questions  qui  se  présentent  relativement  aux 
configurations  considérées.  Après  avoir  exposé  rapidement  le  mode  de  repré- 
sentation de  la  surface  de  Kummer  au  moyen  dos  fonctions  Inperelliptiques, 
il  montre  comment  leur  emploi  simplifie  l'étude  des  configurations,  en  quoi 
elles  sont  une  généralisation  remarquable  du  théorème  de  Pt)noeict,  et  termine 
en  donnant  soixante-quatre  transformations  univoques  qui  laissent  inaltérable 
la  surface  de  Kummer. 

L'auteur  se  demande  si  ces  soixante-quatre  transformations  sont  les  seules 
qui  jouissent,  relativement  à  la  surface,  de  cette  propriété. 

Markojj'  i^A .).   —  Sur  les    racines   de  certaines  écjuations.   (i  i*)- 

i5o). 


>oiont 


^  (i  "    •'  «  <• 


•^  {:■) 
et  -  "- — -  une   des   iVactions   convoimMilo  de    la    fomnion    [•'(c'i,  a.  h,  c.  d   et  ; 

'■?»(-) 
''laiil  r('-e|s  (>i   |(>s  di  llV'rciiccx  h    -a.  r  —  h^  d       c    posjl  i\  i^-;.  \a'<  foiuiions  g{y) 


Go  SECONDE    TAUTIE. 

tl  /{y)  sont  aussi  supposées  positives  (juand  y  est  compris  entre  a  et  6  et 
entre  c  et  cl.  L'auteur  s'occupe  de  la  détermination  du  nombre  des  racines  de 
l'équation  Mj 

o„  (  c  )  =  o,  1' 

de  —  00  à  <2,  de  a  a  b,  ûc  b  à  c,  de  c  à  cl  et  de  cl  à  +  ce.  Les  recherches  de 
l'auteur  sont  analogues,  à  certains  éf^ards,  à  celles  de  Slurm  sur  les  racines  de 
certaines  équations  qui  se  rattachent  à  l'intégration  des  équations  diiïércntiellcs 
linéaires  du  second  ordre  {^Mémoire  sur  les  ccjuations  cli(fërentielles  linéaires 
dit  second  ordre  {Journ.  de  Liouvllle,  t.  I,)]. 

D'autre  part,  les  fonctions  de  Lumé  sont  des  cas  particuliers  des  fonctions 
cp^,  (s);  les  considérations  de  l'auteur  se  relient  donc  aux  travaux  de  Klein 
{Ueber  die  Lamé'sclie  Functionen  {Math.  Ami.,  t.  X\'III)J,  de  Ljapounofl 
{De  la  stabilité  des  formes  ellipsoïdales  de  l'équilibre  d\ine  masse  liquide, 
douée  d'une  rotation,  i884,  Chap.  IV)  et  de  Stielljes  {Sur  certains  polynômes 
gui  vérifient  une  équation  diJJ'érentielle  linéaire  du  second  ordre  et  sur  la 
théorie  des  fonctions  de  Lamé  {Acta  matliem.,  t.  VI)]. 

PringsJiei!)}  {A.).  —  Sur  un  ihéorème  fondamental  de  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques.  (i5i-i5^). 

Si  l'on  veut  représenter  les  fonctions  inverses  de  l'intégrale  elliptique  de 
première  espèce  par  des  quotients  de  fonctions  thêta,  il  faut  tout  d'abord  montrer 
que  le  rapport  des  deux  périodes  définies  par  certaines  intégrales  définies  a  sa 
partie  imaginaire  positive  et  didérente  de  zéro.  Mais,  comme  on  peut  disposer 
du  signe  de  ces  périodes,  il  suffit  de  démontrer  que  le  rapport  des  périodes  n'est 
pas  réel;  on  disposera  ensuite  des  signes  de  façon  que  les  séries  thêta  soient 
convergentes. 

L'auteur  montre  d'une  façon  simple  que  le  rapport  —  ne  peut  être  réel  et  in- 

commensurable  et  non  plus  réel  et  rationnel. 

]\L  Falk  publiait  en  même  temps  une  démonstration  simple  et  directe  du 
même  théorème  {Deweis  eines  Satzes  aus  der  Théorie  der  elliptischeii 
Functionen  {Acta  niathem.,  t.  VII,  p.  197)]. 

Uilhert  {D.).  —  Sur  les  conditions  covariantes  nécessaires  etsufO- 
santes  pour  la  représentation  d'une  forme  binaire  par  une  puis- 
sance entière.  (i58-i6i). 

Application  à  cette  question  particulière  de  quelques  théorèmes  établis  par 
l'auteur  dans  sa  Dissertation  inaugurale  {Ueber  die  invarianten  Eigenschaften 
specieller  binàrer  Formen,  insbesondere  der  Kugelfunctionen). 

fliinvitz  {A.).  —  Supplément  à  la  Note  :  Quelques  théorèmes 
généraux    sur  les  courbes   gauches    {Math.    A/in.,   t.    XXV, 

p.  28-).  (16,). 

Les  théorèmes  [de  la  première  partie  de  la  Note  dont  il  s'agit  avaient  été 
pul)iiés  depuis  longtemps  par  Alobius,  §  56  de  sa  Statique,  d'une  part,  par  Zeu- 
thcn  et  Oppcrmann  {Tidsskrij't  for  Mat.,  i865  et  1866;  Astron.  Nadir., 
I .   IA\  1  j,  d'autre  part. 
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On  peut  encore  citer,  sur  l'existence  de  la  projection  maxirna  d'une  courbe 
fermée,  un  travail  de  Hayward  [On  an  extension  of  the  terni  Area  {Proc. 
London  Math.  Soc,  t.  IV,  p.  289)]. 

Scliur  {F')'  —   Sur   la   déformalion   des  espaces   à   courljiire  de 
Klemann  constante.  (i63-i-6). 

L'auteur  se  propose  de  donner  surtout  des  exemples  de  la  déformation  d'es- 
paces à  plus  de  deux  dimensions  contenus  dans  les  espaces  dits  linéaires. 

On  dit  qu'un  espace  est  déformé  en  un  autre  lorsque  aux  lignes  infiniment 
petites  du  premier  correspondent  dans  le  second  des  lignes  infiniment  petites 
égales.  Un  espace  linéaire  est  celui  oi!i  le  carré  de  l'élément  linéaire  est  exprimé 
par  la  somme  des  carrés  des  accroissements  des  coordonnées. 

JMonro  [On  Jlexure  of  spaces  {Proc.  London  Math.  Soc,  t.  IX,  p.  171)]  a 
traité  un  cas  particulier  de  la  question.  Killitig  {Die  nicht-euklidiscken 
Raumfornien  in  analytiscJier  Behandlang,  i885)  a  donné  dans  son  Ouvrage 
une  liste  assez  complète  des  travaux  faits  sur  cette  question.  Les  démonstrations 
de  Killing  reposent  sur  des  considérations  géométriques;  l'auteur  a  cru  utile 
de  traiter  ces  questions  analytiquement.  C'est  ce  qu'il  fait  dans  les  trois  para- 
graphes dont  les  titres  suivent  : 

^  1.  Sur  la  courbure  de  Uicmann   et   sur  l'élément   linéaire  des   espaces   où 
cette  courbure  est  constante. 
§  2.  Généralités  sur  la  déformation  des  surfaces. 
§  3.  Sur  la  déformation  des  surfaces  à  courbure  constante. 

Markoff  [A.).  —  Sur  les  racines  de  certaines  équations.  (Seconde 

Note).(i77-i8r^). 

Soit  \ {y,  ^)  une  fonction  de  deux  variables  jk  et  \.  Posons 

oii  p^,  p^,  ...,  />^,  sont  des  fonctions  d'une  seule   variable  \  déterminées  par  la 
condition 

?,.(J'.  \)  V(j',  ç)  w(j')  dy^.  o, 


«-/  Il 


pour  chaque  fonction  entière  o>(y)  du  degré  n  —  i. 
L'écjuation 

donne,  pour  une  valeur  déterminée  de  '%,  n  valeurs  x^,  x.^,  ...,  .r,,  pour  z. 

L'auteur  étudie  la  façon  dont  varient  les  quantités  a?  quand  ;  varie.  Il  montre, 
par  exemple,  comme  application  des  résultats  auxquels  il  arriNo,  (jue  les  racines 

de  ré(|uation 

d"{y'—i)" 

— ^ —  =  o 

dy" 

se  trouvent,  une  à  un(>,  dans  les  intervalles  suivants  : 


[ 


■2n~  {■2n  —  i)r,\ 

COS 5   COS ; 

L     2  /i  -t- 1  2  /i  -f- 1   j 


{•2n  —  2)-  (  2 /i  —  3 )  -  I 

COS )   COS >        •••'        (  ^^S >    COS 


n  -\-  \  i>  n  H-  I 


6'2  "  SECONDE   PARTIE, 

ou  bien  encore  dans  les  inlervalles  siiivanls 


cos        j  cos 

■2  fi  11  -\-  l 


cos —  5  cos 

■>  n  II  H-  I 


[(  ■?.  11    --  I  )  -              n~ 
cos —,  cos 
•1  II                 /i  H-  I 


Ilurwitz  (A.).  —  Sur  les  groupes  finis  de  substitutions  linéaires, 
qui  se  présentent  dans  la  théorie  des  transcendantes  elliptiques. 

(i83-233). 

F.  Klein  a  étudié  la  façon  dont  se  comportent  les  fonctions  représentées  par 
le  symbole  X^(w),  formées  des  produits  g-  à  n  termes,  lorsqu'on  eHeclue  une 
transformation  linéaire  des  périodes  Wj,  w^  [Zur  Théorie  der  elliplischen 
Functionen  /i""  Stufe  {Ber.  k.  Sachs.  Ges.  Wiss.,  i884);  Ueber  die  ellipli- 
schen Noi'inalcurven  der  A"''"'  Ordnung  iind  zugeJiôrige  Modal  functionen 
der  N"'"-  Stufe  {Abh.  math.  phys.  Cl.  k.  Sachs.  Ges.  Wiss.,  t.  XIII)].  Klein 
avait  laissé  de  côté  le  cas  de  n  pair.  L'auteur  reprend  les  considérations  de 
Klein  et  examine  à  la  fois  le  cas  de  n  pair  et  de  7i  impair  et  rattache  à  cetle 
question  nombre  de  problèmes  de  la  théorie  des  groupes  et  de  la  théorie  des 
fonctions.  Voici  l'énoncé  des  principales  divisions  de  son  xAIémoire  : 

§  1.  Théorème  d'IIcrmite. 

§  2.  Détermination  plus  précise  des  fonctions  \^{u).  Propriétés  de  ces 
fonctions. 

§  3.  Zéros  des  fonctions  \^{u).  Représentation  de  ces  fonctions  par  des 
séries  0. 

§  4.  Transformation  linéaire  des  périodes. 

§  5.  Recherclie  des  groupes  de  substitutions  des  \^{ii)  qui  résultent  d'une 
transformation  linéaire  des  périodes. 

§  6.  Séparation  des  résultats  obtenus  jusqu'ici  en  deux  classes,  l'une  relative 
à  la  théorie  des  fonctions,  l'autre  à  la  théorie  des  groupes.  Conséquences. 

§  7.  Quantités  du  premier  échelon,  composées  avec  les  fonctions  \y{u). 

§  8.  Enoncé  et  solution  d'un  problème  de  la  théorie  des  groupes. 

§  9.  Application  des  résultats  trouvés  dans  le  §  6  aux  groupes  de  substitutions. 

§  10.  Systèmes  de  fonctions  composés  avec  les  fonctions  \^{u)  correspon- 
dant aux  nombres  impairs. 

§  11.  Composition  de  systèmes  de  fonctions  \  qui  correspondent  aux  nombres 
pairs. 

§  12.  Systèmes  de  fonctions  composés  avec  les  fondions  \^{u)  correspondant 
à  des  nombres  pairs. 

§  13.  Composition  de  systèmes  de  fonctions  X  qui  correspondent  à  des 
nombres  pairs  et  impairs. 

§  14.  Système  de  fonctions  composés  avec  les  fonctions  \^{u)  correspondant 
à  des  nombres  pairs  et  impairs. 

!5   15.  l*rocédé  de  composition. 

J5  IG.  Procédé  de  différentiation.  Intégrales  du  w''"-^"  échelon  qui  sont  partout 
finies. 

B/'it/is    {II.).    —    Sur  les    ])ériodes   des   intégrales   elliptiques  de 
première  et  de  seconde  espèce.  (234-:>52). 

Reproduction  dun  travail  publié  en  187')  à  ILnivcrsilè  de  Dorpal. 
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1^'aiiLeur,  à  l'occasion  d'une  reclierclje  sur  les  perLurbalions  séculaires  des 
éléments  de  la  trajectoire  des  comètes  périodiques,  avait  été  conduit  à  la  ques- 
tion suivante  :  représenter  analytiquement  les  périodes  des  intégrales  de  pre- 
mière et  de  seconde  espèce  qui  correspondent  à  l'équation  difîércntiellc 

clx 

du       -^  '        -^  '  ' 

cil  supposant  que  les  coefficients  de  y'  sont  des  fonctions  rationnelles  données 

(Xun  paramètre   variable  ç.  Si,  pour  simplifier  l'examen,  on    part  de   la   forme 

normale  ordinaire 

du 

TLc  =  Iv  v/(i -^^)  (!-/>" ^^), 

les  périodes,  si  l'on  fait  abstraction  du  facteur  K,  sont  des  fonctions  de  k  seu- 
lement; mais,  si  l'on  part  de  la  forme  normale  prise  par  Weierstrass  dans  ses 
Leçons  sur  les  fonctions  elliptiques,  les  périodes  -peuvent  être  représentées  par 
des  séries  liypergéométriques  dont  le  quatrième  élément  est  une  fonction  li- 
néaire simple  des  invariants  absolus  de  jK'- 

Staude  (0.).  —  Sur  de  nouvelles  propriétés  locales  des  surfaces 
du  second  degré.  (aoS-Li^i). 

Soient  x,  y  les  coordonnées  d'un  point  du  plan,  a,  ["i  deux  constantes  réelles; 
les  coordonnées  elliptiques  X,  [j.  du  point  (x,  y)  sont  définies  par  les  équations 


(0 


yl  _  ^^  ,  .1'^  _ 


a  —  A         |i  —  A  a  —  a 

—  GO  <  X  <  j3  <  ;j.  <  a. 


Les   distances  du  point  (>v,    ;;.)   aux   foyers   communs  des   coniques  (i)  sont 
données  par 


On  en  déduit 


en  sorte  que 


/■,  =  y/a  —  A  +  ^/ct,  —  ;x,  r.^~  \Jx—A  —  ^'x 

f\-h  r,=  2\/x  ^1,  /-^r^nroy/a  — 

/•'i  -+■  /'I  =:  i  a  —  ).  —  ;j.,         /•,  —  r^  =  [x  —  >v, 

>,  =  C,  \x  =rz  C, 

)v  H-  !X  —  C,  'J.  —  )v  =  C 


sont,  en    coordonnées  elliptiques,  les  équations  de  Tcllipsc,  de   l'iiypcrbolc,  ilu 
cercle  et  de  la  courbe  de  Cassini. 
Considérons  de  même  dans  l'espace  les  surfaces 

X''  y 


a-i^ 

^-X-T-X-^' 

X"" 

r    ,     ^"    -, 

a  —  p. 

?-:-  '  T-!-"^ 

X' 

h 

a  —  V 

V'               Z-' 

?--v     '     v"-v     ■'' 

-  X  <  A  . 

<  r  <  !^  <  ?  <  '^  <  ^ 

6.1  SKCONDh:    PAKTl  \i. 

A,  ;j,  V  soiU  les  coordonnées  ellipLiciucs  du  poiiiL  {x,  >',  z)  el  de  plus  on 
a  les  surCaccs  connues  représentées  par 

1  =  0,  IJl=^C,  V  =  C,  A  +  :J.  +  V   rrr  C, 

[JL  -t-  V  =  C,         )i  +  ;x    -  V  =:  C,         [x  —  ;x  =  C. 
LauLeur  se  demande  alors  si  les  expressions 

/•  =  y  a  —  X  rh  y/a  —  [x  dr  ^  a  —  v 

ont  une  signification  géométrique,  comme  en  avaient  une  les  expressions  cor- 
respondantes dans  le  cas  du  plan.  Il  arrive  de  la  sorte  à  une  généralisation  cl 
à  une  démonstration  nouvelle  des  propriétés  focales  des  surfaces  du  second 
degré  qu'il  avait  précédemment  données  (Math.  Ann..,  t.  \X). 

Diiigeldey  (F.).  —  Sur  les  cotirbes  du  troisième  ordre  avant  un 
point  dotible.  (272-2-6). 

Dans  son  Mémoire  [  Griuidziige  zu  einer  rein  geomelrischen  Théorie  der 
Curven  mit  Anweiidung  einer  rein  geonietrischen  Analyse  {Crelle,  t.  XXXI, 
p.  126)],  Grassmann  donne  pour  la  génération  de  la  courbe  générale  du  troi- 
sième ordre  au  moyen  du  mouvement  de  lignes  droites  la  proposition  suivante  : 

«  Si  les  quatre  côtés  et  une  des  diagonales  d'un  quadrilatère  tournent  autour 
de  points  fixes  et  que  les  deux  sommets  non  situés  sur  cette  diagonale  se 
meuvent  sur  des  droites,  chacun  des  sommets  situés  sur  la  diagonale  décrit 
une  courbe  du  troisième  degré  ». 

L'auteur,  en  partant  de  là,  se  propose  de  montrer  comment  on  peut  arriver 
à  une  génération  très  simple  des  courbes  du  troisième  ordre  ayant  un  point 
double  et  donner  une  construction  de  la  ligne  d'inllexion. 

Affolter  (G.).  —  Sur  les  groupes  de  lignes  droites  sur  les  surfaces 
d'ordre  supérieur.  (276-295). 

L'auteur  était  depuis  longtemps  arrivé  aux  résultats  que  contient  son  Mé- 
moire; le  travail  de  Scliur  [Ueber  eine  besondere  Classe  Flàchen  vierter 
Ordnung  {Math.  Ann.,  t.  X\)]  l'a  engagé  à  les  publier. 

Les  surfaces  du  /i'^"""  ordre,  lorsque  n  est  supérieur  à  3,  sur  lesquelles  se 
trouve  un  nombre  limité  de  lignes  droites,  n'ont  été  jusqu'ici  que  peu  étudiées. 

On  ne  connaît  pas  les  propriétés  de  ces  surfaces  dues  à  la  présence  de  droites 
sur  elles;  on  ne  sait  rien,  à  quelques  exceptions  près,  des  modes  de  groupement 
de  ces  droites. 

Dans  son  Mémoire,  l'auteur  essaye  de  parvenir  directement  et  d'une  façon  élé- 
mentaire à  la  détermination  de  ces  surfaces  et  du  mode  de  groupciuent  des 
droites  qu'elles  contiennent.  Il  arrive  à  une  série  de  résultats  remarquables, 
dont  renoncé  même  ne  peut  trouver  place  ici. 

Segre  (C).  —  Remarques  sur  les  transformations  uniformes  des 
courbes  elliptiques  en  elles-mêmes.  (2(j6-3i4)- 

L'auteur  s'est  déjà  occupé  {Alti  delta  II.  Ace.  di  Scienzc  di  Torino,  l.  M^ 
et    XXI)  des  variétés  rationnelles  normales  composées  d'une  série  sinqdcniLiil 


REVUE   DES   PUBLICATIONS.  G5 

infinie  rie  droites  el  de  plans;  on  est  ensuite  conduit  à  étudier  les  variétés  nor- 
males elliptiques  et  tout  d'abord  les  courbes  elliptiques  C,^  que  l'on  peut 
appeler  normales,  qui  appartiennent  à  un  espace  à  n  —  i  dimensions  S„_  . 

Clifford  [On  the  Classification  of  loci  {Pliil.  Trans.,  1878)],  Vcronèse 
[Behandlung  cler  projectivischen  Verhàltnisse,  ...  {Matli.  Ann.,  t.  XIX)], 
Klein  [Ueber  unendlicli  vicie  Normalfornien  des  elliptischen  Intégrais 
erstcr  Gattung  {Math.  Ann.,  t.  XVII);  Ucbcr  die  elliptischen  Aormalcurven 
clev  A''"'"  Ordnung  und  zugehorige  Modulfunctionen  der  A'"""  Stufe  [Abh. 
le.  Sachs.  Ges.  Wiss..,  t.  XIH)]  et  Blanchi  [Ueber  die  Nornialformen 
dritter  und  fiinfter  Stufe  des  elliptischen  Intégrais  erster  Gattung  {Math. 
Ann.,  t.  XVII)]  ont  étudié  déjà  attentivement  ces  courbes  et  l'examen  des  trans- 
formations univoques  des  courbes  elliptiques  normales  du  troisième  et  du  qua- 
trième ordre  en  elles-mêmes  a  fait  le  sujet  des  travaux  de  Ilarnack,  Lange, 
Ameseder,  Kupperet  Em.  Weyr. 

L'auteur  se  propose  surtout  dans  son  Mémoire  de  montrer  comment  la  série 
simplement  infinie  des  transformations  univoques  d'une  C„  en  elle-même,  en 
conduisant  à  une  série  simplement  inlinie  de  surfaces  réglées  rationnelles  nor- 
males qui  la  contiennent,  permet  d'appliquer  des  résultats  connus  sur  celles-ci 
à  l'étude  de  la  G„  et  fournit  ainsi  des  propriétés  nouvelles  de  cette  courbe. 

Papperllz  {E.).  —  Recherches  sur  la  transformation  algébrique 
des  fonctions  hypergéométriqiies.  (3 1  5-356). 

Le  problème  de  la  transformation  des  fonctions  hypergéométriques  a  été 
traité  par  Ivummer  [Ueber  die  Gauss'sche  Beihe,  ...  {Crelle,  t.  XV)]  et  par 
Goursat  [Sur  l'équation  différentielle  linéaire  qui  admet  pour  intégrcde  la 
série  hyper gonitrique  {Ann.  Ec.  Norm.  sup.,  1881);  Sur  les  intégrales  ra- 
tionnelles de  l'équation  de  Kuninier  {Math.  Ann.,  t.  XXIV);  Recherclies  sur 
l'équation  de  Kuninier  {Acta  Soc.  Se.  Fennicœ,  t.  XV)];  mais  ces  auteurs 
se  sont  bornés  à  l'examen  des  transformations  rationnelles. 

L'auteur  se  propose  dans  ses  recherches  d'étudier  la  théorie  générale  de  la 
transformation  algébrique. 

Il  considère  d'une  façon  générale  les  fonctions  (jui  satisfont  à  l'équation  dif- 
férentielle du  second  ordre 

rfvT  _  a-ha'  — H-(,3+ ;i'  +  i).2;  c/P         aa'—  (aa'  + 1^;^'  — yy')37+  '^^'^' x'      _ 
dx'  x{\  —  x)  dx  x-{\.  —  x)'^  ~    ' 

où  les  coefficients  satisfont  à  la  coiidilion 

a  +  x'  +  ji  +  |i'  -I-  y  -I-  y  =  I , 

ou  bi(Mi  (|ui.  par  un(î  substil  ulion  limairc;  en"(>ctué(>  sur  la  variable  .r,  se  ramè- 
nent aux  solutions  d(M'ctte  é(|uati()M  di  iVcrciil  ici  le. 

L'auteur  part  de  cette  remar((ue,  (|ue  la  lli('"orie  (ie  la  transformation  des 
fonctions  hypergéométriques  est  en  somme  i(l(Mili<|ue  à  la  fonction  de  Schwarz 
.v()^,ij.,v,  ./•)  et  se  pro|)ose  dès  lois  de  résoudif  la  ((ueslion  suivante  : 

hiici'iiiiiKM'  loulcs  les  ('(|ualioiis  algébriques 

f[x.y)  --0 


{]{]  SECONDE   PARTIE. 

((ui  poniicLlenl  (\c  passer  d'iino  cqualinn  (linV-i-enLicIle 

l>].c  =  1U>^,  1-^,  V,  JC) 
à  une  éqiialinn  (lifTércnlicIlc  de  même  forme 

où  l'on  désigne,  pour  abréi^cr,  par  [sj,.  rinvariant  didri-cnUcl 

cPs  (l-s  ''^ 

dx'  .")  /    (/.r-    \ 

ds  '1  \     cl  s     I 

dx  \  dx  , 


cl  par  Vs-Çk,  [J.,v,.r)  la  fonction  ralionncllc 


R  = 


1  —  \-  ^  Çk-  -\-  \i?  —  v^  —  T  )  .r  -1-  (  [  —  [j.-  )  X- 
'ix-  (i  —  x)'^ 


L'auteur  applique  à  la  résolution  de  cette  question  la  méthode  de  Schwarz 
{Crelle,  t.  LWV")  et  emploie  sous  une  forme  particulière  les  surfaces  de 
Hiemann. 

]  oss  (A.).  —  Sur  la  théorie  des  surfaces  algébriques.  Première 
Partie  :  Théorie  des  surAices  steinériennes.  (35^-390). 

Représentons  par 

/=  («.,)"=  o 

une  surface  génénérale  du  /V'''""  ordre.  La  /i''''""  polaire  d'un  point  y  relative- 
ment à  cette  surface  est  représentée  symboliquement  par  l'équation 

(  ^.r  )""-'(  «j  )'  =0- 

La  condition  pour  que  cette  polaire  présente  au  point  x  un  point  double  est 
exprimée  par  les  équations 


(«J"- 


-fc-i 


{n  .)^rt.  =  o. 


1,0,3,4. 


Si  l'on  élimine  entre  ces  équations  les  quantités  x,  on  obtient  l'équation  d'une 
surface  S^.  telle  que  la  k'^"""  polaire  de  chacun  de  ses  points  a  un  point  (l(»uhle. 
Le  lieu  de  ces  points  doubles  forme  une  surface  11^-.  La  (/?  —  A"  —  iy'tm«  polaire 
du  point  X  de  JI^.  possède  un  point  double  au  point  jk  de  S^. 

L'auteur  appelle  S^.  la  k'^""'  steinérienne,  II^^  la  A'^™"  hessienne  de  la  surface 
donnée,  et  il  étudie  dans  son  Mémoire  les  singularités  de  ces  surfaces,  qui  se 
trouvent  liées  de  la  façon  la  plus  étroite  avec  la  théorie  des  polaires  des  sur- 
faces algébriques. 

Les  surfaces  S,  et  H,  ont  été  étudiées  surtout  à  cause  de  leur  importance 
dans  le  cas  de  /i  =  3  ;  dans  le  cas  général  de  n  quelcon(|ue  on  ne  peut  citer  ((ue 
les  remarques  de  Cremona  dans  sa  Théorie  des  surfaces  algébriques,  Cliap.  X, 
et  le  travail  de  Hiicklund  \0m  geomelriska  ytor  {Kong.  Svenska  Vetens.  Ak. 
Ilandl.,  t.  I\,  1871)],  (|ue  l'auteur  n'a  connus  qu'après  avoir  trouvé  les  résultais 
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cxposés  clans  son  Mémoire,  et  en  parliciilicr  dans  le  cinquième  des  paragraplies 
suivanls  : 

§  1.  Correspondance  univoqiie  de  deux  surfaces  au  moyen  de  quatre  équations 
biquaternaires. 

§  2.  Correspondance  univoque  de  deux  courbes  au  moyen  de  cinq  équations 
biquaternaires. 

§  3.  Sur  un  cas  particulier  de  la  question  traitée  dans  le  §  1. 

§  4.  Sur  la  théorie  des  polaires  des  figures  algébriques. 

§  5.  La  hessienne  et  la  steinérienne  conjuguées. 

Konigsherger  {L.).   —  Sur  une   propriété    des   séries    infinies. 
(897-402). 

Rennarques  sur  les  séries  infinies  absolument  convergentes  relatives  à  la  ra- 
tionnalité  ou  à  l'irralionnalité  des  valeurs  qu'elles  fournissent. 
Applications  à  e"  et  à  sin^. 

Morera  (G.).  —  Sur  l'intégralion  des  différentielles  totales.  (4o3- 

41 1). 

Mayer  {Matli.  Ami.,  t.  V)  a  établi  le  théorème  suivant  :  «  L'intégration  d'un 
système  intégrable  d'équations  linéaires  aux  différentielles  totales  peut  être  ra- 
menée à  l'intégration  d'un  système  d'un  nombre  égal  d'équations  différentielles 
du  premier  ordre. 

L'auteur  se  propose  dans  ce  Mémoire  d'établir  d'une  façon  précise  l'origine  de 
ce  fait  important,  en  ayant  recours  aux  méthodes  exposées,  d'après  Riemann,  par 
Lipschitz  dans  le  second  Volume  de  son  Traité  d'Analyse. 

Staude  (0.).  —  Une  propriété  catoptriqiie  de  l'ellipsoïde.  (4i'^-- 

4 18). 

Emploi  des  relations  établies  dans  le  même  volume  (p.  253  cl  suiv.)  pour 
établir  relativement  à  l'ellipsoïde  des  propriétés  analogues  aux  propriétés  ca- 
toptriques  connues  de  l'ellipse. 

Krause  [M.).  —   Développements  en  séries  de  Fourier  dans  le 
domaine  des  fonctions  thêta  à  deux  variables.  [^\Ç)-!\?)o). 

L'auteur  s'occupe  de  la  question  du  développement  des  puissances  cl  des  pro- 
duits des  fonctions   thêta  à  deux  variables  en  séries  de  Fourier. 

La  question  est  importante  en  ce  sens  qu'elle  comprend  en  somme  le  prol)lènie 
de  la  transformation.  I/auleur  ari-iveen  elTet,  comme  cas  particulier,  aux  trans- 
formations générales  du  second,  du  troisième,  du  ([ualrième  ot  du  sixième 
ordre  d'une  part,  à  celle  du  cinquième  de  l'autre. 

Klein  (A'.).  —  Sur  les  Couclions  sli;MUi  livpoi'olliplicpies.  i^\^\-/\(\\). 

«  Si  l'on  veut  essayer  d'étendre  à  la  théorie  des  fondions  hyperolliptiquos, 
et  tout  d'aborrl  des  fonctions  hypercllipti(iues  a  deux  variables,  les  jn'ogrès  ré- 
cents de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  il    parait  nécessaire,  en  premier 
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lieu,  (rinlrodiurp,  au  lieu  de  sei/.c  fonctions  lluHa  de  la  Lhéuric  ordinaire 

seize  aulres  fondions  telles,  (jue  par  une  transformation  linéaire  des  périodes 
ces  fonctions  permutent  entre  elles  sans  l'adjonction  d'un  facteur  quelconque. 
»  On  approche  du  résultat,  et  d'une  façon  suflisante  dans  bien  des  cas,  en 
divisant  les  fonctions  thêta  paires  [)ar  leurs  valeurs  correspondant  aux  zéros  des 
variables  indépendantes,  les  fonctions  iuipair-es  par  les  valeurs  de  certains  (juo- 
tients  différentiels,  à  définir  d'une  façon  plus  i)récise,  pris  dans  les  mêmes 
conditions.  Les  fonctions  résultantes  se  permutent,  par  une  transformation 
linéaire  des  périodes  à  un  facteur  près,  commun  pour  toutes  et  dépendant 
des  coefficients  de  la  transformation  : 


(0 


en  sorte  que  toute  relation  homogène  entre  les  fonctions  se  transforme  comme 
si  l'on  avait  simplement  effectué  une  permutation  sur  les  fonctions.  Il  en  sera 
encore  de  même  si  l'on  multiplie  les  fonctions  en  question  par  le  même  fac- 
teur exponentiel 


(2) 


»  Je  désignerai  par 


eA,,'';-+-Ai;i',t'.;+  A;;!-:^. 


0(^n    ^.»    ^,1'^.2''^.J 


les  fonctions  ainsi  définies. 

»  S'il  s'agit,  au  lieu  des  fonctions  r:,  d'introduire  des  fonctions  qui,  par  une 
transformation-  linéaire  des  périodes,  ne  font  que  permuter,  il  n'y  a  aucun 
doute  que  ces  fonctions  sont  comprises  parmi  les  fonctions  6.  La  question 
revient  alors  à  déterminer  le  facteur  (2)  en  sorte  que  les  facteurs  (i)  qui  se 
présentent  en  général  dans  une  transformation  linéaire  des  périodes  disparaissent. 
Dans  les  paragraphes  suivants,  je  montrerai  ([u'il  est  facile  de  satisfaire  sim- 
plement à  cette  condition.  Pour  conserver  l'analogie  avec  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques  telle  que  l'a  établie  Weierstrass,  je  donne  le  nom  dc/onctiona  1 
aux  fonctions  ainsi  obtenues,  tout  en  remarquant  que  Weierstrass  parait  pré- 
férer^ dans  le  cas  des  fonctions  hyperelliptiiiues  et  des  fonctions  abéliennes, 
laisser  indéterminé  le  facteur  (2)  et  désigner  par  fonctions  a  ce  que  nous  ap- 
pelons fonctions  0.  » 

L'auteur  passe  alors  à  la  détermination  des  dix  fonctions  <j  paires,  des  six 
fonctions  a  impaires,  à  l'étude  des  transformations  des  fonctions  a  par  l'addition 
des  périodes  et  au  développement  de  ces  fonctions  en  séries. 

Il  examine  ce  que  deviennent  les  formules  quand  on  passe  des  fonctions  hy- 
perelliptiques  aux  fonctions  elliptiques  et  termine  en  établissant,  dans  le  cas  des 
fonctions  hyperelliptiques,  des  formules  analogues  aux  formules  connues  dans 
le  cas  des  fonctions  elliptiques. 

Ilrss  (  W.).  —  Sur  l'iierpolhodie.  Extrait  d'une  Lettre  à  la  Rédac- 

De  Sparre  {Comptes  rendus^  t.  XCIX)  a  iriontré  que  l'herpolhodie  n'a  pas 
de   point   d'inflexion   et   cette   proposition   a    fait    le  sujet   de   Communications 
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cle  la  part  de  Mannhcim  {Comptes  rendus,  t.  Cet.  CI),  de  de  Saint-Germain  { Id.^ 
t.  C),  de  Franke  (/<:/.,  t.  C),  et  de  Resai  [Journal  de  l'Éc.  Pol.,  Cah.  55). 

Le  théorème  de  de  Sparre  n'est  pas  nouveau. 

L'auteur  l'avait  donné  comme  cas  particulier  dans  sa  dissertation  {Das  Rollen 
einer  Flàche  zweiten  Grades  auf  einer  invariablen  Ebene;  Miinchen,  1880) 
et  il  reproduit  ici  dans  un  ordre  nouveau  les  principales  propositions  contenues 
dans  ce  travail. 

Kônigsberger  {L.)-  —  Stii^  la  loi  de  formation  des  difît'rcnlielles 
d'ordre  supérieur  d'une  fonction  de  fonctions.  (473-477). 

Expression  de  la  diflérentielle  0'^"'"  de  la  fonction 

t=f{x,y,z,  ...), 

où  X,  y,  z,   ...  sont  des  fonctions  d'une  seule  variable  u. 

L'auteur  en  déduit  une  démonstration  du  théorème  donne  par  Eisenstein 
{Monatsb.  Berl.  Ak.,  i852)  sur  le  développement  des  fonctions  algébriques  et 
démontré  depuis  par  Heine  {Crelle,  t.  XLVIII)  et  Hermite  (Proc.  Lond.  Math. 
Soc.,  t.  VU). 

Neiimann  (C).  —  Sur  le  mouvement  de  roulement  d'un  corps 
sur  un  plan  horizontal  donné  sous  l'influence  de  la  pesanteur. 

(4-8-50,). 

On  considère  un  corps  à  surface  convexe  comme  une  sphère  ou  un  ellipsoïde. 
Ce  corps  peut,  sous  l'influence  de  la  pesanteur,  se  déplacer  sur  un  plan  hori- 
zontal avec  lequel  il  reste  toujours  en  contact.  On  suppose  qu'entre  le  corps  et 
le  plan  horizontal  existe  un  certain  frottement,  tel  qu'il  ne  puisse  exister 
aucun  mouvement  de  glissement  du  corps.  L'auteur  étudie  les  formes  les  plus 
simples  sous  lesquelles  puissent  se  mettre  les  équations  du  mouvement  et  étudie 
la  nature  de  son  déplacement  à  un  moment  quelconque. 

Neumann  {C).  —  Sur  une  méthode  simple  pour  étahlir  le  prin- 
cipe des  déplacements  virlucls.  (5o'>.-5o5). 

Von  der  MiiJil  {K.).  —  Sur  la  théorie  de  Green  de  la  réllexion  et 
de  la  réfraction  de  la  lumière.  (5o6'-r)i4)- 

Comparaison  des  théories  de  Green  el  de  Cauchy. 

l^^xamen  des  travaux  de  Ilaugiiton  {PJiU.  i}fag.,  VI,  i853)  et  des  travaux  de 
l'auteur  lui-même  [Math.  Ann.,  t.  \  ). 

Foss  (A.).  — Sur  une  propriété  des  formes  cubiques  d'un  nombre 
quelconque  de  variables.  (:)\^)-^ '>.()). 

Soit 

/  une  l'orme  de  (legr(''  s  à  />  variables  liitmogrnes. 

Il  la  hessienne, 

Mil  la  hessienne  de  la  licssienne. 

/i'ull.  des  Sciences  nialhem.,  ?."  séiic,  t.  Mil.  (Avril   1889.  H.(> 
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On  sail  que,  s'il  s'agil  de  formes  linéaires,  on  a  pour  5  >  3 


(0 


II,I  =  P/+OH. 


Pour  les  formes  ternaires  on  n"a  un  lliéorènie  semblable  que  si  /  est  du  troi- 
sième degré;  on  a  alors 

1I„=A/+BH, 

où  A  et  B  sont  les  deux  invariants  de  /.  fîauer  [  Fon  der  Hesse'sclien  Détermi- 
nante der  Hesse'schen  Flàche  dritter  Ordnung  (  Miinch.  Acad.,  t.  XIV)]  a  dé- 
montré que  pour  les  formes  cubiques  quaternaires  on  a  une  relation  de  la 
forme  (i).  L'auteur  établit  d'une  façon  générale  dans  son  travail  que  le  théo- 
rème fourni  par  l'équation  (i)  subsiste  pour  les  formes  cubiques  d'un  nombre 
quelconque  de  variables. 

Voss  (A.).  —  Sur  une  proposition  fondamentale  de  la  théorie  des 
fonctions  algébriques.  (027-536). 

INother  [Math.  Ann.,  t.  Il)  a  énoncé  les  conditions  auxquelles  doit  satis- 
faire la  fonction  F  =  0  pour  que  ¥  soit  de  la  forme  A/  +  Bcp,  où  A,  B,  /  et  tp 
sont  des  fonctions  rationnelles  entières  de  x  et  y.  La  même  question  a  été 
étudiée  par  Halphen  {Bull.  Soc.  mat.,  t.  V)  et  par  Bacharach  dans  sa  Disserta- 
tion (Erlangeu,  1881).  Voss  se  propose  dans  ce  Mémoire  de  donner  de  ce  théo- 
rème une  démonstration  simple  et  précise. 

Schur  {F.).  —  Sur  la  connexion  entre  les  espaces  à  courbure  de 
Riemann  constante  et  les  espaces  projectifs.  (SSy-SG^). 

§  1.  Sur  les  lignes  géodésiques. 

§  2.  Sur  les  variables  normales. 

§  3.  Sur  les  surfaces  géodésiques. 

§  4.  Sur  la  courbure  de  Riemann. 

§  5.  Sur  les  espaces  tels  que  toutes  les  surfaces  géodésiques  passant  par  uu 
point  fixe  contiennent  une  série  doublement  infinie  de  lignes  géodésiques  de 
l'espace. 

§  6.  Sur  la  courbure  de  Riemann  de  ces  espaces. 

§  7.  Sur  les  espaces  projectifs  ou  espaces  à  courbure  de  Riemann  constante. 

§  8.  Sur  des  généralisations  de  la  courbure  de  Riemann. 

Hess  (  W.).  —  Complément  à  la  Note  sur  l'herpolbodie  (568). 

Rectification  de  deux  théorèmes  du  travail  cité  plus  haut. 
Voss  {A.). —  Sur  un   théorème  de   Mécanique  anal^'tique.  (569- 

574). 

Les  trois  équations  différentielles  d'Euler  pour  la  rotation  d'un  corps  solide 
s'appliquent  sans  changenicnt  à  un  système  quelconque  de  points  matériels.  La 
remarque  se  trouve  dans  les  fragments  de  la  Mécanique  analytique  de  La- 
grange  qui  se  trouvent  dans  l'édition  de  Bertrand  et  a  été  donnée  de  nouveau  par 
Liouville,  lù-ahm  et  Kirchhoff.  L'auteur  donne  une  nouvelle  démonstration  de 
ce  fait  important  et  insiste  sur  son  importance. 
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Von  clcr  Miïkl  {K.).  —  Sur  le  mouvement  des  liquides  dans  les 
vases.  (075-600). 

La  question  des  oscillations  du  niveau  des  lacs,  étudiée  en  particulier  par 
Forel  [Sur  les  Seiches  du  lac  Léman  {Bull.  Soc.  vaud.  des  Se.  nat.,  t.  XII, 
t.  XIH  ;  Arch.  de  Genève,  1876,  1877,  ï885)],  a  rappelé  l'attention  de  l'auteur 
sur  la  théorie  de  la  durée  des  oscillations  simples  d'un  liquide  dans  un  vase  de 
profondeur  finie  telle  qu'elle  avait  été  formulée  par  son  grand -oncle  Johann 
Rudolf  Merian  (Bâle,  1828). 

L'auteur  expose,  avec  les  notations  et  sous  la  forme  actuelles,  les  résultats  de 
Merian  et  examine  successivement  le  mode  de  détermination  des  équations  dif- 
férentielles du  problème,  l'hypothèse  des  petites  oscillations,  l'intégration  des 
équations  différentielles,  le  cas  d'un  vase  de  profondeur  constante  et  enfin  les 
mouvements  à  deux  et  à  trois  dimensions. 


Tome  XXVllI;  1886-1887. 

Ilolder  [O.).  —  Sur  la  propriété  de  la  fonction  gamma,  de  ne 
satisfaire  à  aucune  équation  différentielle  algébrique.  (i-i3). 

Presque  toutes  les  fonctions  d'une  variable  introduites  dans  l'Analyse  sont 
telles  qu'il  existe  une  équation  algébrique  entre  la  variable  arbitraire,  la  fonc- 
tion et  un  certain  nombre  des  dérivées  de  cette  fonction.  Il  n'en  est  pas  de 
même  pour  la  fonction  gamma. 

L'auteur  démontre  d'abord  la  propriété  en  question  pour  la  dérivée  logarith- 
mique de  la  fonction  gamma 

I       dV{x) 

définie  comme  fonction  analytique  univoquc  ayant  partout  le  caractère  d'une 
fonction  rationnelle,  en  partant  de  sa  propriété  fondamentale  donnée  par 
l'équation 

:p(^H-i)  =  i.  -^-o{x), 

X 

et  il  en  déduit  ensuite  la  même  conclusion  pour  la  fonction  gamma. 
Voigt  (IV.).  —  Sur  la  théorie  des  veines  liquides,  (i  ^1-33,  i  pi.). 

Ilelmholtz  et  Kircliliolf  ont  donn(''  une  niétliodc  poui"  résoudre  les  problèmc^s 
du  mouvement  d'un  liquide  dans  le  plan  lors<|uc  le  li(|uide  possède  une  surface 
libre  en  partie,  mais  on  n'a  donné  effectivement  (|ue  |)cu  d'exemples.  L'auteur, 
dans  cette  Communication,  se  propose  d"appli([uer  la  méthode  de  Ivirchholï  au 
choc  de  plusieurs  veines  liquides. 

Halils  (./.).  —  Sur  la  réduettoti  de  Técpiatioii  gcMiéiale  du  cin- 
quième degré  à  la  forme  de  .lerrard  :  exiension  du  pi()(^(''d('' 
proposé  par  Hermite.  (34-6o). 
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L'aiilcur  expose  d'abord  rapidemciU  les  résulLuls  auxquels  csl  arrivé  M.  Iler- 
mite  dans  les  tomes  XLI  et  XLll  des  Comptes  rendus;  il  passe  ensuite  au 
calcul  dos  (li  né  rentes  fonctions  qui  se  présentent  dans  la  réduction  en  question. 

Ileymann  {^l^-)-  —  Théorie  des  équations  trinômes.  (()i-8o). 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  se  propose  de  montrer  que  dans  tous  les  cas 
l'équation  trinôme  peut  être  résolue  ])ar  des  intégrales  définies.  Il  part  des 
formes  fondamentales 


(0 

(2) 


yn  +  -^y,,-.  _^    ,    ^   o, 


dans  lesquelles  on  peut  toujours  transformer  l'équation 
(  3  )  l"  +  at"-'  -h  b  =  o, 

ces  deux  formes  fondamentales  étant  telles  que  la  solution  à  laquelle  on  arrive 
pour  l'équation  (3)  s'applique  exclusivement  soit  à  l'une  soit  à  l'autre  des 
équations  (i)  et  (2  ). 

Dans  le  cas  de  la  première  forme,  l'auteur  établit  successivement  les  expres- 
sions qui  donnent  les  racines  différentes  de  zéro,  puis  égales  à  zéro  quand  x 
est  nul. 

Dans  le  second  cas,  il  n'y  a  point  à  considérer  ces  deux  classes  de  racines. 

L'auteur  passe  ensuite  aux  développements  en  séries  des  intégrales  trouvées 
précédemment  et  à  l'étude  de  la  convergence  de  ces  séries,  et  il  trouve  qu'il 
existe  en  toute  circonstance  un  développement  en  série  convergente  et,  par 
suite,  une  intégrale  acceptable. 

Il  examine  alors  en  passant  ce  qui  arrive  pour  l'équation  générale  du  /i'''""" 
degré  en  renvoyant,  pour  plus  de  détails,  à  son  Mémoire  [  Transcendente 
Auftosung  der  ail gemeinen  Gleichung  n-teii  Grades  {Journal  de  Crelle, 
t.  101)]  et  termine  en  indiquant  la  marche  qui  l'a  conduit  aux  résultats  qu'il 
a  précédemment  exposés  :  c'est  l'étude  des  résolvantes  différentielles  et  de  l'in- 
tégration de  ces  résolvantes  (voir  Math.  Ann.,  t.  XXVI,  et  Zeitschri/t  Math, 
u.  Pliys.,  t.  XXXI)  qui  en  est  l'origine  première. 

Dlngeldey  (Z^-)-  —   Sur  la  construction  de  la  hessienne  d'une 
courbe  rationnelle  du  troisième  ordre.  (8i-83). 

Compléments  à  l'exposé  présenté  dans  un  Mémoire  des  Math.  Ann.,  t.  XXVIÏ, 
p.  272,  sur  les  courbes  rationnelles  du  troisième  ordre.  L'auteur  montre  la 
relation  qui,  dans  les  notations  de  Grassmann,  existe  entre  la  courbe  raliou- 
nelle  du  troisième  ordre  et  sa  hessienne. 

ReicJiardt  (fV.).  —  Sur  la  mise  sous  forme  normale  des  modules 
de  Borchardt  des  fonctions   liyperelliptiques  de  genre  p=^'>.. 

(84-98). 

Suite  des  travaux  de  Klein  [Zur  Théorie  der  Liniencomplexe  der  ersten 
und  zweiten  Grades  {Math.  Ann.,  t.  II,  p.  19S1)],  et  plus  particulièrement 
de  Rohn   {Betraclitungen  iibcr  die  Kunimcr'sclw  Floche  und  ihren  Zusam- 
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nienhang  niii  den  hyperelliptischen  Functionen  p  =  2',  Dissertât.  Miinclicn, 
1878,  et  Transformation  der  liyperelliptischen  Functionen  p  =  '?.  und  ilirc 
Bedeutung  fiir  die  Kumnier'sclie  Flàche  {Math.  Ann.,  t.  W,  p.  3^5)],  et  de 
Borchardt  [  Ueber  die  Darstellung  der  Kiunnier'sclie  Flàclie  4  ter  Ordnung 
mit  16  Knotenpunkten  durcit  die  GopeVsche  biquadratische  Relation  zwi- 
sclien  [\  Thetafunctionen  mit  ">.  Variablen  {Journal  de  Crelle,  t.  83,  p.  240), 
et  Sur  le  choix  des  modules  dans  les  intégrales  hy perelliptiq ues  {  Comptes 
rendus,  t.  LXXXVIII,  p.  834)]. 

Friche  (/?.)•  —  Sur  les  groupes  de  substitutions  qui  appartiennent 
aux.  racines  du  module  intégral  A--(to)  de  Legendre.  (99-118). 

Un  des  problèmes  fondamentaux  de  la  théorie  des  fonctions  modulaires 
elliptiques  est,  comme  l'a  établi  Klein  {Math.  Ann.,  t.  XVII),  d'énumérer  et 
de  ranger  en  classes  systématiques  tous  les  sous-groupes  contenus  dans  le 
groupe  des  substitutions  w  linéaires  à  coefdcients  entiers 

0)'  =  ^^'.,  (ao  —  iy  =  ,). 

yo)  -h  0  '  ' 

Ce  problème  a  été  traité  pour  les  sous-groupes  dont  la  particularité  arith- 
métique peut  s'exprimer  par  des  congruences  auxquelles  doivent  satisfaire, 
relativement  à  un  module  fixe  m,  los  coefficients  a,  ,3,  y,  0.  En  ce  qui  concerne 
les  autres  sous-groupes,  la  question  subsiste  encore  de  déterminer  les  pro- 
priétés numériques  fournissant  pour  les  coefficients  a,  jâ,  y,  0  une  dcfinilion 
arithmétique  directe. 

L'auteur,  pour  arriver  à  un  résultat  de  cette  nature,  a  employé  une  méthode 
indirecte. 


On  pose 


? 


l'O)   -h  0 


à  des  propriétés  arithmétiques  de  a,  ^i.  y,  0  l'clatives  à  des  sous-groupes  parti- 
culiers correspondront  des  propri(''tés  aril  lim(''li(|uos  partiriilièj'(^s  des  quan- 
tités a. 

L'auteur   a    appliqué    cette   méthode    à    l'examen    de    tous    les    sous-groupes 
i-emarquables  de  genre  p  —  y,  et  aussi  aux  racines  du   moduh*   intégral  k'{i>i). 

Il  arrive  à  ce  résultat  final  que  seuls  les  groupes  de  /.((■>),  \//,  (  to  ) ,  \J k (  w  ) 
peuvent  être  exprimés  par  des  congruences. 

Pick  (G.).  —  Sur  certaines  substitutions  linéaires  à  coefficients 
entiers  qui  ne  peuvent  s'exprimer  par  dos  cougriionc(^s  alg(''- 
briques.  (109-1  9.4 )• 

Le  INIémoire  de  I^icU,  sur  le  même  sujet  <(ue  celui  de  f'ricUe  (pii  précède,  est 
arrivé  à  la  rédaction   des  Mathematische  Annalen   un  jour  après  celui  «le  ce 
dernier.  Les  deux  iMèmoires  traitent  la  même  question,    la  solution  d'un  théo- 
rème énonce  il  va   longtemps  déjà  {Math.  Ann.,  I.  Wll,    p.   (i.i   cl    suiv.)    par 
//////.  des  Sciences  mathc/n.,  •>"  série,  t.  Mil.  (Mai  i8S().)  15.-' 
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secondiî:  partie. 


Klein.  Les  inélliodcs  soiil  dillV-renles  ;  I(î  (Icniicv  aiiLeiir  emploie  en  efTet,  en  der- 
nière ligne,  un  groupe  (pii,  relaLivfMiienL  au  groupe  loLal  des  subsLitulions 
linéaires  entières,  est  d'indice  infiniment  élevé. 

Kneser  (^.).  —  Le  groupe  de  monodromie  d'une  équalion  al^^é- 
brique  lorsque  l'on  fait  une  transformation  linéaire  des  va- 
riables, (i  25-l3 ->). 

Si  l'équation  irréductible  F(a',  c)  =  o  définit  5  comme  fonction  algébrique 
de  ^,  on  tloit  se  demander  comment  se  comporte  le  groupe  de  monodromie  de 
cette  é([uation  par  une  transformation  linéaire  des  variables.  Ce  groupe  est  en 
général  le  groupe  symétrique,  c'est-à-dire  le  groupe  de  toutes  les  substitutions 
possibles,  comme  l'a  déjà  démontré  l'auteur  dans  sa  Dissertation  inaugurale 
[IrreductibilitàL  und  Monodromie gvuppe  algebraischer  Gleichungen.  Berlin, 
i885),  par  la  considération  des  ramifications  de  la  fonction. 

Dans  ce  travail,  l'auteur  se  propose  de  déduire  par  une  voie  purement  algé- 
brique ce  résultat  algébricjue. 

Thieme[H.).  —  Les  surfaces  du  troisième  ordre  covame  surfaces 
cV ordre  de  systèmes  polaires.  (i33-i5i). 

Dans  son  travail  {Die  Définition  der  geometrischen  Gebilde  durch  Con- 
struction ihrer  Polarsysteme  {Zeitscliri/t  Math.  u.  Phys.,  t.  XXIV;  1878)], 
l'auteur  a  donné  la  construction  purement  géométrique  du  système  des  pre* 
mières  polaires  d'une  surface  du  {n  +  i)>ème  ordre  et  de  variétés  de  surfaces  du 
(/iH-i)'^""^  ordre.  Le  mode  d'exposition  rendait  le  travail  assez  difficile  à  lire. 
L'auteur  donne  ici  une  réduction  un  peu  différente  pour  un  cas  particulier, 
celui  des  surfaces  du  troisième  ordre. 

Gordan  {P.)-  —  Sur  les  équations  du  cinquième  degré.  (i52- 
166). 

L'auteur  s'occupe  dans  ce  IMémoire  d'une  transformation  de  l'équation  géné- 
rale du  cinquième  degré  en  une  forme  normale  qui  ne  contient  qu'un  para- 
mètre. Au  moyen  de  transformations  quadratiques,  on  peut  ramener  toutes  les 
équations  du  cinquième  degré  à  la  forme 


07= 


ax- 


bx 


qui  ne  contiennent  plus  que  deux  paramètres  essentiels.  Klein  {Vorlesungen 
iiber  das  Ikosaeder  und  die  Aujlosung  der  Gleichung  5'''"  Grades,  188^)  a 
comparé  ces  équations  avec  une  écjuation  qui  se  présente  dans  l'étude  de 
l'icosaèdre,  qui  ne  contient  qu'un  paramètre  essentiel  Z  et  dont  les  racines 
Y,  sont  des  combinaisons  linéaires 


rl(t 


d  M-",,  H-  T  ;„  tV, 


des  quantités  tv.^,  ^./v,^  qui  ne  dépendent  que  de  Z. 

Entre  les  quantités  kv.^  et  t,^w.^  existent  les  relations  suivantes  pour  toutes  les 
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valeurs  de  >v,  et  "k, 

[  X(X  (x-,^  +  >s<v  /.  )   —  o, 

IV    t 

D'aulrc  part,  les  quantités  t.^  —  — '^—'  sont  proportionnelles  aux  racines  it^  de 

l'équation 

(  2  )  H'  —  \o  ?/,'  H-  ^|,5  ?/,  +  c  =  o, 

c'est-à-dire  de  la  (ornie  normale  de  Brioschi.  Cette  mènic  équation  (  >)  j)ermet 
donc  de  résoudre  toutes  les  équations  qui  ont  pour  racines 

3-n',^  H-  T^,^(\',^, 

quelles  que  soient  les  valeurs  de  a  et  de  t. 

L'auteur  se  demande  si  l'on  peut  déduire  directement  la  forme  normale  de 
Brioschi  (2)  des  conditions  (  1),  et  il  montre  que  l'on  peut,  avec  ces  conditions, 
transformer  très  simplement  l'équation  générale  du  cinquième  degré  sous  la 
forme  normale  de  lîrioschi.  f.a  forme  d'Hermite 

X'  -h  a^c  -^  b  =  o 

est  typique  pour  les  équations  du  cinquième  degré  dont  l'invariant  C  —  o; 
mais  il  faut  des  relations  cubiques  pour  ramener  à  cette  forme  l'équation 
générale.  La  forme  de  Brioschi  est  typique  pour  les  équations  dont  l'invariant 
B  =  o,  et  des  relations  quadratiques  suffisent  pour  la  transformation. 

Iless   (P-)'    —    Compléments    à    la   théorie  des  triangles  et    des 
tétraèdres  plusieurs  fols  perspeclifs.  (167-260). 

Bosanes  [De  polariuin  reciprocavum  Iheoria  observationes.  Disserl.  \  ra- 
tisl.;    i865    {Math.   Ann.,   t.   Il,   p.   .^ig-So-a)],    Scliroter   {Math.   Aint..    t.    11, 

p.  553-5G2),  et  Valyi  {Archiv  Math.  11.  Phys.,  t.  LXX,  p.  loô-iro;  Jbid..  t.  11^. 
p.  320-324)  ont  étudié  dans  le  plan  les  triangles  qui  peuvent  être  dans  le  plan 
de  plus  d'une  façon  en  perspective. 

Belativement  aux  tétraèdres,  on  a  plus  particulièrement  étudié  le  cas  où 
trois  tétraèdres  sont  en  position  desinique;  et  ce  sujet  a  été  successivement 
traité  par  Stephanos  {Bulletin  des  Sciences,  t.  III^,  p.  [\'iÇ)-[\bÇ>),  par  SchnUer 
{Zeits.  Math.  u.  Phys.,  t.  XXVIII,  p.  17(8,  et  Journal  de  Crclle.  t.  93,  p.  169), 
par  Beye  {Acta  Math.,  t.  I,  p.  97-108)  et  par  Victor  {Pcr.-Verhandl.  nat. 
Ges.  Freiburg,  t.  VIIT,  p.  2;  i88'|  ). 

L'auteur  donne  dans  ce  Mémoire  un  exposé  complet  des  propriétés  de  ces 
triangles  et  de  ces  tétraèdres  multiplemcnt  perspectifs;  il  arrive,  en  particulier, 
à  des  relations  intéressantes  entre  la  théorie  des  triangles  d'une  part  et  celle 
des  polyèdres  réguliers;  entre  la  théorie  des  triedrcs  et  celle  des  (igures  régu- 
lières tracées  dans  l'espace  à  quatre  dimensions  sur  un  espace  sphérii|uc  à  trois 
dimensions. 

Slunn  {!(').  —    Stir  les  séries  de  points  égales,  les  laiseeaiix  de 
plans  et  de  rayons  égaux  dans  les  espaees  collinéaires.  (261- 

26;). 
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Sturm  (/?.).  —  Sur  la  lliéorie  de  ia  colliiK'ation   et   de  la  corré- 
lation. (268-27^)). 

Stunn  (/?.)•  —  Sur  les  systèmes  nuls  supérieurs   dans  Tespace. 

(..77-.83). 

L'auLcur  s'est  déjà  occupé  {Math.  Ann.,  t.  \I\,  p.  /|6i)  de  quchjues  systèmes 
nuls  supérieurs.  Amescder  {Journal  de  Crelle,  t.  97,  p.  62  )  a  considéré  en 
particulier  le  système  nul  général  du  second  degré  et  a  donné  à  cette  occasion 
quelques  propriétés  des  systènnes  nuls  supérieurs.  La  même  question  a  égale- 
ment été  traitée  en  même  temps  par  Voss  {Math.  Ann.,  t.  XXIII,  p.  45,  SSg). 

L'auteur  s'occupe  ici  de  quelques  exemples  intéressants  de  systèmes  nuls  et 
détermine  leurs  trois  caractéristiques. 

Roliji  {K.).  —  Les  différentes  espèces  de  surfaces  réglées  du  qua- 
trième ordre.  (284-3o8). 

Les  travaux  les  plus  importants  des  géomètres  sur  les  surfaces  réglées  du 
quatrième  ordre  sont  dus  à  Chasles  [Mémoire  sur  les  surfaces  du  troisième 
et  du  quatrième  degré  {Comptes  rendus,  t.  LUT,  p.  888)],  à  Cayley  [First, 
second  and  third  Memoir  on  skew  surfaces,  otherwise  Scrolls  {Phil.  Trans., 
t.  GLIir,  p.  453;  t.  CLTV,  p.  559,  et  t.  GLIX,  p.  m)]  et  à  Cremona  [Suite 
superficie  gobbe  di  quarto  grado  {Mem.  Bologna,  t.  VIII,  p.  i5)]  qui  se  sont, 
en  particulier,  occupés  de  la  classification  des  surfaces  réglées. 

La  nature  de  la  courbe  double  sert  tout  d'abord  à  la  distribution  en  classes 
de  ces  surfaces.  Les  classes  ainsi  déterminées  se  divisent  ensuite  en  espèces, 
d'après  les  autres  propriétés  singulières  qui  se  rencontrent  dans  ces  surfaces. 

L'auteur  s'occupe  dans  ce  Mémoire  non  seulement  de  la  division  en  espèces, 
mais  aussi  dans  chaque  espèce  des  conditions  de  réalité  qui  se  présentent.  Il  a 
été  amené  à  faire  cette  étude  attentive  alors  qu'il  se  proposait  de  construire 
une  série  de  dix  modèles  de  surfaces  réglées  du  quatrième  ordre  qui  ont  paru 
chez  Brill,  à  Darmstadt,  et  qui  sont  destinés  à  fournir,  sous  une  forme  sen- 
sible, les  particularités  principales  présentées  par  les  surfaces  considérées. 

Pick  (G.).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  (Sog-SiS). 

Si  l'on  se  donne  une  intégrale  elliptique  de  première  espèce  sous  une  forme 
quelconque,  il  est  tout  d'abord  nécessaire,  pour  les  calculs  ultérieurs,  de  repré- 
senter les  fonctions  elliptiques  élémentaires,  lorsque  l'on  y  remplace  l'argu- 
ment par  l'intégrale  donnée,  eu  fonctions  explicites  des  limites  et  des  constantes 
de  l'intégrale. 

On  connaît  depuis  longtemps  les  formules  qui  résolvent  la  question  dans  le 
cas  où  la  did'érentielle  elliptique  est  de  la  forme 


1: 


où  f{x)  est  un  polynôme  du  quatrième  ou  du  troisième  degré.  Elles  ont  été 
données,  par  exemple,  par  Scheibner  [Zur  Théorie  der  Réduction,  elliptischen 
Intégrale  in    réel  1er  l'orni    {Abh.    math.   phys.   Cl.  sachs.   Ges.,    t.  XII)]  et 
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dune  fiiçoi)  plus  couiplèlc,  et  qui   en  inonLic  l)ien  l'origine,  par   Klein  [Ueber 
hyperelUplisclie  Signiafunctioucn  { Malli.  Ann.,  t.  XXVIIjJ. 

L'auteur  lésouL  ici  la  question  dans  le  cas  où  le  domaine  elliptique  est  défini 
par  une  courbe  générale  du  troisième  ordre.  Il  établit  deux  séries  de  formules 
qui  répondent  à  deux  hypothèses  dilTérentes  relativement  à  l'argument  des 
fonctions  elliptiques.  L'une  des  séries  se  présente  comme  absolument  analogue 
aux  formules  données  par  Klein  pour  le  domaine  binaire;  l'autre  série  est  par- 
ticulièrement intéressante  en  ce  sens  qu'elle  comprend,  comme  cas  particulier, 
le  système  d'équations  qui  ont  été  données  par  llermite  et  Brioschi  pour  la 
transformation  d'une  courbe  du  troisième  ordre  en  la  forme  normale  dite  de 
Weierstrass. 

Schonjlies  (A.).   —    Sur  les  groupes   de  mouvements.    Premier 
Mémoire.  (319-342). 

C.  Jordan  est  le  premier  qui  se  soit  occu|)é  de  déterminer  d'une  façon  com- 
plète les  groupes  de  mouvements  [Ménioii-e  sur  les  groupes  de  niouve/nents 
{Annali  di  Mat.,  t.  11^,  p.  167  et  325  )]. 

Les  groupes  de  cette  nature  ont  de  l'intérêt,  non  seulement  au  point  de  vue 
mathématique,  mais  surtout  à  l'égard  de  la  théorie  de  la  structure  cristalline. 
La  question  où  il  s'agit  de  trouver  toutes  les  formes  cristallines  possibles 
théoriquement  conduit  aux  groupes  de  mouvement.  C'est  à  ce  point  de  vue 
que  s'était  d'abord  placé  IJravais  [Mémoire  sur  les  systèmes  formés  par  des 
points,  etc.  {Journal  de  l'École  Polytechnique,  \X\IIP  Cahier,  p.  i)J,  c'est 
encore  le  problème  que  Sohncke  a  traité  complètement  dans  son  Livre  {Entwic- 
kelung  einer  Théorie  der  Krystallstructur). 

Sohncke  a  laissé  au  second  plan,  dans  son  Livre,  les  considérations  relatives 
à  la  théorie  des  groupes.  L'auteur,  dans  son  Mémoire,  étudie  la  question  exclu- 
sivement en  ce  qui  concerne  les  groupes  de  mouvements  et  montre  comment 
les  groupes  de  mouvement  peuvent  se  composer  à  l'aide  de  groupes  d'espèce 
simple. 

Scliiir  {F.).  —  Sur  la  déformation  d'un  espace  à  trois  dimensions 
dans  un  espace  plan  à  quatre  dimensions.  (343-353). 

Suite  des  travaux  de  l'auteur  sur  le  sujet  de  la  déformation  des  espaces  dans 
les  espaces  linéaires  d'un  nombre  de  dimensions  supérieur.  On  sait  quelle  est 
j  lu  difficulté  du  problème  dans  le  cas  général.  L'auteur  montre  (jue,  mèniedans 
I  le  cas  spécial  (|u'il  considère  ici,  on  ne  peut  it-pondre  d'une  façon  générale  aux 
(|uestions  (|u'{)n  est  auKMié  à  s(;  poser.  Les  ccuiditions  sous  les(|uelles  il  |)eut  y 
avoir  déformation  souffrent  toujours  des  cas  d'e\((>plion  ;  les  conditions  néces- 
saires établies  par  l'auleui-  (Mat/i.  \///i.,  t.  \\\  il)  ne  soiil  pas  toujours  sulli- 
sanles. 

iSoilier  [M .).  —   Sur   le  [)rol)lèmc  de  rinvcrsion  dans   la  llu-orlc 
des  fonctions  abélicnnes.  (35^-38()). 

La  (|ueslion  de  rin\ci-sion  dans  l.i  llu-oiic  (l('>  Jonctions  abélicnnes  a  l'ail  le 
sujet  des  travaux  de  rrym  |  \cue  l'hcoric  dcr  ul l racllipt ischcii  l-'uncl ioncn 
(Wiener    Akad.,    i8()'|),     Théorie    der    h'unrlioin-n    in    einer    zwcihldttrigcn 
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Flàche,  Zurich,  i(S86],  de  VVebcr  {Tlieoi'ie  der  Abel'schen  Functionen  vom 
Gesclileclit  à^  Berlin,  1^*76 ),  de  H.  Stahl  {Ueber  die  Behandlung  des  Jaco- 
bl'schen  Unikehrproblcins  der  AbeVschen  Intégrale.  Dissert.,  Berlin,  1882,  et 
Journal  de  Crelle,  t.  89)  eL  do  l'auLeur  luiinèrne  dans  plusieurs  Mémoires 
publiés  dans  les  Math.  Ann.  et  les  Ann.  dl  Mat. 

L'auteur  se  propose  ici  d'établir,  sous  la  forme  la  i)lus  symétrique  possible, 
les  formules  au  moyen  desquelles  les  quotients  tlièta  simples  s'expriment  en 
fonction  des  limites  supérieures  des  intégrales  qui  constituent  les  arguments 
des  fonctions  thêta.  Il  déduit  ensuite  de  ces  foruuiles  une  solution  nouvelle  du 
proljlème  d'inversion  de  Jacobi  et  termine  par  l'étude  de  la  classification,  en 
deux  espèces,  des  caractéristiques  qui  s'introduisent  dans  ses  recherches  et  par 
leur  emploi  dans  la  transformation  du  premier  ordre. 

Hilbert  [D.).  —  Sur  vvn  point  de  vue  général  dans  les  recherches 
relatives  à  la  théorie  des  invariants  dans  le  domaine  des  formes 
binaires.  (3<Si-446). 

La  théorie  des  formes  binaires,  telle  qu'elle  a  été  développée  jusqu'ici,  s'oc- 
cupe plus  particulièrement  de  problèmes  appartenant  à  deux  genres,  à  deux 
catégories  bien  distinctes. 

La  première  catégorie  a  un  caractèi'c  plus  numéri({ue.  On  s'y  occupe  de 
déterminer  le  nombre,  le  degré,  l'ordre  des  formations  invariantes  et  aussi  des 
(juestions  relatives  à  la  structure  et  à  l'établissement  de  systèmes  de  formes 
complets. 

La  seconde  catégorie  est  relative  aux  (|uestions  qui  complètent  celles  étudiées 
dans  la  première;  il  s'agit  alors  de  la  nature  et  de  la  signification  analytique 
des  formations  invariantes.  A  cette  catégorie  appartiennent  également  les  re- 
cherches sur  la  mise  sous  forme  canonique  et  les  autres  représentations  des 
formes  binaires,  covariants  ou  combinants,  sur  la  façon  d'obtenir  les  caractères 
d'invariance,  sur  la  séparation  en  espèces  des  formes  binaires,  sur  les  pro- 
priétés des  formes  et  des  systèmes  de  formes  d'un  caractère  spécial. 

Pour  l'étude  des  questions  appartenant  à  la  première  catégorie,  on  a  deux 
méthodes  à  sa  disposition,  la  méthode  symbolique  de  Clebsch,  la  méthode  énu- 
mératrice  de  Sylvester.  En  ce  qui  concerne  la  seconde  catégorie,  on  ne  peut 
citer  aucune  méthode  générale,  si  importantes  que  soient  les  questions  qui  lui 
appartiennent  et  que  l'on  a  résolues  jusqu'ici. 

Ce  sont  là  les  considérations  qui  ont  engagé  l'auteur  à  traiter,  d'une  façon 
systématique,  une  certaine  espèce  générale  d'invariants  et  de  covariants  irra- 
tionnels du  système  basique  de  formes. 

Bolza  [O.).  —  Stir  la  réduction  des  intégrales  hjpereUiptiques 
de  premier  ordre  et  de  première  espèce  aux  intégrales  ellip- 
tiques par  une  transformation  du  quatrième  degré.  (447'4^^)' 

L'auteur  donne  la  marche  qu'il  a  suivie  et  les  résultats  qu'il  a  obtenus  dans 
sa  Dissertation  {Ueber  die  Réduction  hyperelliptischer  Intégrale  ester 
Ordnung  und  erster  Gattung  au/  elliplische.  insbesondere  iiber  die  lieduc- 
tion  durcli  eine  Transformation  vierlen  Grades.  Gotlingcn,  1886). 
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Schroler  (//•)•  —  L'hexagone  de  Glebsch.  (45^-482). 

Clebsch,  dans  son  Mémoire  [Ueber  die  Anwendung  der  qiiadratischeii 
Substituliofien  auf  die  Gleichungeii  fUiiften  Grades  luid  die  Théorie  des 
ebenen  Funfecks  {Math.  Anii.,  t.  IV,  p.  284  )],  a  établi  l'existence  d'un  hexa- 
i,'one  plan  remarquable  qui  fournit  de  dix  façons  un  hexagone  de  Brianchon. 
Klein  est  revenu  sur  cet  hexagone  [Untersuchungen  liber  das  Ikosaeder 
{Math.  Afin.,  t.  XII,  p.  53 1)  et  Vorlesungen  iiber  das  Ikosaeder  uiid  die 
Aujlosung  der  Gleichuiigeii  vont  fiinften  Grades.  Leipzig,  1884  ]  et  il  a 
montré  comment  les  propriétés  de  cet  hexagone  pouvaient  se  déduire  de  la 
figure  de  l'icosaèdre  dans  l'espace.  Hess  {Einleitung  in  die  Lehre  von  der 
Kugeitheilung.  Leipzig,  i883)  avait  donné  des  considérations  de  même  nature; 
le  même  auteur,  dans  un  Mémoire  sur  les  triangles  et  tétraèdres  plusieurs  fois 
perspectifs  {Math.  Ann.,  t.  XXVIII;  voir  plus  haut),  a  démontré  analyticfue- 
nient  les  propriétés  de  cette  figure. 

L'auteur  donne  un  exposé  synthétique  de  ces  propriétés  en  parlant  précisé- 
ment des  mêmes  considérations  sur  les  triangles  plusieurs  fois  perspectifs. 

Konigsberger  {L.).  —  Remarques  sur  la  classification  des  trans- 
cendantes de  Liouville.  (4^3-492). 

Liouville  [Sur  la  classification  des  transcendantes  et  sur  l'impossibilité 
d'exprimer  les  racines  de  certaines  équations  en  fonction  finie  explicite  des 
coefficients  {Journal  de  Liouville.,  t.  II  et  III)  dit  que  la  solution  d'une  équa- 
tion algébrique  peut  s'exprimer  explicitement  en  fonction  algébrique  des  coeffi- 
cients lorsqu'on  peut  donner  à  l'aide  des  six  opérations  arithmétiques  et  sous 
l'orme  finie  des  formules  qui,  substituées  à  la  place  de  l'inconnue,  satisfont  iden- 
tiquement à  l'équation  proposée.  Puis  il  introduit,  outre  les  fonctions  algébritjues, 
les  transcendantes  c^  et  log.27  et  étend  dans  ces  conditions  les  recherches  d'Abel 
sur  la  résolution  des  équations,  en  étudiant  les  équations  qui  peuvent  se  ré- 
soudre avec  les  seules  fonctions  algébriques  et  transcendantes  ainsi  admises. 

Les  connaissances  acquises  maintenant  sur  l'irréductibilité  des  é(iualions 
différentielles  algébricjues  permettent  à  l'auteur  d'élal)lir  que  Liouville  n'a  pas 
formulé  la  question  comme  il  convient  de  le  faire  aujourd'hui  et  il  se  propose 
d'énoncer  les  problèmes  auxquels  on  est  alors  conduit  dans  toute  leur  géné- 
ralité. 

Caspary  {F.).  —  Sur  rap[)Iication  d  identitc's  algébriques  à  i'i'la- 
blissement  de  relations  entre  les  fonctions  thêta  d  une  variable. 

(49^-49^S). 

l'emploi  de  ("crlaincis  idontilés  pour  (li-nidulicr  ccrlaincs  formules  douut'i's  par 
(layley,  Jacobi,  Cludermann  et  surtout   par  dlaislier. 

Ivlein  {F.).  —  Sur  la  théorie  des  équations  g('nérales  chi  sixième 
et  du  septième  degré.  (499-032). 

La  théorie  des  é(|ualions  du  ciiuiuièmc  degré,  telle  (|ue  l'auleur  l'a  exposée 
dans  ses  Vorlesungen  iiber  das  Ikosaeder.  etc..  non  seuleuuMil  >  appIi(|U('  au\ 
eqiialiotis   du    (pial  lirmc    degré,    niais  peul    aussi    xV-lcudrc    aux    c.iuation^    du 
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sixième  et  du  seplicme  degré.  L'auteur  [Ueber  die  Aiijlosung  gewisser  Glei- 
chungen  vom  siebenten  uiid  achlen  Grades  {Math.  Ann.,  t.  XV)  a  donné 
des  considérations  générales  sur  la  solution  des  équations  algébriques  quel- 
conques; CCS  idées  trouvent  ici  une  forme  plus  concrète  dans  les  paragraphes 
suivants  : 

I.  Exposé  de  la  question. 

!^  1.  Coup  d'œil  sur  les  équations  du  quatrième  et  du  cinquième  degré. 
§  2.  Proposition  plus  générale  relative  aux  équations  du  sixième  et  du  sep- 
tième degré. 

II.  Définition  du  paramètre  z  et  des  groupes  de  substitution  quaternaires 
correspondants. 

§  3.  Généralités  sur  la  connexion  entre  les  x  et  les  z. 

§  4.  Sur  la  façon  dont  se  comportent  les  z  lorsque  les  a:  sont  soumis  aux 
permutations  qu'ils  comportent. 

i:;  ,T.  Formules  relatives  à  la  connexion  entre  les  x  et  les  z. 

§  6.  Formules  relatives  aux  transformations  linéaires  des  z  définies  par  les 
permutations  des  x. 

Cas  de  n  =  6. 
Cas  de  n  =  'j. 

§  7.  Sur  la  nécessité  de  l'introduction  du  double  signe  qui  entre  dans  les 
formules  de  substitution  des  z. 

m.  Réduction  des  équations  du  sixième  et  du  septième  degré  aux  systèmes 
d'équations  correspondantes  en  z. 

§  8.  Principes  généraux  de  la  réduction  eu  question. 

§  9.  Formules  pour  la  déteritiination  des  droites  \',  \". 

v5  10.  Calcul  du  p(jint  cFintersection  de  X'  et  X". 

§  11.  Quelques  remarques  sur  les  équations  de  degré  quelconque. 

Klein    (/^. )•    —    Stir  la  signification   géométrique   du    lliéorème 
d'Abel  pour  les  intégrales  hyperelliptiqties.  (533-56o). 

Dans  le  précédent  Yolume  des  Mat/iematische  An/ia/en  {Ueber  Configura- 
tionen  ive/che  der  Kunimer'sclien  Fiàclie  zugleicli  eingeschrieben  iind 
unigeschrieben  sind),  Klein  a  établi  en  particulier  ce  théorème,  que  si  les 
coordonnées  elliptiques  d'une  droite  sont  X,,  "k.,,  X^,  X,  et  si,  pour  un  choix  de 
signe  déterminé  à  l'avance,  on  a 


a  =  4 


OL=l 


o, 


où  l'on  doit  donner  à  v  les  valeurs  o  et  i   el  où  l'on  a 


cp{}.)=  ^   (A -A-,), 


i  -  1 


la  droite  tourne   autour  d  un   point   Ci\e  de  la  surface  de  Kummcr  que  Ion  a 
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prise,  ou  bien  elle  se  déplace  dans  un  plan  tangent  à  cette  surface.  Klein  a 
signalé  aussi  en  note  une  autre  représentation  géométrique  du  théorème 
d'Abel(p.  i38)  que  Domscli  a  étudiée  dans  sa  Dissertation  {Griinerfs  Arch.. 
t.  II2)  relativement  à  des  différentielles  de  même  nature. 

L'auteur  se  propose  ici  d'établir  des  théorèmes  de  même  nature  relativement 
aux  variétés  générales  homoCocales  du  second  degré  et  d'éludicr  en  particulier 
les  groupes  remarquables  formés  sur  les  espaces  du  second  degré  par  des 
espaces  linéaires. 

Il  s'occupe  d'abord  du  cas  de  l'espace  ponctuel  à  trois  dimensions,  étend  les 
résultats  obtenus  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions  et  termine  par  le  cas 
de  la  Géométrie  linéaire. 

L'auteur  fait  remarquer  la  parenté  des  premières  propositions  auxquelles  il 
arrive  avec  celles  qui  se  trouvent  dans  le  Livre  de  M.  Darboux  {Sur  une  classe 
remarquable  de  courbes  et  de  surfaces  algébriques). 

JJurwitz  (A.).  —   Sur  les  correspondances  algébriques  el  sur  le 
principe  de  correspondance  généralisé.  (56 1-585). 

Le  principe  de  correspondance  de  Chasles,  qui  n'est  valable  que  dans  le  cas 
de  points  correspondants  situés  sur  une  courbe  de  genre  zéro,  a  été  étendu  par 
Cayley  {Comptes  rendus,  t.  L\II,  p.  586;  Phil.  Trans.,  t.  CLV^III,  p.  i'|ô)  ^""^ 
courbes  de  genre  quelconque.  Brill  a  donné  une  démonstration  du  théorème 
généralisé  dans  les  Matlieniatische  Annalen  (t.  VI,  p.  33,  et  t.  \'1I,  p.  607). 
Le  principe  de  correspondance  ainsi  généralisé  s'énonce  alors  de  la  sorte  : 
Entre  les  coordonnées  x^,  ^\,  x^,  y^,  y„,  y^  de  deux  points  x,  y  d'une  courbe 
algébrique  G  de  genre  p,  on  se  donne  une  équation  algébrique 

^V{x^,x^,x^\y^,y,^,  r,)  ^-  o; 

à  tout  point  X  de  la  (^ourlie  répond  un  nombre  détermiiu';  a  de  points  )'.  va- 
riables avec  X  et  didcrents  en  général  de  x\  de  même,  à  tout  poinl  y  corres- 
pond un  nombre  ^  de  points  x  variables  avec  y  et  diiïérenis  en  général  de  r. 
Il  arrive  que  les  deux  points  x,  y  se  confonden*  dans  un  nombre  de  cas  égal  à 

a  -f-  ^  H-  2/? y. 

^I«|^ns  cette  expression,  y  est  un  nombre  |)ositifqui  exprime  combien  de  points 
d'intersection  de  la  courbe  ^r(^|  >')  — 0  ou  M*(_;)-' |  .r)  -  o  a\ec  la  courbe  G 
tombent  au  point  j^;  y^•^y.,■,y■^  étant  les  coordonnées  d'un  point  (|ue!ci>n(iue  y 
de  la  courbe  G. 

On  suppose  dans  cet  énonré  (|ue  la  correspondance  algèl)ri(|uc  sur  la  courbe 
G  est  définie  par  une  é(|uation  M"  —  o.  Mais  il  y  a  des  exemples  où  cxislcnl 
des  correspondances  pour  lesquelles  l'hypothèse  précédente  n'ol  |).is  \raic. 

L'auteur  s'est,  par  suite,  posé  la  (|UCStion  de  déterminer  toutes  les  eoires- 
poiiflances  algébriques  possibles  et  d'établir  le  nombre  de  leurs  coïncidences. 
Vu  lieu  de  la  courbe  algébrique,  il  prend  eoiume  support  di^  la  ciu-rcspondanco 
une  surface  de  Riemann,  en  sorte  ((ue  les  rc-sullats  auxquels  il  arrive  s'ap- 
pliquent non  seulement  aux  courbes  algélirit|ues  ]ilane>,  mai-',  d  une  façon 
générale,  aux  ("léments  géonu^lri(iMes  à  une  dimension  qui  >ioiii  delini-  par  un 
nombre  quelconque  d'«'M|uat  ionv  algébrique-'. 
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!]lai-ko(/\A .).   —  Sur  l'équalioii  (lillcrenliellc  de  la  série  hyper- 
géométrique,  l^emière  Note.  (586-5(j3). 

La  (|(iesli()ii   csl    la    suivaiUc  :   Obtenir  Ions   les   cas  où    le  produil  de  deux 
valeurs  de  y  satisfaisant  à  ré(iuati()n  difrérentielle 


^(i 


(a 


i)^] 


dy 
dx 


^\-'y  = 


se  réduit  à  une  fonction  entière  de  y. 

L'auteur  forme  l'équation  différentielle  du  troisième  ordre,  à  laquelle  satisfait 
le  produit  de  deux  intégrales  de  l'équation  pr*)posée;  puis  il  détermine  les 
conditions  sous  lesquelles  cette  é(]uation  du  troisième  ordre  admet  comme 
solution  un  polynôme  entier. 

BrioscJii  [F.).  —  Sur  la  transformation  du  troisième  degré  des 
fonctions  hyperelllptiques  du  premier  ordre.  (Extrait  d'une 
Lettre  à  M.  Kraiise.)  (o94-5y6). 

Krause  {M.).  —  Sur  la  transformation  du  troisième  degré  des 
(onctions  hyperelliptiques  du  premier  ordre.  (Extrait  d'une 
Lettre  à  M.  F.  Briosclii.)  (5()7-6oo). 


Tome  XXIX;  1887. 

A ffollei'  (G.).  —  Sur  les  groupes  de  lignes  droites  sur  les  surfaces 
d'ordre  supérieur.  (1-26). 

Suite  des  recherches  dont  la  publication  a  commencé  dans  le  tome  WVII 
des  Mathematische  Annalen. 

Ici  encore,  l'auteur  se  propose  d'étudier,  d'une  façon  générale,  les  groupes 
possibles  de  droites  existant  sur  les  surfaces  et  réserve  pour  une  auti*e  Com- 
munication la  démonstration  effective  de  l'existence  de  ces  groupes  et  la  déter- 
mination des  surfaces  correspondantes. 

Le  travail  contient  un  nombre  considérable  de  propriétés  des  droites  consi- 
dérées et  nous  devons  nécessairement  y  renvoyer. 

Bocliert  (A.).  —    Sur  la  limite  de   transitivité  des  groupes  de 

substitutions  qui  ne  contiennent  pas  le  groupe  alterné  de  leur 

degré.  ('^7-49)- 

La  question  importante  de  la  limite  de  transitivité  d'un  groupe  de  substi- 
tutions de  n  lettres  qui  contient  moins  de  la  moitié  des  substitutions  possibles 
avec  ces  lettres  et  qui  est,  par  suite,  moins  de  {n  —  2)  fois  transitif  a  été 
étudiée  par  Jordan  (Bull,  de  la  Soc.  niatli.,  t.  I).  Jordan  y  détermine,  pour 
la  limite  en  question,  des  valeurs  très  faibles  pour  des  nombres  donnés  déter- 
minés. Le  même  auteur,  dans  son  Traité  des  substitutions,  était  arrivé  à  des 
limites  plus  élevées,  et  par  un  procédé  plus  compIi(jué. 
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Cliaciin  des  deux  procédés  présente  cependant  ses  avantages  et  il  peut  arriver 
que  la  détermination  la  plus  ancienne,  au  moyen  de  ff^netions  de  degré  régu- 
lièrement croissant,  donne  dans  certains  cas  des  limites  plus  précises  que  les 
derniers  théorèmes  de  Jordan.  Et  c'est  là  la  question  principale  considérée  par 
l'auteur  dans  son  Mémoire. 

Scliœnjlies  {A.).  —  Stir  les  groupes  de  mouvements  (5o-8o). 

Ce  INIémoire  est  destiné  à  compléter  les  recherches  de  l'auteur  sur  les  groupes 
de  mouvements  dont  la  première  Partie  a  paru  dans  le  tome  \X\  III  des  Mathe- 
matisclie  Annalen.  Dans  la  première  Partie  l'auteur  avait  étudié  les  groupes  qui 
se  déduisent  du  groupe  cyclique  et  de  celui  du  cube;  il  considère  ici  les  groupes 
généraux  de  mouvements  qui  proviennent  de  la  même  façon  des  groupes  du 
dièdre  pour  les  cas  n  ==  3,  4>  tJ  et  des  groupes  du  tétraèdre  et  de  l'octaèdre. 

Roliii  (A.).  —  Les  surfaces  du  quatrième  ordre  au  point  de  vue 
de  leurs  points  doubles  et  de  leur  conformation.  Avec  une 
planche.  (81-9(3). 

L'auteur  donne  ici  l'analyse  d'un  Mémoire  couronné  par  la  Société  Jablo- 
nowski,  à  Leipzig. 

Le  travail  contient  deux  Parties  :  la  première  traite  des  surfaces  du  quatrième 
ordre  possédant  des  points  riouhics,  la  seconde  des  rapports  de  configuration 
des  surfaces  du  quatrième  orrlre  d'une  façon  générale.  La  première  Parlie  con- 
stitue en  somme  la  suilc  des  travaux  de  Cayley  [First,  second  and  tliird  Me- 
moirs  on  quavtic  surfaces,  t.  III  {Proc.  Lond.  Malli.  Soc.)\.  Cayley  donne 
la  série  complète  des  surfaces  <|ui  ont  huit  ou  neuf  |)oints  doubles  et  son  éuu- 
mération,  pour  le  cas  des  surfaces  (jui  possèdent  dix  points  doubles,  est  incom- 
plète. Dans  son  travail,  l'auteur  donne  dune  façon  systématique  toutes  les  sur- 
faces du  quatrième  ordre  ayant  de  huit  à  seize  points  doubles.  Les  surfaces  du 
quatrième  ordre  dont  F\ummer  s'est  occupé  [Die  algebraische  Strahlensystemc, 
insbesondere  der  i  und  2  Ordnnng  {Abli.  Berl.  Akad.,  iHiiG);  Flàchen 
welche  von  einer  Scliaar  von  Flaclien  2  Grades  eingehiillt  we/xlen]  trouvent 
donc  aussi  leur  place  dans  cette  énumération.  La  seconde  Partie  est  relative 
aux  questions  pures  de  configuration.  L'auteur  introduit  la  notation  impor- 
tante de  surface  limite,  ce  qui  lui  permet  d'amener  des  simplifications  utiles 
dans  une  aussi  riche  variété  de  formes.  De  plus,  en  ce  qui  concerne  les  sur- 
faces ayant  un  seul  point  double,  l'auteur  a  recours  à  la  considération  simul- 
tanée des  courbes  de  projection  du  sixième  ordre,  (jue  l'on  obtient  en  prenant 
le  point  double  pour  centre  de  projection. 

Ce  procédé,  (jui  consiste  à  considérer  la  projection  de  la  surface  et  aussi  la 
projection  des  courbes  situées  sur  la  surface  en  |)renant  comme  centre  de  pro- 
jection un  point  double,  est  constamment  employé  dans  tout  le  cours  du  tra- 
vail. 

l'riche  (A*.).  —  Les  grou[)es  de  C()ni;ruences  du  sixième  éclielon. 

(97-1  2->.). 

Ij'autcur  se  propose  dans  ce  Mémoire  de  donner  un  e\po>e  complel  de  buic- 
lions  modulaires  (Hlipl  i(|iies  correspondanl  ciu\  ijroupes  de  coiigiiienee  du 
sixième  échelon. 
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SKCONDH    PAUTIE. 


Klein  [Uebcr  die  clliptisclieii  J\o/-/>ia/ciir{'C/i  (tes  n"'"  Ordming  {AbJi. 
math,  pliys.  CI.  Sachs.  Ces.  ]V/ss.,  t.  Xlll)]  a  établi  [es  systèirics  de  modules 
seiileiiicnl  pour  le  cas  d'un  échelon  impair;  llurwilz  [Uebe/'  endliche  Gruppeii 
linearer  Substilulioiien,  welckc  in  der  Théorie  der  elliptischcii  Transcen- 
denten  auftriten  {Alalk.  Ann.,  t.  XXVII,  i83))  a  étendu  les  considérations  de 
Klein,  mais,  dans  ses  reclierclies,  l'échelon  G  se  trouve  encore  exclu. 

I^'auleur  s'est  placé  dans  son  travail  à  un  autre  point  de  vue  encore.  I. 'examen 
du  cas  de  l'échelon  éjjal  à  G  lui  a  semblé  présenter  aussi  quelque  intérêt  en  ce 
sens  que  cet  échelon,  comme  ceux  de  la  forme  :> p,  p  étant  premier,  présente 
quelques  rapports  spéciaux  avec  une  portion  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
li(iues  intéressantes  au  moins  au  point  de  vue  historique.  Il  s'agit  des  relations 
qui  existent  entre  les  valeurs  pour  l'argument  nul  des  fonctions  Sr^,,  2r^,  S^  et 
les  quantités  qui  en  résultent  par  une  transformation  du  p'ème  ordre.  L'examen 
de  l'échelon  .ip  simplifie  considérablement  l'établissement  de  ces  relations  que 
l'on  rencontre  déjà  dans  Gauss  {We/'ke,  t.  III,  p.  ^170)  et  qui  ont  occupé 
Schroter,  Goring,  Krauss,  Mûller,  Uhode,  etc.  L'auteur  examine  en  particulier 
dans  son  Mémoire  le  cas  de  la  transformation  du   troisième  ordre. 


Kopcke  (A.).    —    Sur  la    diirérentiabililé   et  la    représentabiliti; 
[Anschaulichkelt)  des  fonctions  continues.  Avec  une  planche. 

(i  23-i4o). 

On  sait  depuis  longtemps  qu'une  fonction  continue  n'a  pas  nécessairement 
de  dérivée.  Un  des  premiers  exemples  que  l'on  a  donné  d'une  fonction  continue 
n'admettant  pour  aucune  valeur  de  la  variable  réelle  de  dérivée  est  celui  de 
Weierstrass  étudié  depuis  par  Wiener  {Journal  de  Crelle,  t.  UO).  On  ne  |)out 
se  représenter  une  suite  continue  de  points  à  laquelle  on  ne  peut  nulle  part 
mener  de  tangente.  L'existence  d'une  telle  suite  est  pourtant  chose  démontrée. 
Une  autre  question  de  mènie  nature  est  relative  à  l'existence  d'une  courbe  on 
plutôt  d'une  suite  continue  de  points  présentant,  dans  un  intervalle  aussi  petit 
que  Ion  veut,  une  infinité  de  maxima  et  de  minima. 

L'auteur  établit  ici  l'existence  de  fonctions  continues  admettant  une  dérivée 
et  présentant  dans  tout  intervalle  une  infinité  de  iriaxinja  et  de  minima. 


Ni'.tto  {E.).  —  Sur  un  algorithme  pour  Ki  solution  des  écpiations 
numériques  algébricpies.  (  i4i-i47)- 

Soit  l'équation 


X" 


X 


o; 


on  a  souvent,  pour  la  résoudre,  employé  le  procédé  suivant  :  on  part  d'une  va- 
leur ,27,,  quelcon(pi(\  cl  l'on  et»  déduit  une  suite  de  valeurs  a;,,  .r,,  ...  par  la  re- 
lation 


V  .r,,  -f-  a  ; 


lorsque  p  augmente  indélinunent,  on  approche  en  général  d'une  valeur  limite 
qui  est  racine  de  l'équation  proposée.  La  condition  de  convergence  de  ce  pro- 
cédé n'a  pas  été  étudiée,  c'est  là  la  question  dont  s'occupe  l'auteur,  et  il  établit 
les  conditions  dans  le  cas  d'une  équation  plus  générale  que  l'équation  proposée, 
ces  conditions  devenant  d'ailleurs  très  simples  dans  le  (-as  présent. 
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Neilo  {I^-)-  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  itérées.  ('i48-i53). 
Soit  (-)(.r)  une  fonetion  eiUicrc  et  raLionnelle,  cl  [)osons 

Ce  travail  contient  des  propositions  remarquables  sur  la  façon  dont  se  compor- 
tent les  racines  des  équations 

(-)    tx)  X 

0(^)— .r  =  o,         (-)   (.r)  —  ^  =  (,,         T(jc)=-f— -^ =  o. 


lieyes  y  Prospe/'  (V.).    —    Sur   la  Géométrie    non   euclidienne, 
(i  54-1 56). 

G.  von  Staudt  a  montré  que  la  Géométrie  de  position  est  indépendante  de 
toute  idée  de  mesure.  Klein  a  établi  qu'elle  est  aussi  indépendante  de  toute 
hypothèse  sur  la  théorie  des  parallèles.  L'auteur  se  propose  de  simplifier  ici  les 
démonstrations  de  Ivlein. 

Witting  {A.).  —  Sur  les   fonctions   de  Jacobi   du  /,■'•'"•'  ordre  à 
deux  variables.  (i5--i^o). 

Dans  le  présent  travail,  l'auteur  se  propose  d'étudier  les  fonctions  de  Jacobi 
du  A''^™*  ordre  à  deux  variables,  au  point  de  vue  de  leur  transformation,  d'une 
façon  analogue  à  celle  employée  depuis  longtemps  déjà  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques.  Il  est  nécessaire  dans  ce  but  de  mettre  les  fonctions  thêta  sous 
une  forme  normale;  il  faut  former  des  fonctions  de  Jacobi  qui  se  comportent  à 
l'égard  de  la  transformation  des  périodes  de  la  façon  la  plus  simple  po>;sibIe. 
Les  quatre  fonctions  sigma  sont,  à  ce  point  de  vue,  d'importance  fondamentale 
à  l'égard  des  fonctions  de  Jacobi  du  premier  ordre.  Par  une  transformation 
linéaire,  la  fonction  sigma  impaire  reste  invariable,  les  trois  autres  fonctions 
se  permutant  alors  sans  l'introduction  de  facteurs.  Klein  [Ucber  die  elliptische 
JYormafcurven  der  TV""'  Ordnung  {Abli.  mat/i.  pliys.  Cl.  Sachs.  Gcs.  IF/.v.v., 
t.  XIII)]  a  montré  comment  on  pouvait  étendre  cette  propriété  aux  fonctions 
de  Jacobi  du  A'^'"«  ordre,  en  introduisant  certainos  fonctions  \^,  '\'^,  Z^,  qui, 
par  une  transformation  linéaire  des  périodes,  se  permutent,  avec  des  coeflicients 
numériques  constants.  Le  cas  où  k  est  impair  a  été  étudié  par  llurwitz  {Math. 
Ann.,  t.  XXVII).  Dans  le  cas  des  fonctions  de  deux  variables,  Klein  [Ilvperel- 
lipUscke  Sigma fiinctioneii  {Math.  Ann.,  t.  XW'II)]  a  établi  l'existence  de 
fonctions  qu'il  appelle  a  et  i3,  telles  que  par  une  transformation  linéaire  les  pre- 
mières permutent  entre  elles,  tandis  que  les  secondes  sont  absolument  invaria- 
bles. 

A  l'aide  des  fonctions  sigma  hypcrellipti(|ucs,  Pauleur  arrive  à  faire  dans  la 
inèine  direction  un  pas  de  plus  et  à  former  des  fonctions  de  Jacobi  à  deux  va- 
riables \^3,  Y^o,  Z^o  qui,  de  même  ([ue  les  fonctions  analogues  \^  dans  le  cas 
des  fonctions  elliptiques,  donneni  lieu  à  une  permnlalion  lint'aire,  homogène,  à 
coefficients  numéri(|ucs. 

L'auteur  ne;  considère  ici,  pour  plus  de  sinipliiMlc.  (|n(>  le  cas  de  /.     impair. 

Kneser    (A.).    —    Sur    la    tln-orie    des     louclions    ali;(''bri(|U(>s. 
(r7i-i,S()). 


8(;  secondiî:  partie. 

Dans  un  Mémoire  public  dans  le  tome  WN'Ill  des  MatliCDidliscJte  Annalen 
{Die  Monodroniiegruppe  einer  algebraischen  Gleicliung  bei  linearen  Trans- 
formationen  dcr  Variabelen),  l'auteur  était  implicitement  arrivé  à  un  théorème 
général  relatif  aux  fonctions  algébriques. 

Ce  théorème  est  assez  facile  à  démontrer,  mais  la  réciproque  présentait  quel- 
ques difficultés.  L'auteur  revient  sur  cette  proposition  importante  en  ce  sens, 
tiu'cllc  permet  de  donner  un  critérium  pour  décider  si  une  fonction  algébrique 
donnée  de  plusieurs  variables  peut  être  ou  non  représentée  par  une  fonction 
rationnelle  de  plusieurs  fonctions  alg(;briques  d'une  variable  chacune. 

Koppe.  —  Sur  les  plus  grands  entiers  contenus  dans  les  multiples 
d'une  fraction  eonlinue.  (iS'^-aSS). 

Krauss  (J.).  —  La  signification  géométrique  d'un  certain  inva- 
riant dans  les  coUinéations  planes.  (234-238). 


Si  l'on  pose 


l,-=  'n,X\  +  m-, '^2  -t-  '«,-,^'i, 


(/=I,    2,    3) 


l'auteur  étudie  la  signification  géométrique  do  l'expression  ^  =:  o  où   l'on  pose 

Z    =+    m.2î'^-i3~^    '^33^22+    '^*33"n+    '"ll'^3+    "^  U  ">2  ~^    '^^22 '^11 
~    '^23 '^2~    '^i2'h3-~    "*jl"n~    '"ri"M~    '^'l2''2i+    ^IX^^m' 

Peterseii  [J.).  —  Remarques  sur  la  démonstration  du  théorème 
sur  la  somme  des  angles  du  triangle.  (239-246). 

«  La  raison  du  manque  de  clarté  qui  se  rencontre  trop  souvent  dans  la  con- 
ception des  premiers  principes  des  sciences  mathématiques  consiste,  selon  moi, 
pour  la  plus  grande  partie,  dans  ce  fait  que  l'on  confond  souvent  les  Mathéma- 
tiques, science  logique  pure,  avec  la  Physique,  qui  est  essentiellement  une 
science  expérimentale.  Les  Mathématiques  choisissent  arbitrairement  leurs  hy- 
pothèses et  en  déduisent  tout  ce  qui  peut  logiquement  s'en  déduire.  Que,  pour 
des  raisons  pratiques,  les  hypothèses  soient  choisies  en  tenant  compte  des  faits 
de  la  nature,  cela  est  possible;  mais  cela  n'a,  au  point  de  vue  scientifique,  aucune 
signification,  aucune  importance.  » 

C'est  là,  en  somme,  l'idée  fondamentale  qui  a  toujours  guidé  Hoûel  {Essai 
d'une  exposition  rationnelle  des  principes  fondamentaux  de  la  Géométrie, 
Greifswald,  i863  ;  Essai  critique  sur  les  principes  fondamentaux  de  la  Géomé- 
trie élémentaire,  Paris,  1867)  dans  ses  recherches  sur  les  éléments  de  la 
Géométrie  et  particulièrement  dans  l'étude  de  la  question  des  parallèles,  si  in- 
timement liée  à  celle  qui  fait  le  sujet  du  Mémoire  de  Petersen.  Le  travail  con- 
tient un  exposé  des  conclusions  auxquelles  on  arrive  relativement  à  la  somme 
des  angles  d'un  triangle  dans  la  Géométrie  de  Lobatchewski,  de  l^olyai,  de 
Cayley  et  Klein. 

Markoff  {yl.).  —  Sur  l'équation  différentielle  de  la  série  liyper- 
géométrique.  (Seconde  Note).  (247-^-)8). 
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Déterminer  tous  les  cas  où  l'équation  (liiïérenticlle 

x{i  —  x)y"  -{-[-(  —  {y.+  li  -I-  I  )  X  ]  r'  —  a,3  j  =  o 
admet  une  intégrale  de  la  forme 

ou  bien 

Xy''  +  ^y'y  +  ^y  =  o, 

X,  Y  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x.  Cette  question  est  importante  dans 
la  détermination  des  cas  où  l'équalion  différentielle  considérée  s'obtient  en 
quantités  explicites  finies. 

Pick{G.).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  abéliennes.  (259-271). 

L'auteur  se  propose  ici  d'étudier,  relativement  aux  fonctions  abéliennes,  la 
question  soulevée  et  résolue  par  Klein  [Ueber  liyperelliptisclie  Signiafunc- 
liotien  {Math.  Ann.,  t.  XXVII)]  relativement  aux  fonctions  hypcrellipliques 
et  particulièrement  à  celles  de  genre  2. 

L'auteur  ne  considère  pas  le  cas  quelconque,  mais  simplement  celui  des 
fonctions  abéliennes  qui  répondent  à  une  courbe  algébrique  plane  sans  point 
double  ni  point  de  rebroussement. 

La  courbe  choisie 

a'I  =  o 

est  donc  d'ordre  ii  et  de  genre  p,  où 

(il  —  y)(n  —  2  ) 

p  =    — . 

2 

IVlltJieiss  {E.).  —  Sur  une  équation  aux  dérivées  partielles  pour 
les  fonctions  thêta  à  deux  arguments  et  sur  leurs  développe- 
ments en  séries.  (272-298). 

Dans  le  tome  98  du  Journal  de  Crellc^  l'auteur  a  donné  les  équations  diffé- 
rentielles qui  relient  les  dérivées  des  fonctions  thêta  prises  par  rapport  aux 
arguments  et  aux  paramètres. 

Il  se  propose  ici,  dans  le  cas  des  fonctions  thêta  de  deux  arguments,  de  trans- 
former ces  équations  différentielles,  en  sorte  que  la  propriété  invariante  des 
fonctions  thêta,  que  Klein  a  signalée  {Math.  Ani}.,  t.  XXVII),  se  manifeste  clai- 
rement, c'est-à-dire  que  les  différentiations  se  présentent  de  la  façon  dont  cela 
a  lieu  dans  la  formation  des  invariants  et  des  covariants. 

Ces  é([uations  fournissent  alors  immédiatement  des  formules  de  récursion  qui 
permettent  de  déduire  les  termes  du  /î'*""  ordre  relativement  aux  arguments 
/t,  et  u^  dans  le  développement  en  séries  suivant  les  puissances  des  arguments 
des  termes  d'ordre  inférieur,  et,  en  fait,  au  moyen  d'opérations  en  tout  analo- 
gues à  celles  ([ue  l'on  emploie  dans  la  formation  des  invariants  et  des  cova- 
riants. lirioschi  {Rendic  Accad.  Lincci,  t.  I,  p.  i()Ç),  2i5  et  3o'.î),  a  déjà 
obtenu  en  partant  des  équations  did'ércnticllos  dos  fornniles  de  ri-cuision  ana- 
logues, mais,  chez  Brioschi,  un  des  six  points  singuliers  était  supposé  rejeté 
à  l'inlini,  en  sorte  que  la  propriété  invarianle  dos  fondions  thêta  ne  se 
manifestait  pas  aussi  clairement  (pic  cela  a  lieu  dans  le  prcxMil    Mi-moire. 
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Schi'ôder   (/''•)• 
deux  variables  dans 

(299-3^7)- 
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Table   des  fondions   univoqnes   réversibles  à 
es  domaines  numériques  les  phis  simples. 


Gordon  (/^.).  —  Sur  les  équations  biquadraliques.  (3 1 8-326). 

On  sait  (juc  l'on  peut  par  une  transformation  de  Tschirnhauscn  convenable- 
ment choisie  réduire  une  équation  générale  du  cinquième  degré  à  une  autre 
c([ualion  du  cinquième  degré  où  n'entre  ([u'un  seul  paramètre.  Les  coefficients 
de  la  fonction  de  transformation  ne  peuvent  s'exprimer  rationnellement  en 
fonction  des  coefficients  a  de  l'équation  primitive;  ils  dépendent  rationnelle- 
ment des  a  et  de  certaines  quantités  W  qui  se  déduisent  des  quantités  a  au 
moyen  d'équations  quadratiques.  Toutes  ces  équations  quadratiques  ne  peuvent 
pas  être  résolues  rationnellement,  si  Ion  y  remplace  les  a  par  leurs  expressions 
en  fonction  des  racines. 

Les  R,  qui  sont  des  quantités  irrationnelles,  non  seulement  relalivement  aux 
coefficients,  mais  aussi  aux  racines  de  l'équation  primitive,  s'appellent  irratio- 
nelles  accessoires. 

On  est  conduit  à  se  demander  si  ces  irrationnelles  accessoires  sont  nécessaires 
ou  non  pour  la  transformation  de  l'équation  du  cinquième  degré  en  une  équa- 
tion à  un  seul  paramètre. 

Kronecker  {Journal  de  Crelle,  t.  Gl  )  s'est  prononcé  pour  l'affirmative;  il  a 
énoncé  cette  proposition  que  les  équations  du  cinquième  degré,  même  si  on  leur 
adjoint  la  racine  carrée  du  discriminant,  n'ont  aucune  résolvante  qui  ne  con- 
tienne qu'un  seul  paramètre. 

Klein  {Das  Ikosaeder  und  die  Glvichungen  S'*""  Grades)  a  démontré  la 
justesse  de  cette  proposition  en  parlant  de  certaines  propriétés  remarquables 
de  l'icosaèdre. 

L'auteur  se  propose  de  donner  une  démonstration  nouvelle  du  théorème  de 
Kronecker  en  s'appuyant  sur  une  propriété  des  équations  biquadratiques. 

Brioschi  (F.  ).   —  Sur  la  transformation  des  équations  algébriques 
par  des  covariants.  (39.7-33o). 
Soit 

f{^,  r)  =  («o«,  •••«„) (^r)" 

une  forme  de  degré  n,  et 

?(^,  .r)  =  (c,/-,  ...c„)(^r)" 

un  covariant  de/d'ordrc  n.  Supposons  que/(.r,  t)  =  o  ait  n  racines  inégales,  et 
posons 

a,  =  a^ x.J  -+-  '2 a, .r,^  -\-  o.,, 

a^  —  a^^  xj  +  3  a,  x.f  -t-  3  a^  x.^  -h-  a^, 


la  valeur  de  9(0:,  i)  s'obtient  en  remplaçant  dans  le  dernier  coefficient  c„  du 
covariant  cp(a:,  y)  les  coefficients  «„«,  ...«„_,«„  respectivement  par  les  quan- 
tités a,a^ . . .  a,^_,  o. 

Démonstration  de  ce  théorème  et  applications. 
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Capelll  (A.).  —   Rédiiclion   de  l'opération  1}   de   Gavlev   à    des 
opérations  polaires  ordinaires.  (33i-33(S). 

Soit  n  séries  de  variables 

r,'  r.'    •••'  .Yn 


cA  Q.  l'opération  de  Cayley 


Çl  =  Z±:-!L  ±...  A. 

Keprésenlons  par 

II  =  {xy.  ..Il)  il 

une  opération  obtenue  en  multipliant  Topération  Q.  par  le  déterminant  des  va- 
riables; l'opération  II  peut  toujours  s'exprimer  par  un  ensemble  d'opérations 
polaires  D    ,  p  çX  q  étant  deux  quelconques  des  quantités  ic,  y,   . . .,  «  et 

.,  à  à  d 

'  '      ^'  op^       ^-  ôp,  ^"  <)p,^ 

II  se  mettant  sous  la  forme  d'un  déterminant  symbolique. 

NoctJier    {M.).    —    Sur    les   difî'érentielles    alg^ébriqiies    totales. 

(339-381). 

Extension  et  généralisation  des  propriétés  dues  à  Picard  [  Comptes  rendus, 
r  et  29  décembre  1884  ;  Sur  les  intégrales  de  dijférentielles  totales  algébri- 
ques de  première  espèce  {Journal  de  Liouville,  t.  \  ,  i88j)]  et  Poincaré 
(Comptes  rendus,  29  décembre  i88'|). 

i^  1.  Forme  des  expressions  diiïérentielles. 
§  2.'  Condition  d'intégrabilité. 
j^  '.\.  Transformation  de  l'expression  difTérenticlle. 
§  ■'{.  Transformation  univoque  de  l'expression  din'ércnticlle. 
§  5.  Conditions    pour   que    les    expressions   diiïérentielles    restent   linies    aux 
éléments  multiples  de  la  surface. 
§  G.  Autres  méthodes  de  détermination  de  ces  conditions. 
§  7.  Les  surfaces  de  genre  i  à  deux   intégrales  finies  indépendantes. 

TVeiss  {]['.).  —  Sur  une  démonstration   de   la    i^énéralisalion    de 
Zeullien  du  théorème  sur  la  eonservalion  du   i^enre.  (.')8:>.-3S^  ). 

Zcuthen  {Math.  Ann.,  t.  III)  a  donné  (\\\  Ihéorènn"  de  Kienianii.  (iii(>  dciiv 
courbes  algébriques  dont  les  points  S(î  (•()rr'rs|)ondcnl  univoiiucmcnl  sonl  du 
même  genre,  la  généralisation  suivante  : 

S'il  existe  enti-e  les  points  de  deux  courbes  de   giMires  respcclifs  />,   ri  />,  une 
correspondance   x,.Z",   ""'""    et    s'il    si'    présente    respi-clivcmenl    /,    cl    /,   couu-i 
dcûccs,  on  a  la  relation 

/,—  t^^  .^..^•,(/^      1)  "  '■•i'Jir-  ')• 
/iuU.  des  Scic/u-cs  malhcm.,  2-  scric,  I.  Mil.  (Mai  1S89.)  l\.8 


<)<» 
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L'auteur  douue  de  ce  lliéorèuio  uuc  déiDoiisLialion  nouvelle  fondée  sur  tics 
considérations  de  géon)cLric  dans  l'espace. 

Bohek  i^l'^'\  —  Sur  les  courbes  livpcrelliptlques.  (386-4  12). 

V)\\(i  courbe  algébrique  C',',  d'ordre  m  cL  de  genre  p  >  i  peut  contenir  un 
seul  faisceau  linéaire  g\}^  de  groui)es  de  deux  points  et,  lorsque  cela  a  lieu,  la 
courbe  est  liyperelliptique. 

La  présence  ilu  g^.}^  se  fait  aussi  ressentir  sur  la  courbe  adjointe  d'ordre 
m  —  3  et  l'on  a  cette  propriété  qui  caractérise  également  bien  les  courbes  Iiy- 
perelliptiques  que  toute  courbe  adjointe  d'ordre  m —  3  qui  passe  par  un  point 
de  C/'^  passe  par  un  second  point  de  la  même  courbe  (jui  est  dans  g'^^''  le  point 
correspondant  au  premier  point  choisi. 

L'auteur  se  propose  ici  d'employer  le  g'}^  qui  existe  sur  la  courbe  C^',  pour 
établir  une  correspondance  entre  cette  courbe  et  deux  faisceaux  de  courbes  ra- 
tionnelles de  l'ordre  le  plus  petit  possible.  Cela  permet  alors  de  constiuirc  la 
courbe  C^J,  comme  lieu  des  points  d'intersection  des  courbes  correspondantes 
des  faisceaux. 

Dans  la  première  Partie  l'auLcur  détermine  les  faisceaux  de  courbes  du  plus 
petit  ordre  possible;  dans  la  seconde  section  il  établit  les  é(]uations  de  deux 
courbes  hyperelliptiqucs  et  le  système  conjplet  des  courbes  adjointes  d'ordre 
VI — 3.  Le  premier  cas  se  rap|)orte  aux  courbes  hyperelliptiqucs  générales 
d'ordre  m  et  de  genre  ui  —  3;  le  second  ne  tlonne  que  des  courbes  particulières 
de  genre  p  et  d'ordre  m  —  ip  pour  p  >  l\. 

Nekrassof  i^P .).  —  Sur  les  équations  trinômes.  (/îi3-/î3o). 

Exposé  des  résultats  obtenus  par  l'auteur  dans  un  travail  couronné  par 
l'Académie  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg,  et  publié  en  i(S83  dans  \c  Journal 
de  la  Société  nui  thématique  de  Moscou  sous  le  titre  :  Etude  des  équations 
de  la  forme  u'"^  —  j)u"^ —  q  —  o. 

I.  Propriétés  fondamentales  sur  la  distribution  des  racines  de  ré(|ualion  tri- 
nôme dans  le  plan  imaginaire,  kurs  développements  en  séries  et  leurs  expres- 
sions par  des  intégrales. 

IL  Examen  de  la  convergence  des  séries  et  propriétés  de  leurs  termes  C(Mti- 
plémentaires. 

in.  Application  des  propriétés  de  ré(|uation  à  trois  termes  au  développement 
en  série  de  quelques  intégrales  délinies. 

IV'.  Application  des  propriétés  de  l'étiuation  trinôme  à  l'intégration  d'une 
équation  ditrércntielle. 

Maisano  (O.).  —  lujuation  de  la  courhc  (|ui  déteruiiue  Jes  |)onUs 
de  contact  des  tanqentes  doubles  à  la  courbe  générale  du  cin- 
quièni  e  d  eg  ré .  (  4  3  i  -4 1 6  ) . 

L'é(piation   de  la    courbe    qui   détache   sur  la   courbe   générale  du  n'-"''  dojirc       > 
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les  points  ilc  conLact  des  tangciiles  doubles  est  de  dei;ré  {n  —  '^.){ii'^ — 9).  On 
n'a  jusqu'ici  calculé  eiïectivenienL  cette  équation  que  pour  le  cas  le  plus  simple 
où /i  =  4-  L'auteui-  s'est  proposé  de  résoudre  la  question  dans  le  cas  de  /i  —  5 
et  il  a  naturellement  recours  au  calcul  symbolique. 

Meyei'  (F-)-  —  Sur  les  procédés  algébriques  reliés  à  la  génération 
des  courbes  gauches  du  quatrième  ordre  et  de  seconde  espèce. 

(4.'i--4C.7). 

L'étude  de  la  courbe  i^auche  du  ((uatrième  ordre  et  de  seconde  espèce  a  fait 
le  sujet  des  tia\au\  de  Study  [Ueber  die  rationalen  Raumcurvcn  {Leipziger 
Ber.,  janvier  188G)]  et  de  Jolies  {Die  Théorie  cler  Oscutanteii  und  dus  SeJincn- 
systeni  der  Bauincurve.  IV.  Ordiuing.  II.  Specics,  Habilitationsschrift;  Aix- 
la-CliapelIc,  1881).  On  a  été  conduit  à  relier  les  propriétés  projeclives  dans 
l'espace,  dans  l'ordre  quaternaire  de  ces  courbes,  aux  résultats  de  la  Géométrie 
sur  la  courbe  elle-même,  c'est-à-dire  dans  l'ordre  binaire;  autrement  dit,  on 
a  été  conduit  à  déterminer  des  procédés  invariants  (jui  comprennent  simulta- 
nément les  deux  ordres  de  recherclies  en  question. 

r^e  travail  de  l'auteur  est  destiné  à  mettre  encore  plus  en  relief  les  relations 
de  parenté  entre  les  domaines  binaire  et  quaternaire. 

SLaude  (O.).  —  Sur  une  espèce  de  fonctions   de  deux   variables 
doublement  périodiques  à  périodes  réelles.  (468-485). 

55  1.   r^xposé  du  problème  d'inversion  en  (piestion. 

§  2.  Séparation  du  problème  d'inversi(jn  ()roposé  en  deux  problèmes  tl'inver- 
sion. 

§  3.  Univoquie  des  fonctions  t^,  t,  de  u^,  u,. 

§  4.  Univo(iuie  des  (onctions  «,,  u.,  de  t^,  t,. 

^  5.  ['ériodicité  double  réelle  de  i^,  t,. 

§  ().  Inversion  des  intégrales  byperelliptiques  dans  le  domaine  réel. 

^  7.  Formation  des  fonctions  doublement  périodi(iUCS  consicb-rées  à  périodes 
réelles. 

§  8.  Sui-  une  espèce  de  fonction  d'une  seule  variable  réelle  ([ui  n'est  pério- 
di(iue  (|uc  sous  certaines  (Conditions. 

Udinack  (yi')-  —  Sur  les  oscillations  des  cordes  Icnducspar  des 
coins.  (48G-499). 

CliristoHid  [U/ile/suc/iif/igc//  iibci' die  mit  dcin.  Foriln'stelicii  liiictircr  jxir- 
tieller  DUferenlialgleickungen  vorLriigliclien  UnsLetigkeilcn  et  iehcr  die 
Forlpj'ldiizang  von  StiJsseii  dure/i  claslische  J'este  Kôrper  {A/m.  iti  Mat. 
t.  Vlll)|  a  établi  à  (juelles  conditions  on  doit  a  voir  égard  dans  l'intégration  îles 
é(piations"  aux  dérivées  partielles  de  la  Mécani(|ue,  lors([ue  Us  livpothèses  faites 
originairement  sur  la  continuité  des  dérivées  de  la  fonclion  cherchée  cessent 
(le  sid>sister.  l'onr  le  (as  le  plus  simple  de  cette  cs|ièr(\  poni'  les  oscillation»" 
(les  conles  tendues,  (|ui  sont  soutenues  par  des  coins.  ('.hri>tiitlel  ne  (hmne  (lue 
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bricvcinciiL  ces  coiulilions  et  il  remarque  justement  qu'il  est  inadmissible 
d'appli(|uer,  sans  explication  ultérieure,  les  foimulcs  que  l'on  a  déterminées 
dans  le  cas  du  mouvement  transversal  pour  une  courbure  continue. 

L'auteur  se  propose  d'étudier  ici  cette  question.  La  démonstration  que  la 
présence  de  coins  n'a  aucune  influence  ne  repose  pas  sur  les  propriétés  des 
séries  de  Fourier  employées,  mais  sur  le  caractère  intime  de  ces  conditions. 
D'ailleurs  l'emploi  des  séries  de  Fourier  simplifie,  sans  aucun  doute,  l'étude  du 
mouvement  considéré. 

Hess  (^r. ).  —  Sur  le  gyroscope  dans  le  cas  où  Ton  choisit  pour 
le  système  momentané  de  forces  qui  agissent  le  système  le  plus 
général.  (5oo-58o). 

L'auteur  a  déjà  étudié  {Math.  Ann.,  t.  \L\,  i2i-i5'j)  le  mouvement  du  gy- 
roscope dans  le  cas  où  le  corps,  de  révolution,  est  soumis  à  une  simple  rotation 
autour  de  son  axe.  Il  s'occupe  ici,  dans  le  cas  le  plus  général  d'un  système 
momentané  de  forces  quelconques,  de  déterminer: 

L  Le  mouvement  de  l'axe  du  gyroscope  dans  l'espace, 

IL  Les  formes  du  cône  mobile  de  la  polliodie  et  du  cône  fixe  de  l'herpolhodic, 
qui,  d'après  Poinsot,  en  roulant  l'un  sur  l'autre  déterminent  le  transfert  d'une 
position  à  une  autre  du  corps  animé  de  rotation. 

III.  La  position  de  l'axe  particulier  dans  l'espace  le  long  duquel,  d'après 
Euler,  il  suffit  d'effectuer  une  seule  rotation  d'amplitude  finie  pour  amener 
immédiatement  le  corps  de  sa  première  position  à  la  seconde  et  la  grandeur 
de  cette  amplitude. 

Une  planclie  lithographiée  est  annexée  au  Mémoire. 

Caspary    {F,).    —    Remarques    sur   les    tétraèdres    desmiques. 

(581-582). 

Détermination  excessivement  simple  de  points  qui  sont  les  sommets  de  trois 
tétraèdres  dcsnii(iucs  et  d'où  peuvent  se  déduiic  ainsi  dii'ectement  les  résultats 
dus  à  Stcpbanos,  Véronèse,  Hermès,  SclirOter,  iîeye,  etc. 
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\CTA  MATFIK.MATICA. 

Tomo   IV:  188Î  (  '  j. 

M'Utag-Lej]ler.  —  Sur  la  représentation  analytique  des  fonctions 
monogènes  uniformes  d'une  varial)le  indépendante.  (  i--q). 

C'est  le  Mémoire  fléfinilif  on  se  trouve  expose,  avr^e  toute  Tanipleui- (:Iésiryl)l(\ 
l'ensemble  des  recherches  de  l'auteur  sur  le  sujet  indiqué  par  le  titi-e,  et  qui 
ont  pour  point  de  départ  la  proposition  classique  à  laquelle  le  nom  de 
M.  Mittag-Lefller  restera  attaché,  sur  la  représentation  d'une  fonction  uniforme 
dont  les  points  singuliers  (pôles  ou  points  singuliers  essenliels  )  forment  nu 
ensemble  admettant  le  point  00  pour  limite  unique  (-). 

La  démonstration  si  simple  de  cette  proposititjn,  démonstration  que 
M.  Mittag-Leffler  et  M.  Weierstrass  ont  trouvée  pres(|ue  simultauc'ment,  s'étend 
à  des  propositions  analogues,  mais  d'une  généralité  beaucoup  plus  élevée,  et 
l'on  voit  ainsi  combien  elle  est  dans  la  nature  des  choses.  Il  y  a  plus,  ce  même 
mode  dedémonstration, comme  M.  Appoil  le  mfjutredaus  un. Mémoire  inséré  dans 
le  même  Recueil,  s'applique  à  une  généralisation  du  théorème  de  M.  Mittag- 
Leffler  qui  regarde,  non  plus  les  fonctions  analytiques  d"un(^  variable  complexe, 
mais  les  fonctions  de  trois  vai'iables  ii-elles  qui   v<M"iliet)l    l'iNjuat  ion 

()x-        <)]■'-     '    âz- 

Le  théorème  (|ui  constitue  le  fond  du  Mi'moir'e  peut .  dans  lonte^a  giMUM-alité', 
être  énoncé  comme  il  suit   (■): 

Soit  (.)  un  ensemble  isolé  de  points  a|)parlenanl  au  domaine  dune  variable 
,r  à  variabilité  illimitée,  soit  O'  l'ensemble  dérivé  ;  soient  a^,  a  ,  ....  c/^_,  ...  les 
points  de  0  ;  à  chacun  de  ces  [)oints  r/^  on  associera  une  foiu'lion 


^■'U-^) 


repi'(''scnt(''e  par  nue  scri(;  de  l.i   fornir 


:i;  —  a.        {x  —  a-)-  {x  ~  a. )" 

(u'i  tous  les  coel(i<'ienls    \    ne  soiiMil    pa^^  iiul<,  conN  eigenle  enliii  quelle  (jue    soit 

la  valeur  de  -,  et  d'ailleurs  arbitr.iire  :  il  existe   une  lonciion  uniforme. 

X  —  a- 

se  comportant  partout  d'une  manière  régulière,  sauf  aux  points  de   l'enscniblf 

Q-hQ',  fu'mé  par  la  r«Miniou  des  deux  ensemble^  (^)  et  <y,  telle  enfin  que.  an\ 


('  )  Voir  fini  le  tin,  \l,,  [>.    \.\-. 

(')  Voir  liitllctin,  V,,  p.    M.;. 

C)    Voir,  pour  la    terminologie  di'  M.   (lanlor.  liiiUcliii.   \  11!,,   p.    ii)-.>. 

Ihill.  (les  Sciences  nudhein.,  Jt'  série,  t.  Mil.  (.luin   188*).)  H. y 
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('ii\  iroii^  tic  c/ 


soil    clt'"velo|)|)al)|('    en    iiiic    srriç 


^a  tlillV'i'cncc  iwec  (\ 

X  —  a  ^ 

qui  procrde  suivant   les  puissances  enlières  et  posiLives  de  x  —  (!■. 

Si  (lu  cliainp  dt;  la  vaiiahlc  on  supprime  rensenihle  de  points  (}  -f-  Q',  i| 
reste  un  ensiMiihle  de  continua  (')  d'une  seule  pièce;  dans  chacun  d'eux,  la 
fonction  construite  par  iM.  Mit lag-LelHer  est  une  même  fonction  monogène  et 
uniforme.  Si  i'enscmhie  Q  -\-  (Y  est  la  limite  complète  d'un  tel  continuum,,  cette 
fonction  est  régulière  pour  tout  point  situé  au  dedans  du  contininun ;  elle  se 
comporte  comme  il  a  été  expliqué  dans  le  voisinages  de  clia([ue  point  de  Q  ; 
enfin  tout  point  de  ^}^    r  Q'  est,  pour  elle,  un  point  singulier. 

L'auteur  montre  aussi,  en  supposant  encore  que  l'ensemble  Q  -(-  Q'  limite 
entièrement  un  continuum  oA),  que,  si  l'on  désigne  par 


«,,  a^. 


,  (^>  ■> 


les  points  de  l'ensendjle  isolé  Q  et  par 

//,,  //,,   ....  //^,.   .  .  . 

des  entiers  positifs  ou  négatifs,  on  peut  construire  une  fonction  régulière  en 
tout  point  de  -^l-,  ne  s'annulant  en  aucun  point  de  -l)  et  pouvant  se  mettre  sous 
la  foi' me 

(^  — aj^'f-^^'-""^ 

aux  environs  de  a^;  p(.^ —  ci^,)  désigne  une  série  procédant  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  de  x — a^,.  Chaque  point  de  Q'  est  un  point  singu- 
lier essentiel  de  Q.  C'est  la  généralisation  d'une  proposition  fondamentale  due 
à  M.  Weierstrass. 

De  ces  propositions  en  résultent  d'autres  qui  permettent,  une  fonction  mo- 
nogène uniforme  étant  donnée,  de  construire  une  expression  analytique  qui  se 
comporte  régulièrement  là  où  la  fonction  donnée  se  comporte  elle-même  régu- 
lièrement et  qui,  dans  le  voisinage  d'un  nombre  infini  de  points  singuliers 
isolés,  représente  celle-ci  au  degré  d'approximation  que  l'on  veut.  La  différence 
entre  les  deux  fonctions  a  ainsi  perdu  un  nombre  infini  de  points  singuliers 
isolés.  On  pourra  procéder  sur  cette  différence  comme  sur  la  fonction  proposée; 
l'application  continuelle  de  ce  procédé  conduit  ainsi  à  des  fonctions  de  moins 
en  moins  compliquées  et  aboutit  toujouis  à  une  fonction  simple;  c'est  ce  que 
les  recher(^hes  récentes  de  AL  Cantoret  de  AL  Bendigson  ont  permis  à  AL  ALttag- 
Lefder  d'(''tal)lir  entièrement. 

Milidg-Le  IJler.    —    Démon  si  rat  ion    nouvelle    du    thé  crème   de 
Laurent.  (80-88). 

Les  rechcrclies  précéd(;mmeut  analysées  avaient  pour  point  de  départ  le 
théorème  du  commandant  Laurent  :  ce  théorème,  on  le  déduit  d'habitude  de 
la  théorie  de  Cauchy  sur  les  intégrales  à  variable  imaginaire.  Afin  de  n'avoir 
rien  à  em|)runter  à  cette  théorie,  AL  Aliltag-F^efller  donrM>  de  cette  proposition 


(')   Le  mol   conliintuni  c-l   pri-   dan<  \c  sens  de   M.   WCier-^trass  ;   voir  liiilletu}. 
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capitale  une  (Irmoiisli-al  ion  non  voile  ([ni  l'fslo  dnns  la  pnro  dorfrino  rif 
M.  Weierstrass. 

Hermite  elFucks.  —  Sur  un  développement  m  iVaclion  continue. 
(«9-9^)- 

p 

Soient    a,   [j  deux    exposants   donl    l,i    soninic    est   un  etilier  /. ,  et  —   la  n'-dnilr 

d'ordre  //  dn  développeiTienl  en  fraclion  conlinne  de  {x  —  a  }''■{. r —  b)°.  Les 
polynômes  A  el  B,  des  degiv's  n  et  /?  -1-  le  se  délenninent  sauf  nu  f;ieienr  eon- 
■^lant  en  posant 

\)'l. [( X  —  a )"  ■■"■     ( X  --  b )"+? ]      ==  {x  —  n y-    {x—  b)^\. 
\)[l.^'''  I  (  ^  —  «.  )"  '  *   "•  {x—  b)  "+^   ?  ]  ^  (  ,r  -    a)   ^{x  —  by^W. 

Darboux  (6'.).  —  Sur  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  troi- 
sième ordre  des  systèmes  orthof^onaux.  (9!J;-t)6  ). 

Formation  très  simple  de  cette  éi|nation,  avec,  un  système  (piplconque  de 
variables,  en  partant  de  la  théorie  de  Ijamé. 

Laf^uene.  —   Snr  quelques  points   de    la    lli('orie   des   équations 
numériques,  (q-  -  \  'iv>). 

Soit 

f{x)  —  n^x"  H-  a,  ./;"■  "'  -:-...  -h  a,/. 

posons,  en  désignant  par  \,  t,  deux  nomhi-es  dont  le  premier  est  po^^itil  on  ntil 
et  le  second  plus  grand  qne  le  premier 

■^     '  x  —  i  ■  xr,  —  \  "  "  " 

les  coefficients  P  s\:xpriincnt  aisément  an  niovcn  des  tjnantités  ;,  r,  et  des 
coefficients  a  et  l'on  a  la  pi'0|)osition  suivante,  dont  laulenr  i  ire  «le  ii(>mhreuseN 
conséquences. 

I^e  nombre  de  racines  de  l'équHtion  J{x)  -  o,  comprises  entre  ;  el  y,,  est  au 
plus  égal  au  nombre  de  variations  du  polynôme  'f  (.r)  et  la  dill'i'icnce,  s'il  \ 
en  a  une,  est  un  nombre  pair. 

Voici,  dans  un  autre  oidre  d'idées,  une  proposition  dont  l'auteur  montre  la 
fécondité. 

Soient  k  un  nonil)re  quelcon(|ui'  cl  x^.  a,.  ...,  x,  des  nombres  positifs  quel- 
conques; posons 

0(.r)  ~  fi*'(.T  '\-  tlJ  (.r-i-  X,). .  .(.r  -}-  2,,  )  : 
si  ré((uation  ,  ' 

f/^-!- <7,.r^-l- ...-!- ^„.r"  :     o 

a  toutes  ses  racines  réelles,  il  en  sera  de  même  de  Tt-quation 

a  (=)  (o)  -)-  n',  H  (  I  )  r    !-/-/,(=)(>)  .?•  '  h-  .  .  .  -  '-  r/„  (■)  (  n  )  x"  -     o 

en  supposant  i|ue  //  auj^menle  indéliniment ,  on  a  de--  com  lusi(tns  r(d.éti\es  ju\ 
fonctions  de  ^lenre  zéro  ou  de  "cni-e  un. 
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Bjciknes.  —  Recherches  hydrodsiianilques.  F^remler  Mémoire. 
Les  équations  liydrodynamiques  et  les  relations  supplémen- 
taires, (l  2I-I  ^o). 

11  résulte  des  recherches  de  l'auteur  qu'on  peut,  au  moyen  de  vibrations  de 
corps  plongés  dans  un  fluide,  imiter  les  phénomènes  fondamentaux  du  magné- 
tisme. C'est  la  théorie  mathéniatique  de  ses  recherches,  déjà  publiée  antérieu- 
rement en  partie,  que  l'auteur  a  l'inlenlion  de  donner,  avec  les  développemenls 
qu'elle  comporte. 

Dans  les  comparaisons  de  cette  nature  se  manifeste  une  particularité  très 
caractéristique  :  les  phénomènes  hydrodynamiques  qui  correspondent  aux  phé- 
nomènes d'influence  présentent,  vis-à-vis  de  ces  phénomènes  de  la  nature,  une 
analogie  directe;  ceux,  au  contraire,  qui  répondent  aux  actions  pondéromo- 
irices  présentent  une  analogie  inverse.  M.  Bjerknes  se  demande  si  l'on  obtien- 
drait des  résultats  analogues  en  substituant  au  fluide  incompressible  un  fluide 
élastique  et  il  arrive  en  eflet  à  montrer  qu'il  en  serait  ainsi,  entre  des  limites 
suffisamment  restreintes,  en  sorte  que  c'est  en  dehors  de  ces  limites  qu'il  fau- 
drait poursuivre  les  recherches  de  ce  fjenre  pour  arriver  à  des  phénomènes 
coïncidant,  sans  traces  d'inversion,  avec  ceux  des  grandes  forces  de  la  nature, 
en  supposant  que  ces  phénomènes  puissent  être  trouvés  par  cette  voie. 

Voici  les  titres  des  subdivisions  de  son  Mémoire  : 

I.  Les  équations  hydrodynamiques  et  les  relations  empiriques  ou  supplémen- 
taires. 

II.  Variation  d'une  vibration  uniforme  à  une  autre,  et  changement  des  coef- 
licients  dans  la  relation  empirique. 

III.  Vibrations  variées.  Changement  du  caractère  de  la  relation  empirique. 

IV.  Vibrations  uniformément  variées. 

V.  Suite  sur  les  vibrations  variées.  Petites  vitesses  et  seconde  approximation. 

VI.  Représentation  hydrodynamique  de  la   pression.  Pressions  partielles. 

VII.  Superpositions  de  potentiels.  Cas  simplifiants.  Conclusion. 

Sonine.  —  Sur  la  généralisation  d'une  formule  d'Abel.  (l'-i-iyô). 
Soient  p,  q  deux  nombres  positifs  dont  la  somme  est  égale  à  un  ;  soit 

une  série  quelconque,  et  soit 

1  H-  d^y-vcl^y'--^. . .: 


si  l'on  pose 


^{y) 


u  {x)  —  XI' 


l~ù 


c,n^"'y" 


l}l=z\ 


C{a-)  --  X  1 


(  fn  —  p  ) 

^    d,,x"y" 
(V— Y)  ' 


Zh 


I 
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on  aura 

Mattliiesseii  (L.).  —  Recherches  sur  les  positions  mutuelles  et 
relatives  à  un  rayon  principal  des  lignes  focales  d'un  faisceau 
de  rayon  infiniment  mince.  (1^^-192). 

Pour  dcLertnincr  complètcinenL  la  situation  des  deux  directrices  d'un  faisceau 
quelconque  de  rayons,  il  faut  connaître  au  moins  quatre  rayons;  les  autres 
rayons,  pour  appartenir  aux  mêmes  directj-iccs.  doivent  satisfaire  à  certaines 
conditions. 

Fiermite  et  Lipscliitz.  —  Sur  l'usage  des  produits  infinis  dans  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques.  (i()3-i  ()f)). 

Sur  l'emploi  des  produits 

A  =  (1-4-  7^)(i  +  /7')(i-}-  r/-^)..., 

B-  (1-7)   (i-7')(i-r)---. 
G  =  (i--r/)  (,-(-y^)(,-;^^..)..., 

D-(i     -r/^)(,_y.)(,-r/).... 

liées  par  la  relation  identi<iue 

ABC  ^  I, 

qui  permettent  d'écrire  plus  simplement  diverses  formules  des  Fnndamentn . 
Goiiisal.  —  Démonstration  du  théorème  de  Cauchy.  (i()"-'>.oo). 

Démonstration  très  simple  du  théorème  fondamcnlal  rtdatif  à  rinté<ii'ation  le 
long  d'un  contour  fermé,  faite  en  décomposant  l'aire  limitée  par  ce  contour  en 
petits  carrés,  et  reposant  uniquement  sur  la  définition  de  la  dérivée  et  sur  ce 
fait  que  les  intégrales  (  dz,  fzdz,  prises  le  long  d'un  contour  fermé,  sont 
nulles. 

Pouicaré.  —  Sur  les  grou[)cs  des  é(|uations  linéaires,  (^.u)  i -->  1  :>  ). 

L'auteur  r<;sume,  comme  il  suit,  les  princi[)au\  résultats  de  rel  important  tra- 
vail. 

«  Dans  ce  i^lémoire,  après  avoir  montre''  à  calculer  les  paramèlr(>  du  gioupi' 
d'une  équation  linéaire  donnée,  j'ai  exposé  quelques  propriétés  de  ce->  para- 
mètres considérés  comme  fonctions  des  coefncicnls  de  celte  é(|ualion  ou  invci- 
•^ement  de  ces  coefficients  regardés  comme  fondions  des  paramètres  du  groupe. 

»  .l'ai  abordé  ensuite  un  autre  problème,  (".ousidt  ions  une  équation  de  la  forme 
suivante 

(0  ^  =  ?(-.'■)'■. 

^,'•0  9(,7-,    y)    ^  o. 


î»^ 
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(Ml  -f  fl  0  ^Kiit  liiliDimcls  en  x  eL  ;'.  Je  suppose  (|iie  \\\  rclalioii  (  :>  )  csl  donnée 
;iin-i  (HIC  les  |)oinLs  singuliers  de  l'équalion  (i)  el  réqualion  déLerniinanLe  re- 
lative à  cliaeun  d'eux,  mais  que  tous  les  autres  coeflicients  de  l'équation  (i) 
restent  arbitraires.  Je  suppose  de  plus  (|ue  la  diiïérenee  des  raeines  de  cluuiue 
équalioD  déterminante  est  nulle  ou  est  une  partie  aliquote  de  ruiiité.  J'ap|)clle 
c  le   rapport  des  intégrales  et  je  considère  x  comme  fonction  de  z. 

»  J"ai  inontré  qu'on  peut  disposer  d'une  manière  et  d'une  seule  de  ces  coeffi- 
cients restés  arbiti'aires,  de  telle  façon  que  x  soit  fonction  fuchsienne  de  z, 
n'existant  (]u"à  l'intérieur  d'un  ('(îrcle,  et  j'ai  lail  voir  comnicnl  il  fallait  diriger 
le  calcul  des  coefticients. 

»  On  peut  disposer  de  ces  mêmes  (■A)c{{'\c\en\.'>  d'une  injinilë  de  nianière.s,  de 
telle  façon  ({ue  x  soit  fonction  Ulcinéeiine  de^  n^existant  pas  dans  tout  le  plan. 
lOnfin  on  peut  encore  disposer  de  ces  coeflicients  (/'////e  nianlère  et  d'une  seule, 
de  telle  sorte  que  x  soit  fonction  fuchsienne  ou  kicinéenne  de  z  existant  dans 
toute  retendue  du  plan.  Ce  dei'uier  point  n'a  |)as  été  démontré.  II  faudrait, 
pour  le  faire  appliquer,  la  irïétliode  de  continuitt'-. 

»  Considérons  maintenant  une  fonction  linéaire  i|uelcon(HU' 


d"\v 
dx"' 


"^  ^1'  dxt> 


fJ(.rO')--=o, 


les  cf  et  6  ('tant  lalionnels  en  x  et  )'•  Soient  \\.  v,,  ....  c,,,  les  intégrales  de 
cette  équation.  On  peut  trouver  une  variable  ;:,  de  telle  façon  que  ^  soit  le  rap- 
port des  intégrales  d'une  é(iualion  du  second  ordre  à  coefficients  rationnels  en 
X  etjK  et  que  p,,  v',,  ....  c,,,  ainsi  que  x  et  j^,  soient  des  fonctions  uniformes 
de  :;.  Il  peut  arriver  d'ailleurs  (|ue  x,  considéré  comme  fonction  de  ^,  soit  ou 
une  fonction  rationnelle,  ou  une  fonction  doublement  périodique,  ou  une  fonc- 
tion fuchsienne  n'existant  (|u'à  l'intérieui-  d'un  ceicle,  ou  une  fonction  klei- 
néenne  n'existant  pas  dans  tout  le  plan,  ou  enlin  une  fonction  fuchsienne 
ou  kicinéenne  existant  dans  t()ut  le  |)lan.  \ous  laisserons  de  côté  ce  dernier 
cas. 

»  Alors,  ce  dernier  cas  étant  laissé  de  ccHé,  on  |)ourra  choisir  celte  variable 
z  d'une  infinité  de  manières  en  satisfaisant  à  toutes  les  conditions  données  plus 
liaut.  J'appelle  z^,  z,,,  ...>  5,,,  ...  les  dilTérentes  variables  obtenues  de  la  sorte. 
Mais,  parmi  toutes  ces  variables,  on  peut  en  choisir  une  et  une  seule  que  j'ap- 
pelle z^,  et  qui  est  plus  simple  que  toutes  autres.  En  général,  x  sera  une  fonc- 
tion fuchsienne  de  z  (n'existant  qu'à  l'intérieur  d'un  cercle),  mais  dans  certains 
cas  particuliers  elle  pourra  ou  être  une  fonction  rationnelle  ou  doublement 
périodique.  Dans  tous  les  cas,  z^  sera  fonction  uniforme  des  autres  variables 
z,^,  ...,  z^^,  ...,  ce  (jui  explique  pour(|uoi  x,  y  et  les  k-:,  i\ui  sont  uniformes  en 
z^,  sont  aussi  uniformes  en  z,,,  z.,,  ....  ^„,  .... 

»  Ainsi  nous  pouvons  exprimer  les  intégrales  d'une  équation  linéaire  à  coef- 
ficients algébriques  par  des  fonctions  uniformes  d'une  variable  2.  » 

AppelL  —  Sur  le.s  ronction.s  de  trois  variables  réelles  salisfaisaiil 
à  l'équation  (llfTéroniielle  AV  =  o.  (3  i  3-.*)-/i). 

I/objet  essentiel  du  tiavail  de  M.  Appell  est  l'étude  des  fonctions  satisfai- 
sant à  l'équation  AV  =  o  qui  ne  cessent  d'être  finies  et  continues  i\w'cn  certain'" 
points  isolés  les  uns  des  autres. 

Il   iiilrodiiii    Ion!   d'.ibnid.  coinmc  Al  M . 'l'IioiiiMtn  cl   l'a  it,  les  fondions  entière^ 
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V„(jc,  y,  z)  à  in  +  i  coiislanles  arbitraires  (n  étant  enlier  et  pusilif).  ((ui  vé- 
rifient cette  équation,  et  les  fonctions  à  indices  négatifs 

V_(,;+,)(J7,  y.   Z)  =    -i— V(j;,  y,   z), 


OÙ  /•  =  [/x''+  y'-'-h  z'. 
Les  séries  de  la  forme 

sont  convergentes  dans  l'intérieur  d'une  sphère  dont  le  centre  est  à    l'origine; 
les  séries  de  la  forme 


^V„(^,  y,  z 


ronvergent  dans  l'espace  compris  entre  deux  telles  sphères.  Réciproquement  les 
fonctions  F  continues  admettant  des  dérivées  premières  et  secondes  et  vérifiant 
Téquation  de  Laplace  sont  développa  blés  en  séries  d'une  espèce  ou  de  l'autre 
suivant  que  les  conditions  précédentes  sont  v(''ri(i(';es  à  l'inlérieur  d'une  sphère 
ou  entre  deux  sphères. 

On  acquiert,  dès  lors,  facilement  la  notion  dune  fonction  !•"  régulière  en  un 
point  de  l'espace.  Une  fonction  F  uniforme  et  vérifiant  l'équation  AF  =  o 
admet  un  pôle  en  un  point  a,  h,  c,  si  elle  devient  régulière  quand  on  en  re- 
tranche une  expression  de  la  forme 

V_j  {x'  —  a,  y  —  ù,  z  --  c) 

+  V^- 2  ( X'  —  «,  y  —  ù,  z  —  c  j  -I- . . . H-  V._„  ( X  —  a,  y  —  h,  z  —  c). 

I^e  pôle  est  d'ordre  n  et,  si  l'cju  a 

V   .=.   ■ — ^ 


V'(^  — a)-H-(r  —  6)^H-  {z  —  c)' 


A  est  le  résidu.  Ou  parvient  de  même  à  la  notion  de  point  singulier'  essentiel. 
Des  considérations  analogues  se  rapportent  au  point  oo.  L'analogie  avec  les  fonc- 
tions d'une  variable  complexe  est  manifeste  et  se  poursuit  très  loir),  jusqu'à 
fournir  une  extension  du  théorème  de  AL  INIittag-f.eftler.  Le  théorème  de  Grcen 
fournit  ensuite  des  propositions  analogues  à  celles  que  l'on  déduit  du  théorème 
de  Cauchy.  L'auteur  parvient  enfin  à  des  développements  en  série  qui  sont 
exactement  le  pendant  de  ces  développements  en  série  d'une  fonction  d'une 
variable  imaginaire  holomorphc  à  l'extérieur  de  deux  cercles  (ju'il  a  étudiés 
dans  le  t.  XI  du  Bulletin  de  la  Société  Mathématique  de  France  (•  ). 

Dans  une  deuxième  Partie  de  son  Mémoire,  M.  Appell  étudie  les  fonclit)ns 
<Ie  X,  r,  z  V(''riliant  ré([uati()n  Ah'  -:  o  et  (|ui  [xissèdent  trois  groupes  de  pé- 
liixhîs  ind(''pt;n(lant(^s.  ('.es  fonctions,  (|ui  reprennent  les  mêmes  valeurs  .iii\ 
poinls  homologues  d'un  r(''>(Mu  <le  parallelt'pipèdes,  sont  l'analogue  de  la  paitie 
réelle  d'une  fonelion  doulilement  péi'io(li((ue  d'une  variable  imauinaii(\  \in>i 
une  telle  fonction,  (|ui  est  ri'^iiiière  en   tmis  le<   poiiil-^  d'un   p.irajielepipéde  (''h''- 


(')  ^oiI■  lUilIclin,  l\^,  p.  -, 
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iiiciilairc,  csL  iiiio  conslaiilo.  V  riiiLciiewr  d'un  parallc-lcpipèile  élétnenlaire  la 
somme  des  résidus  est  iiiillo.  M.  Appell  l'ortne  une  ("onction  simple  qui  joue  dans 
sa  théorie  le  même  rùle  ([uc  la  fonction  Z(m)  dans  la  théorie  des  fonctions 
doublement  périodiques,  telle  que  l'expose  iM.  Ilermite,  à  l'aide  de  laquelle 
s'expriment  les  autres  fondions,  et  (jui  jouit  d'une  série  de  propriétés  intéres- 
santes. Le  cas  oîi  il  y  a  tics  points  singuliers  essentiels  complète  l'analogie 
avec  les  fonctions  doublement  périodi(iucs. 

Schceffe/'.  —  DcMiionsIralloii  du  llicorèine  de  J^aureiil.  (37.5-080). 

Démonstration   indépendante  de  linlégrale  de  Canchy. 

(antor.  — ■   De    la  piiissanee    des   ensembles   parfails   de   points. 

(38i-;]92). 

iJémonstration  dans  le  cas  d'un  ensemble  lim'aire  de  cette  proposition  :  Les 
ensembles  parfaits  de  points  ont  tous  la  même  puissance,  à  savoir  la  puissance 
flu  continu.  La  démonstiation  conduit  à  la  considération  de  fonctions  continues 
intéressantes. 

Délinition  du  vobime  ou  de  la  grandeur  se  rapportant  à  t<tul  ensemble  P 
silné  dans  un  espa('e  plan  à  //  rlimensions. 

KowalcK'ski  [S^j.  —  Sur  la  lédiiellon  aux  intégrales  elli[)li([iies 
d'une  classe  déterminée  d'intégrales  abéliennes  dn  troisième 
rang. 

Le  Mémoire  de  M""'  Kowalevski  di'bute  [)ar  une  introduction  où,  après 
avoir  rappelé  le  théorème  fondamental  d"AI)cl  sur  la  réduction  dune  intégrale 
à  des  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  elliptiques,  elle  déduit,  d'après 
M.  Weierstrass,  la  solution  sous  forme  transcendante  de  cette  question  :  Sup- 
posant qu'il  y  ait  entre  les  variables  x,  y  une  équation  algébrique  de  genre  p, 
et  désignant  par  «,,  «,,,  ...,  a  les  p  intégrales  abéliennes  de  première  espèce 
linéairement  indépendantes,  quelle  propriété  particulière  doit  avoir  l'équation 
entre  x  et  y  pour  qu'on  puisse  déterminer  les  constantes  e,,  e^,  .  .  .,  e  de  façon 
que  l'intégrale  de  première  espèce 


Il  —  e,  «,  -T-  e.^  a, -—...+  e,  «, 
puisse  se  ramener  à  une  intégrale  cllipti(|ue 


f: 


ds 


A(.v) 


et  cela,  de  telle  manière  que  s  et  A(.ç)  s'expriment  rationnellement  en  x  et  _}'? 
De  cette  solution,  déjà  communiquée  par  M.  Kœnigsberger  dans  le  cas  de 
p  —  2  ('),  résulte  une  méthode  pour  aborder  le  problème  algébrique,  au  moins 
dans  de--  cas  part  irnlicrs,  et  c'est  ce  (ju'a  fait   M.  Kœnigsberger  dans  le  iMénioirc 


(•)  fjehcr  (lie   'J'rniisfori)ialioii  des  zweUeii  G  rudes  fia-   die  Abeiaehe  Ftinc- 
tl.oncn  der  crsten  Oirl nunf; .  (Crelte.  t.  (iT,  p.  -i). 
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qu'on  vient  de  citer.  Toutefois,  M"'  Kowalevski  abandonne  cette  voie  pour  le 
problème  qu'elle  a  eu  en  vue  : 

Trouver  les  relations  algébriques  qui  doivent  exister  entre  les  coefficienls 
d'une  équation  algébrique  du  troisième  genre  entre  x  et  y  pour  que,  parmi  les 
intégrales  /F(^,  y)  dx,  où  F  est  une  fonction  rationnelle  en  x,  y,  il  s'en 
trouve  une  qui  puisse  se  ramener  aux  intégrales  elliptiques  par  une  transfor- 
mation du  second  degré. 

La  solution  à  laquelle  elle  parvient,  et  qui  est  encore  fondée  sur  divers 
théorèmes  dus  à  M.  Weierstrass,  conduit   au   théorème  très  élégant  que  voici  : 

«  Si  y  est  une  fonction  algébrique  de  x  du  troisième  genre,  on  peut  transformer 
d'une  infinité  de  manières  l'équation  entre  x  el  y  en  une  équation  homogène 
du  quatrième  degré  F  —  o  entre  les  quantités  X,,  X.,,  X^  qui  sont  rationnelles 
en  X  et  y,  et  cela  de  telle  façon  que  les  coefficients  de  cette  équation  ainsi  que 
ceux  qui  figurent  dans  les  expressions  X,,  X^,  X3  soient  exprimés  rationnelle- 
ment au  moyen  des  coefficients  de  l'équation  donnée.  L'équation  F  —  o  est  ir- 
réductible (sauf  un  cas  particulier  examiné  par  l'auteur)  et  représente  une 
courbe  du  quatrième  degré  sans  points  doubles. 

»  Pour  que,  parmi  les  intégrales  abélienncs  relatives  à  y,  il  e.i  existe  une  qui 
puisse  se  ramener  à  une  intégrale  elliptique  par  une  transformation  du  second 
ordre,  il  faut  et  il  suffit  (jue  quatre  tangentes  doubles  correspondantes  de  cette 
courbe  se  coupent  en  un  même  point.  Par  le  mot  correspondantes  on  entend 
que  les  huit  points  de  contact  appartiennent  à  une  même  conique.  » 

Zeller  (C).  —   Sur  la  forninle  réciirrenle  d'Eiiler  relative   aux 
.sommes  de  diviseurs.  (^i^)~/\\C)). 

Tome  V,  1884. 
Mal.msten .  —  Sur  la  foTMiiule 

lui,,  =  \U  r A//. ,.  H Aa/  ,.  —        ~'-- A?/'^.  -f-  .  .  .  . 

•).  \  .'1  I  .'2.,i.4  ' 

C'est  la  réimpression,  avec  un  certain  nombrt^  de  corrections  nt'cessaires,  du 
beau  Mémoire  de  Malmsten  sur  la  foiniule  sommaloire  d'Fulor-Maclaurin,  qui 
avait  été  publié  pour  la  première  fois  dans  le  lomc  \\\\  du  Journal  de 
Crelle. 

Scheeffe.r.  —  Recherches  o;énérales  sui-  la  leclificaliou  des  courbes. 

(49-8?.  )• 

Le  conc('|)l  k\o  longueur  d'une  coui'be 

r-:/(.r) 


n  HiiplKiue  pas  que  I  intégrale 


r 


^\^r-f{TYdx 


ail  un  sens,   ni    inèuie  lexislenee  de  la  deiivée  /''{.r). 

l'arUigeons    linleivalie   ./\.  J'    en    inl<M\al!e>;    pliis    peliU,  en    nombre    lini.  en 


I  o> 


SliCONDK   PAKTIi:, 


insérant  ciilio  .r,,  .2\  dos  n(unl)i-rs  ci-oiss;uits  ;  à  ros  iioiiibros  correspondoiii  de. 
points  sur  la  courl^e.  Ces  poinls  se  suivent  dans  un  oi'dre  dèlcrminé  ;  joignons- 
les  par  une  ligne  brisée  dont  le  premier  élément,  joint  le  prenjier  point  au  se- 
cond, dont  le  second  joint  le  second  point  au  troisième,  etc.;  soit  I^,  la  lon- 
gueur de  celte  ligne  brisée.  Répétons  les  mômes  opérations  pour  chaque  nouvel 
intervalle  partiel,  et  soit  Ij,  la  somme  des  lonjjueurs  des  lignes  brisées  que  l'on 
obtient  ainsi;  l'ensemble  de  ces  lignes  brisées  constitue  une  ligne  brisée  qui 
part  du  point  (.r„,  y^)  pour  aboutir  au  point  (.r,,  _)',)  :  etc. 
On  formera  ainsi  une  suite  de  longueurs 


L.,  L 


••'  k. 


(|ui  vont  manifestement  en  croissant;  si,  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  avec 
cette  seule  condition  que  les  intervalles  partiels  décroissent  indéHniment,  L,, 
tend  vers  une  limite;  celte  limite  sera  la  longueur  de  la  courbe  entre  le  point 
(x,,  .}-„)  et  le  point  (.r,,  _r,). 

M.  Sclieeiïer  montre  ([ue,  la  fonction  J'{Jo)  étant  supposée  univoque  et  con- 
tinue entre  .r,,  et  .2",,  cette  limite  existe,  dès  que,  pour  un  mode  spécial  de  dé- 
composition des  intervalles,  il  est  prouvé  que  les  longueurs  L,^  restent  toujours 
au-dessous  d'un  nombre  fixe;  on  retrouvera  alors  la  même  limite  pour  tout 
autre  mode  de  décomposition. 

Si  la  fonction  /(. 27)  est  univoque  et  discontinue,  les  conditions  suivantes  sont 
nécessaires  pour  l'existence  de  la  limite  :  i"  pour  toute  valeur  x  appartenant  à 
l'intervalle  ^„,  ^,  les  quantités  limites  J'{x+o),f{x — o)  doivent  exister; 
■>"  f{x)  doit  être  conipris  entre  ces  deux  limites  ou  être  égal  à  l'une  d'elles; 
'\''  La  somme  des  valeurs  absolues  des  différences  f{x-\-o) — f{x  —  o)  doit 
être  finie.  Inversement,  ces  conditions  étant  vérifiées,  la  limite  existe,  pourvu 
que  les  longueurs  L„  restent  inférieures  à  un  nombre  fixe.  M.  ScheefTer  trans- 
forme ensuite  cette  proposition  de  diverses  manières,  en  faisant  notamment 
intervenir  la  notion  des  quatre  fonctions  dérivées  d'une  fonction  discontinue;  il 
donne  en  outre  quelques  exemples  intéressants. 

Kvpy.  —  (Ki('l(|ues  nombres  potir  les  surfaces  coniques.  (83-q6). 

Ces  nombres  se  rapportent  à  la  surface,  ou  à  la  ligne,  engendrée  par  un  cône 

qui  passe  par 

n  (  n  +  3  )  //  (  //  -h  3  ) 

+1  ou h  2 


poinls  fixes;  l'anleni'  donne  aussi  le  nombre  de  cônes  qui  passent  par 

71  (  /?,  -h  3  ) 
point  fixe.-. 


-H  3 


(jourscit.  —  Stir  une  classe  d'intégrales  doubles.  (t)y-i2o). 

Ce  travail  fait  suite  au  Mémoire  du  même  auteur  inséré  dans  le  tome  II  des 
Acta    ('):    on    s"v    occupe    spécialement    d'intégrales     doubles    signalées    par 


(')  Voir  /{iillrtin.  \  III,.  p.ij'. 
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M.  llerinile;  mais  auparavant    l'aiileur  rappelle  et  généralise  la  méthode  qu'il 
avait  exposée  pour  les  intégrales  simples;  dans  cet  ordre  d'idc-es  il  ajoute  quel- 
ques résultats  importants  à  ceux  qu'il  avait  déjà  obtenus. 
M.  Goursat  s'occupe  ensuite  des  intégrales 


<I>  (  .r  )  =     /       du    I      — ^^ — - — — ^ 


cU 
T) 


où  I'"  et  G  sont  des  fonctions  entières  de  x,  u,  t,  où  n  est  un  entier  positif  et 
où  les  intégrations  sont  effectuées  suivant  des  lignes  droites.  <I>(:r)  offre  un 
sens  bien  déteiminé,  sauf  pour  les  valeurs  de  x  que  l'on  obtient  en  faisant  va- 
rier u  de  u^  à  u^  et  t  de  t^^  à  t^  suivant  des  lignes  droites  dans  l'équation 

G  (.r,  u,  t)  =  o. 

L'ensemble  de  ces  valeurs  de  x  recouvre  en  général  une  certaine  portion  K 
du  plan,  dans  laquelle  l'intégrale  double  ne  détinil  pas  la  fonction  'y(x).  Mais 
cet  espace  E  n'est  point  un  espace;  lacunaire  au  sens  de  M.  Weierstrass  ;  la 
Ibnction  *i>{x)  peut  être  continuée  analytiquement  au  dedans  de  <1>(^).  de 
façim  à  atteindre  tous  les  points,  sauf  des  points  isolés. 

L'auteur  étudie  spécialement  le  cas  où,  a  et  ^  variant  entre  les  limites  indi- 
quées, une  (les  valeins  de  //  déduite  de  l'équation 

(  I  )  (}{x^  u,  t)  —  o 

vient  coïncider  une  fois  et  une  seule  fois  avec  chacun  des  points  à  l'intérieur 
d'une  portion  du  plan  simplement  connexe  1^.  Alors,  en  prenant  un  contour  C, 
suffisamment  rapproclié  de  la  limite  de  M,  toutes  les  autres  valeurs  de  x, 
déduites  de  l'équation  (i),  sont  figurées  par  des  points  à  l'extérieur  de  C.  Le 
symbole  <I>(.r)  définit  alors  une  fonction  holomorphe  de  x  entre  la  limite 
de  \i  et  le  contour  C. 

Cet  espace  E  peut  être  envisagé  comme  une  espèce  de  quadrilatère  curviligne. 
Si,  dans  l'équation  (i),  on  attribue  à  ^  la  valeur  t^  et  qu'on  fasse  varier  u  de 
u^  à  a,,  la  valeur  correspondante  de  x,  comprise  à  l'intérieur  de  G,  décrit  un 
certain  arc  de  courbe  Tq;  soient  T,,  Do,  U,  les  trois  arcs  de  courbes  engendrés 
d'une  manière  analogue  :  Aevw  arcs  désignés  par  deux  lettres  dillérenles  ont 
toujours  une  extrémité  commune;  deux  arcs  dé'^ignés  par  une  même  lettre 
n'ont  pas  de  point  commun,  (ks  arcs  forment  les  côtés  d'un  quadrilatère  cur- 
viligne convexe.  C'est  la  limite  de  E.  !M.  Goursat  montre  comment  la  fonction  <l> 
peut  être  continuée  à  l'intérieur  de  ce  quadrilatère,  dont  les  sommets  sont 
les  seuls  points  critiques  de  la  fonction  *l>,  à  l'intérieur  de  G.  Lorsque  le  point 
X  pénètre  dans  le  quadrilatère  pour  revenir  au  point  de  départ,  la  foncliot» 
«l>  augmente  d'une  quantité  que  INL  Goursat  apprend  à  calculer  suivant  les  côtés 
du  quadrilatère  (]ue  le  chemin  traverse.  Les  résultats  se  simplifient  notable- 
ment dans  le  cas  où  //-::[.  Divers  exemples  permettent  de  M-riliiM-  la  théorie 
générale. 

En   tf'rniinani,   M.   (loiirsal  considèic  l'i  nli-^^iaic 


(.r)  .       /  dit     i    J\ii  -'    /  —  .r)dl. 


/(/) '-—  -' ' !-...-t-   -— ^^ 
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est  une  iVacliKii  riiliomuMIc  à  pôles  simplets.  Il  montre  (lu'oii  peut  diviser  le 
plan  en  //  -i-  i  parlies  dans  chaeiine  desquelles  la  foneliun  est  une  conslanle  : 
("csl  lanaloi^ue  d'un  résullaL  bien  eonnu,  drveloppé  par  M.  IlermiLe. 

Picard  {E.).  —  Sur  les  formes  quadratiques  Icrnaiies  indc'linics 
à  indéterminées  conjuguées  et  sur  les  fonctions  hyperfuchsiennes 
correspondantes.  (121-182). 

Ce  travail  fait  suite  au  IMcmoire  inséré  dans  le  lonie  l  des  Acta,  où  Fauteur 
a  montré  comment  les  formes  quadratiques  ternaires  à  indéterminées  conju- 
guées et  à  roeHicients  entiers  pouvaient  conduire  à  une  classe  étendue  de  groupes 
discontinus  de  substitutions  linéaires  pour  le  cas  de  deux  variables;  dans  ce 
même  Mémoire,  il  avait  montré  que  l'on  peut  former  des  fonctions  de  deu 
variables  indépendantes  qui  ne  changent  point  quand  on  effectue  sur  les  va 
riables  une  substitution  quelconque  du  groupe.  Ce  sont  ces  fonctions  qu'il  dé 
signe  sous  le  nom  dliyperfuchsiennes.  L'existence  seule  de  ces  fonctions, 
toutefois,  avait  été  établie  :  c'est  à  leur  étude  qu'est  consacré  le  présent  Mé- 
moire. 

II  est  divisé  en  quatre  Parlies.  La  première  contient  l'étude  des  formes  qua- 
dratiques ternaires  à  indéterminées  conjuguées 

F  -  axx^^-\-  a'yyr,-^  u" zz^-h  byz^  +  b„y^z  -\-  b' zx^-^  b'oxz,^  -h  b"xy„-r  b^yx^, 

où  a^a\a"  sont  réels,  où,  b^,  b[^,  6'q  sont  les  quantités  conjuguées  de  b,  b\  b" . 
où  enfin  x^,  y^^,  z^  sont  des  variables  conjuguées  des  variables  x,  y,  z.  Cette 
étude  fait  suite  au  Mémoire  de  l'auteur  inséré  dans  les  Anna/es  scientifiques 
de  l'Ecole  Normale  supérieure  (iSS'^). 

Une  telle  forme  peut,  au  moyen  d'une  substitution  linéaire,  être  ramené  à  l'un 
des  types 

l'auteur  suppose  dans  la  suite  qu'elle  est  à  coefficients  entiers  et   appartient  au 

type 

uu,-\-  vv^—  tv<v„, 

où  u,  V',  «v  sont  des  expressions  linéaires  en  x  et  indépendantes 

u^  a.r    H-  ^y    +Y^, 

V  =  a'.r  -!-  |i>  -!- y'^, 

w  r:=  yl' x-\-  (â"y  ^!- y"-- 

M.  Picard  introduit,  d'après  MM.  Korkine  et  Zololaieff  {Mathematische 
Annalen,  t.  VI),  la  notion  de  forme  définie  rcMluite  :  une  forme  ternaire  définie 
à  coefficients  (|uelconques  peut  toujouis,  par  iine  substitution  linéaire  à  coeffi- 
cients entiers  et  de  déterminant  égal  à  un,  être  transformée  en  une  forme 
équivalente  ayant  pour  expression 

(2)        a,  norme  (.r -H  Sj^r -t- £,32;  ) -!- [X.  norme  f  JK  +  £„  ^  )  H- [J^,  norme c, 

où  ;X|.  ;j.^.  ;j..  sont  des  nombres  positifs  satisfaisant  aux  conditions 


I 


y.l 


!X  >  -  a. 
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et  où  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de   i,  dans   s,,,  s,,,  b.^^  ne   sui-passent 
pas  -  en  valeur  absolue.  La   forme    (2),  sous  ces   conditions,  est  réduite;  ceci 

2 

posé,  à  la  forme  indéfinie  F  l'auteur  associe  la  forme  définie 

*  -  LU,  -f-  VV„  +  WW„, 
où 

U  =  Ma   +  Pv^    +  H(v, 

V  =  Mm  -h  P'V  -\-\\'w, 

W  =  M  "  u  +  P  "  V  4-  R  "  w 

sont  des  fonctions  linéaires  en  w,  v,  w,  telles  que  l'on  ait  identiquement 

UU„  +  VV^  —  WW,  -  iiu^  +  vv^  —  ww^  ; 

en    raison    des   relations    qui   existent    entre    les   coefficients    INL   ..-,  R"  et  les 
quantités  conjuguées  M^,  ...,  R,',,  la  forme  *!>  peut  s'écrire 

d,  =:  _  F  (  M"  m;  +  P'  p;  - 1{  "  R';,  ) 

-H  2  (  M" //,  +  P"  V  -1-  R" ir  )  (  M'ô  //„ -i-  P'o  v^-^  W" n;,  ), 
ou 

M "  Mo  +  P "  Po  -  W"  r;  =  -  1 . 

La  forme  indêjinie  F  est  réduite  6\,  pour  certaines  valeurs  de  M",  P",  }{",  la 
forme  correspondante  4>  est  elle-même  réduite.  M.  Picard  établit  tout  d'abord 
cette  proposition  fondamentale  :  le  nombre  des  formes  réduites  aritlimétique- 
ment  équivalentes  à  une  forme  donnée  est  fini. 

Ceci  posé,  on  peut  manifestement  substituer  à  la  forme  *l»  la  forme,  qui  sera 
désignée  sous  le  même  nom, 

—  (  uu^  +  vv^  —  <v(vj  (  l\_^  +  T,T,^  —1)4-2  norme  {ii\-^  rr.  +  w  ), 
où  \,  T,  vérifient  la  condition 

M.  Picard  désigne  sous  le  nom  d(^  point  ren^(>mble  des  ileux.  nombres  (;,  r,  )  ; 
l'ensemble  des  points  qui  satisfont  à  linéualité  précédente  constitue  le  domaine 
S;  l'ensemb'e  des  points  {\,  r,  )  pour  les(|ue's  <I>  est  réduite  est  un  domaine  D. 
qui  n'a  au  plus  qu'un  point  commun  avec  la  limite  de  S.  Ce  point  n'existe 
que  pour  les  réduites  dans  lesquelles  a  et  b"  sont  nuls.  D'ailleurs  il  existe  tou- 
jours, une  forme  indéfinie  étant  donnée,  des  réduites  qui  lui  sont  équivalentes 
et  dans  lesquelles  a  et  b"  sont  nuls;  c'est  ce  qui  résulte  de  ce  que,  contraire- 
ment à  ce  qui  arrive  dans  les  formes  ternaires  réelles,  zéro  peut  être  représenté 
par  toute  forme  indéfinie  à" indéterminées  conjuguées. 

Admettons  maintenant  qu'on  parte  d'une  forme  indéfinie  réduite  F;  i.i  foiiue 
définie  <I>  sera  réduite  pour  les  points  \,  r^  du  domaine  I);  si  l'on  lait  nionvoir 
le  point  (^,  T,)  de  manière  à  le  faiie  sortir  de  ce  domaine,  on  devra,  suivant  les 
circonstances  de  la  variation  de  ce  point,  employer  certaines  substitutions 
pour  réduire  la  forme  de  nouveau,  ce  (jui  donne,  en  employant  la  totalité  des 
substitutions  propres  à  réduire  de  nouveau  'l>,  certaines  réduites  adjacentes  à  la 

réduite    V\  auxquelles    correspondent    tics   domaines    h',    !>' ()n    continue 

ainsi    à    eiïectuer   la    réduction    eonlinuelle    de  l,i  forme  «1»  ju-xiuii  ce  i|udn  ne 

JiuH.  des  Scic/u^cs  nxtthini.,  2*  série,  t.  Mil.  (^.luillel    iNSt).)  [{.k» 
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(3) 


Iroiivc  plus  (le  nouvelles  réduilos,  ce  qui  ;inivei\»  nécessaii'cnieul,  puisque  le 
nombi^e  des  réduites  esl  liniitr-.  SoiL  3  le  doiiuiine  lolal  foi'iiK'  par  les  doniaincs 
1),  D',  D",  ....  Lorsque  le  poiuL  (ç,  tj)  sorL  du  domaine  o,  on  reU)nd)e  sur  une  ré- 
duite déjà  obtenue,  à  laquelle  se  trouve  ainsi  correspondre  un  nouveau 
domaine  D,.  Cette  réduite  déjà  obtenue,  on  peut  supposer  (|ue  ce  soit  la  réduite 
I*'  elle-même.  Alors,  en  faisant  passer  l,  tj  du  domaine  D  dans  le  domaine  D  , 
on  est  conduit  à  une  substitution  (S)  à  coefficients  entiers,  de  déterminant  un, 
qui  change  la  forme  F  en  elle-même.  A  une  telle  substitution  correspond  une 
substitution  linéaire  faite  sur  ii,  v,  w,  soit 

{u,  V,  w,     Am  H- Bf -h  C<v,     A' u -{- B' ç -\- C'w,    A" u-h  Ti"  v -h  C"  w), 

et  cette  substitution  change  en  elle-même  l'expression  in/^^-\-  vvo — ww^  En  ef- 
fectuant sur  ^,  y,  z  la  substitution  (S),  la  forme  <I>  devient 

(  I  —  I;,, —  Tj-f)^,  )  F  -f-  2  norme  [{Au  -+-Bn.  -h  Civ)^ 

-h  (A'  u  -hU'v  -\-  C  iv)  -ri  +  (A"  n  -+-  B"  v  +  C"  (v)  ;]; 

en  divisant  par  norme  (Cç  +  C ^^^  -\-  C")  et  posant 

,       B^+P.'ri+B" 


.,  _  Aï  H-  A' T,  H-  A" 


Gi  +  C't)  +  C" 
cette  forme  peut  s'écrire 


c^  +  c'-n-f-G" 


(  I  —  '^'  ç'(j  —  T,' t/o  )  F  +  2  norme  (  u  |'  +  t^ r,'  +  iv  ) . 

On  passe  donc  du  domaine  D  au  domaine  D,  en  effectuant  sur  ç,  r,  la  substi- 
tution (3).  En  continuant  d'effectuer  la  réduction  continuelle  de  la  forme  ti>, 
on  obtiendra  un  groupe  G  d'une  infinité  de  substitutions,  telles  que  (3);  ce 
groupe  sera  discontinu.  Toute  substitution  de  ce  groupe  s'obtient,  comme  on 
voit,  en  composant  convenablement  un  nombre  fini  de  substitutions,  les  sub- 
stitutions fo/idanientales  du  groupe.  Le  domaine  ô  jouit  de  la  propriété  sui- 
vante: à  tout  point  (I,  t]),  intérieur  à  S,  correspond  par  une  substitution  du 
groupe  un  nombre  limité  (non  nul)  de  points  à  l'intérieur  de  o.  S'il  y  a  plus 
d'un  point,  on  pourra  le  diviser  en  domaines  partiels  tels  que.  dans  chacun 
d'eux,  il  y  ait  un  point  et  un  seul  correspondant  par  une  substitution  du  groupe 
à  un  point  quelconque  de  S;  un  tel  domaine  R  est  dit  fondamental.  Il  a  un 
nombre  limité  de  points  communs  (au  moins  un)  avec  la  surface  de  S.  Trois 
substitutions  laissent  invariable  chaque  point  de  cette  espèce. 

Dans  le  Mémoire  du  premier  Volume  des  ^c^a^  M.  Picard  a  montré  que,  en 
désignant  par 

A|  + A'7)  + A"    B^-4-  B'Ti-t-B" 
,^'   '^"  G^H-G'-ri  +  C"  G^ -4- G' 71  + G". 

une  substitution  quelconque  du  groupe  G,  la  série 


i: 


n  j.^  /  A'^  -4-  A'Ti  +  A"     B^  -f-  B'ti  +  B" 


Cl-hC'ri-hC"     G^  +  C'7i-t-G'7   (G|  +  G't,  H-G")^ 


ij 


où  11  est  une  fraction  rationnelle  à  deux  variables,  où  m  est  un  entier  plus 
grand  que  un  et  où  enfin  la  sommation  est  étendue  à  toutes  les  substitutions 
du  groupe,  représente  une  fonction  holomorphe  à  l'intérieur  et   sur  la  surface 
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de  S;  celte  fonction  jouit  de  la  propiMÔté 

Le  quotient  de  deux  telles  fonctions,  qui  ne  se  réduit  pas  nécessairement  à 
une  constante,  est  une  fonction  hyperfuchsiemie,  dans  le  sens  donné  plus  haut 
à  ce  mot. 

M.  Picard  étudie  ensuite  avec  détail  la  façon  dont  se  compose  la  fonction  0 
aux  environs  d'un  point  A  commun  à  un  domaine  fondamental  R  et  à  la  sur- 
face de  S. 

La  fonction  ©(^,  'f\)  peut,  quelle  que  soit  la  fonction  R(^,  tJ  qui  a  servi  à 
la  former,  s'annuler  pour  certaines  valeurs  de  ^,  t,  ;  ce  sont  des  points  situés 
sur  la  limite  du  domaine  fondamental  R  et  qui  restent  invariables  par  une 
substitution  convenable  du  groupe.  Sur  la  surface  de  R  ils  peuvent  former  des 
points  isolés,  en  nombre  limité  (5om/«e^5),  ou  des  suites  continues  {arêtes). 

Si  Ton  considère  les  deux  équations 

0(1,  Ti)  =  o,  0,(1,  '0)  =0, 

formées  avec  des  fonctions  rationnelles  arbitraires  R(^,  t,  ),  R,  (^,  r, );  elles  ne 
peuvent  avoir  de  points  racines  formant  une  suite  continue  dans  le  domaine  R 
que  les  arêtes  précédemment  définies.  A  Vintérieur  du  domaine  elles  n'ont 
qu'un  nombre  limité  de  racines,  indépendant  des  fonctions  R(^,  ti),  R,  (^,  Tj). 
On  conclut  de  là  que,  entre  trois  fonctions  hyperfuchsiennes,  il  existe  une 
relation  algébrique. 

1\L  Picard  montre  en  outre  qu'on  peut  trouver  trois  fonctions  hyperfuchsiennes 
appartenant  au  groupe  G,  telles  que  toute  autre  fonction  hyperfuchsienne  ap- 
partenant au  même  groupe  soit  fonction  rationnelle  de  celles-là. 

Enfin  les  fonctions  hyperfuchsiennes  peuvent  être  obtenues  par  l'inversion 
des  quotients  de  trois  solutions  communes  d'un  système  d'équations  aux  déri- 
vées partielles. 

D'une  façon  précise,  on  a  le  théorème  que  voici  : 

«  Soient 

^-F,(^,T.),         y=  F,(tT.),         ^=:F(ç,r,) 

les  trois  fonctions  hyperfuchsiennes  au  moyen  desquelles  les  autres  s'expriment 
rationnellement,  liées  par  la  relation  algébrique 

f{x,y,z)  =  o, 
on  peut  former  un  système  de  trois  è([uations  aux  dérivées  partielles 

d-z  dz         ,    dz 

---  =  a  -r-  H-  6  —  -h  cz, 

ax-  dx  ôy 

d^z  dz        ,   dz 


dx  dy  '  ôx         '  ôy 

ô^z  àz       ,   dz 

——  =z  a,  -. — I-  »,  1 1-  (^.^•■> 

dy^  '  dx  dy 

où  les  a,  b,  c  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x,  y  cl  z  [z  étant   la  fonrlion 
algébrique  de  x,  y  définie  par  l'équation  {\)];  ces  trois  é(|ualions  ont  trois  so- 
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lulions  coinmiiiies  linéairement  indépendantes  z^,  z,^,  z^,  et  si  l'on  pose 

ces  équations  résolues  par  rapport  à  ^  et  jk  donnent  précisénnent 

Scheeffer.  —  Pour  la  théorie  des  fonctions  continues  d'une  va- 
riable réelle.  (183-194). 

Rappelons  tout  d'abord  la  définition  des  quatre  dérivées  d'une  fonction  con- 
tinue/(^)  (').   Soit  h  un  nombre  positif.  Les  valeurs  de 

/(■r4-A-)-/(^) 
h' 

pour  l'ensemble  des  valeurs  de  h'  comprises  entre  zéro  et  h  admettent  une  limite 
supérieure  D;^  et  une  limite  inférieure  D/^;  si  h  diminue,  D^^  ne  peut  que  dimi- 
nuer, et  D/i  ne  peut  qu'augmenter.  La  limite  D+  de  D,^  ([uand  h  tend  vers  zéro 
est  la  dérivée  supérieure  à  droite,  la  limite  D^  de  D/^  quand  h  tend  vers  zéro 
est  la  dérivée  inférieure  à  droite.  Les  deux  dérivées  supérieure  et  inférieure  à 
gauche  D~  et  D  _  se  définissent  de  la  même  façon. 

Ceci  posé,  on  a  les  théorèmes  suivants,  où  D  désigne  l'un  quelconque  des 
quatre  symboles  D+,  D_^,  D-,  D_: 

«  Soient  F(^)  et /(a;)  deux  fonctions  univoques  et  continues  pour  tous  les 
points  de  l'intervalle  ^0,  x^\  si  l'on  a  dans  tout  cet  intervalle 

(1)  DF(^)=D/(^), 

où  l'on  suppose  que  les  deux  membres  sont  toujours  finis,  on  a 

(2)  F(a7)  =:/(a;)  H- const. 

»  Si  les  points  de  l'intervalle  pour  lesquels  l'égalité  (i)  n'a  pas  lieu,  ou  pour 
lesquels  quelqu'une  des  dérivées  DF(a7),  D/(^)  est  infinie,  forment  un  en- 
semble dénombrable,  la  conclusion  (2)  subsiste  encore  ».  Par  exemple,  si  l'éga- 
lité (1)  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  irrationnelles  de  x,  les  deux  fonctions 
F(a7),/(^)  ne  peuvent  différer  que  par  une  constante;  mais  cette  conclusion 
ne  pourrait  être  affirmée  si  l'on  savait  seulement  que  l'égalité  (i)  a  lieu  pour 
toutes  les  valeurs  rationnelles  de  x.  Il  existe  en  effet  des  fonctions  continues 
de  X  qui  ne  sont  point  constantes,  et  qui,  pour  toutes  les  valeurs  rationnelles 
de  x^  ont  des  dérivées  nulles. 

Des  recherches  sur  des  sujets  analogues,  dues  à  M.  Holder  et  à  M.  Ilurnack. 
ont  paru  dans  le  tome  XXIV  des  Mathematische  Annalen,  en  même  temps  que 
le  travail  de  M.  Scheeffer. 

Le  Paige.  —  Nouvelles  recherches  sur  les  surfaces  du  troisième 
ordre.  (195-202). 


(')  DiNi,  Fundamenti  ver  la  teorica  délie  funzioni  di  variabili  reali.yi.  it)f^- 
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Etude  au  moyen  des  homographies  biquadratiques  de  la  configuration 
(i5g,  20J,  à  laquelle  donnent  lieu  deux  tétraèdres  homoiogiques,  inscrits  dans 
une  surface  du  troisième  ordre  S,. 

Signalons,  en  passant,  le  théorème  suivant  : 

«  On  peut  inscrire  à  une  surface  S,  trois  systèmes  de  douze  pentaèdres  dont 
on  choisit  arbitrairement  une  face  et  une  arête  dans  cette  face  »; 

Et  la  solution  de  cette  question  : 

«  Etudier  la  surface  engendrée  par  les  intersections  des  plans  concourants 
que  l'on  obtient  en  joignant  quatre  droites  situées  dans  un  plan  10  respective- 
ment aux  points  marqués  sur  quatre  droites  arbitraires  par  tous  les  plans  de 
l'espace.  » 

Le  lieu  se  compose  du  plan  w  et  d'une  surface  S3  circonscrite  au  quadri- 
latère. 

Zeuthen,  —  Sur  les  pentaèdres  complets  inscrits  à  une  surface 
cubique.  (208-204). 

Il  y  a  douze  pentaèdres  complets  inscrits  à  une  surface  cubique  et  dont  une 
des  faces  et  le  quadrilatère  complet  qu'elle  doit  contenir  sont  déjà  connus. 

Schrœter.  —  Contributions  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

(205-208). 

Démonstration,  par  le  théorème  d'addition  des  fonctions  elliptiques  et  par  le 
théorème  fondamental  de  Jacobi  sur  le  produit  de  quatre  fonctions  Sr  de  l'iden- 
tité due  à  M.  Cayley. 

—  A"*A''^  sna  snô  snc  sno^  -(-  A^  cn«  cnb  cnc  cud  —  Ana  dn6  dnc  dnd  +  k'^  =  o, 

sous  la  condition 

a-{-b-i-c-\-d  =  o. 

Indications  relatives  à  certaines  équations  modulaires. 
Poincaré.  —  Mémoire  sur  les  fonctions  zctafuclisiennes.  (209- 

.78). 

C'est  le  dernier  de  cetle  admirable  série  de  Mémoires  où  l'auteur  a  introduit 
de  nouvelles  fonctions  uniformes  dont  l'importance  ne  peut  que  grandir  avec 
le  développement  de  la  Science  et  qui  jouent,  dans  la  théorie  des  équations 
différentielles  linéaires,  un  rôle  si  essentiel. 

Introduction.  —   «  Considérons   une  équation   linéaire  quelconque  d'ordre  /' 

k  -  p—\ 

où  le?  ■:>  sont  des  fonctions  ratirmiirllp-   r[    où    la    relation   (n)   est  algébrique. 
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S(jil   inainlciianl. 

(3)  ^^  =0(^,y)(v, 

où  0(^,  y)  est  une  fonction  rationnelle  telle  que  tous  les  points  smguliers  de 
l'équation  (i)  appartiennent  à  Véquation  (3).  Soitrt  un  point  singulier  appar- 
tenant à  la  fois  aux  deux  équations;  ce  point  singulier  regardé  comme  appar- 
tenant à  (i)  nous  conduira  à  une  équation  déterminante  E  de  degré  7?  ;  regardé 
comme  appartenant  à  (3),  il  nous  conduira  à  une  é(iuation  déterminante  E' du 
second  degré.  Soit  0  la  différence  des  deux  racines  de  E'.  Je  suppose  que  6  ait 
été  choisi  de  telle  sorte  que  8  soit  nul  ou  bien  que,  0  étant  une  partie  aliquote 
de  l'unité,  toutes  les  racines  de  l'équation  E  soient  des  multiples  deo.  Dans 
le  cas  où  dans  le  voisinage  du  point  a  les  intégrales  de  l'équation  (i)  seraient 
irrégulières,  S  devrait  être  supposé  nul.  Il  faut  enfin  que,  même  pour  les 
points  singuliers  de  (3)  qui  n'appartiennent  pas  à  l'équation  (i),  o  soit  nul  ou 
soit  une  partie  aliquote  de  l'unité  et  que  les  intégrales  de  l'équation  (i)  soient 
partout  régulières. 

»  Ces  conditions  ne  suffisent  pas  pour  déterminer  6.  Supposons  même  que 
l'on  choisisse  arbitrairement  les  points  singuliers  de  (3)  qui  n'appartiennent 
pas  à  (i)  et  les  équations  déterminantes  relatives  à  tous  les  points  singuliers 
de  (3)  en  satisfaisant  toutefois  aux  diverses  conditions  que  nous  venons 
d'énoncer.  Quand  ce  choix  sera  fait,  6  ne  sera  pas  encore  entièrement  déier- 
miné,  et  il  y  restera  un  certain  nombre  de  paramètres  arbitraires.  Dans  divers 
Mémoires,  antérieurement  insérés  aux  Acta  niatJieniatica,  j'ai  démontré  qu'on 
pouvait  disposer  de  ces  paramètres  : 

»  1°  D'une  manière  et  d'une  seule,  de  telle  façon  que  x  cl  y  soient  fonctions 
fuchsiennes  de  z  n'existant  qu'à  l'intérieur  d'un  cercle; 

»  2°  D'une  infinité  de  manières,  de  telle  façon  que  x  el  y  soient  fonctions 
kleinéennes  de  z  n'existant  pas  dans  tout  le  plan  ; 

»  3°  D'une  manière  et  d'une  seule,  de  telle  façon  que  x  et  y  soient  fonctions 
fuchsiennes  ou  kleinéennes  de  z  existant  dans  tout  le  plan. 

»  Dans  tous  ces  cas,  les  intégrales  de  l'équation  (i)  sont  des  fonctions  uni- 
formes de  z. 

»  Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'équation  (3)  ait  été  choisie  de 
telle  sorte  que  x  el  y  soient  fonctions  fuchsiennes  de  z  n'existant  qu'à  l'in- 
térieur du  cercle  fondamental  dont  le  centre  est  o  et  le  rayon  i  (première, 
deuxième  et  sixième  famille).  Alors  les  intégrales  de  l'équation  (1)  pourront  se 
mettre  sous  la  forme  du  quotient  de  deux  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances de  z  et  convergentes  tant  que  z  reste  intérieur  au  cercle  fondamental; 
elles  sont  donc  toujours  convergentes,  puisque  la  variable  z  ne  peut  jamais 
sortir  de  ce  cercle. 

»  Envisageons  un  cas  particulier  remarquable,  celui  où  S  est  nul  pour  tous 
les  points  singuliers  de  l'équation  (3)  et  où  par  conséquent  x  tl  y  sont  des 
fonctions  fuchsiennes  de  la  deuxième  famille.  Dans  ce  cas,  les  intégrales  de 
l'équation  (i),  de  même  que  x  et  y,  sont  des  fonctions  holomorphes  de  z,  à 
l'intérieur  du  cercle  fondamental.  Toutes  ces  fonctions  peuvent  se  développer 
en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de  z  et  toujours  conver- 
gentes, puisque  le  cercle  de  convergence  est  le  cercle  fondamental  et  que  la 
variable  ne  sort  jamais  de  ce  cercle.  Quant   aux  coefficienis  de  ces  séries,  on 
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les  calcule  aisément  par  récurrence  et  par  la  méthode  des  coefficients  indéter- 
minés, dès  que  l'on  connaît  les  coefficients  des  équations  (i),  (2)  et  (3). 

»  Ainsi  on  peut  trouver  des  développements  des  intégrales  qui  sont  toujours 
valables  et,  à  ce  point  de  vue,  il  est,  dès  à  présent,  permis  de  dire  que  nous 
savons  intégrer  toutes  les  équations  linéaires  à  coefficients  algébriques. 

»  Mais  les  développements  ainsi  obtenus  ne  sont  pas  satisfaisants  pour 
l'esprit,  parce  que  les  différents  termes  ne  se  déduisent  pas  les  uns  des  autres 
par  une  loi  simple.  Il  faut  donc  chercher  à  exprimer  les  intégrales  par  des 
séries  dont  tous  les  termes  soient  donnés  par  une  formule  générale  simple, 
comme  l'étaient,  par  exemple,  les  termes  des  séries  thètafuchsiennes.  Tel  est 
l'objet  du  présent  Mémoire.  Les  séries  que  je  vais  chercher  à  obtenir  seront 
moins  propres  peut-être  au  calcul  numérique  que  les  développements  suivant 
les  puissances  de  z,  mais  elles  seront  plus  instructives  et  nous  permettront  de 
pénétrer  plus  profondément  dans  l'étude  même  des  fonctions  qu'elles  repré- 
sentent. 

»  Toutefois,  dans  ce  qui  va  suivre,  je  serai  obligé  de  supposer  que  l'équa- 
tion (i)  a  toutes  ses  équations  régulières,  pour  employer  l'expression  de 
MM.  Fuchs,  Thomé,  Frobenius,  etc.  » 

Voici  maintenant  l'ordre  suivi  par  M.  Poincaré  dans  son  IVIémoire. 
Il  introduit  tout  d'abord  la  notion  de  familles  et  d'espèces  pour  \es  équalions 
difrérentielles  linéaires. 

Les  équations  à  coefficients  rationnels  en  jc,  y 


di'  u      V^    ,  .  ,  d^  u  ^ 

d^  -'"' 


où  les  quantités  x,  y  sont  liées  par  l'équation  algébrique 

appartiennent  à  la  même  famille  si  l'intégrale  générale  de  la  seconde  peut  êlre 
mise  sous  la  forme 

.,  dv        .,  d'v  .,       di'-'K> 

11=  \    F 


/..  ..  dv        ,.  d'v  ,,       di'-'v\ 


où  V  est  l'intégrale  de  (1),  où  les  F  sont  des  fonctions  rationnelles  de  j-,  ^\  où 
A  enfin  est  une  fonction  quelconque  de  a:  et  de  y.  Files  appartiennent  à  la 
même  espèce  si  A  =  i.  On  prouve  d'ailleurs  plus  loin  (]ue  la  dérivée  logarith- 
mique de  A  est  nécessairement  rationnelle  en  x,  y. 

L'auteur  étudie  la  façon  dont  se  correspondent  les  points  singuliers  de  deux 
équations  de  la  même  famille,  et  s'arrête  en  parliculier  sur  le  ras  de  />  —  i.  Il 
montre  ensuite  comment,  parmi  les  équations  d'une  même  famille,  il  y  en  a  ui\ 
nombre  fini  qu'on  peut  regarder  comme  plus  simples  que  les  autres  ci  com- 
ment, étant  donnée  une  équation  linéaire,  <m  jx-wt  trouNcr  la  Iranslonualicn 
qui  la  change  en  une  écjuation  réduite. 

Après  ces  préliminaires,  M.  Poincaré  deliiiil  les  ioïKiion'^  /.èl.ifucli-^iennes. 

Soit  g  un  groupe  fuchsien  (|uelcon(|ue  de  la  pri-niirrc  de  l.i  diMixicme  ou  dr 

la  siviènie  famille.  Soieiil 

/,,  /, /„ 


1  \À 


SECONDF.   PAUTIE. 


n  loiHlions  (lo  c;,  ircxislanl.  (m"à  riiilrrienr  du  (('rclc  (ondamcnlal.  Supposons 
que,  lorsque  la  variable  c  suhil  une  subsl  ilulioii  du  groupe  4,^  la  l'onction  Z.  se 
change  en  une  coinl)in»ison  linéaire 


-«.,  Z, 


des  p  fondions  Z. 
Les  subslituliou: 


(^v  ^«,.7.,) 


forment  un  groupe  G  isomorphe  à  ^  et  que  INI.  Poincaré  appelle  zéta/uchsien. 
.Supposons  que  ces  fonctions  Z  soient  uniformes  et  n'aient  à  l'intérieur  du 
cercle  fondamental  d'autres  singularités  que  des  pôles. 

Lorsque  le  groupe  g  est  de  la  deuxième  ou  de  la  sixième  famille,  son  poly- 
gone générateur  R^,  aura  un  ou  plusieurs  sommets  sur  la  circonférence  du 
cercle   fondamental;    soit    a   un   de    ces    sommets   :    les    fonctions    fuchsiennes 

o 

engendrées  par  le  groupe  g  sont  holomorphes  en  e',  où  t  =  — ■>  et  où  ^  est 

un  coefficient  convenablement  choisi;  on  suppose  que,  dans  le  voisinage  du 
point  ^  =  a,  les  fonctions  Z  sont  de  la  forme 

P,e^f*,  +  P^e^'tlJ^  +. . .+  P,^e\'<lï,^, 

où  les  <ï>  sont  holomorphes  en  e',  où  les  X  sont  des  constantes,  où  les  F  enfin 
sont  des  polynômes  dont  les  degrés  n,,  /?^,  ...,  /?_^  satisfont  à  la  relation 

/?,  +  /?,+...+  /?,,  =  P  —  f]'^ 

toutes  ces  conditions  étant  vérifiées,  on  dit  que  les  fonctions  Z  sont  des  fonc- 
tions zètafuchsiennes. 

Si  l'on  suppose  maintenant  que  l'équation  auxiliaire  (3)  ait  été  choisie  de 
façon  que  x  el  y  soient  des  fonctions  fuchsiennes  /(-),/,  (-s)  du  rapport  z 
des  intégrales  et  que  les  intégrales  des  équations  (i)  soient  partout  régulières, 
ces  intégrales  deviendront  des  fonctions  zètafuchsiennes  quand  on  remplacera 
X  et  r  par  /(-)  et  f,{z).  Ce  résultat  justifie  la  dénomination  de  zètafuch- 
siennes, puisque  les  fonctions  ainsi  dénommées  jouent  un  rôle  pareil  à  celui 
des  fonctions  zêta  dans  la  théorie  des  transcendantes  elliptiques. 

D'un  système  de  fonctions  fuchsiennes  z=f{z),  y=f^{z)  relatives  au 
groupe  g  et  de  fonctions  zètafuchsiennes  admettant  le  groupe  zêtafuchsien  G, 
on  peut  déduire  une  infinité  de  systèmes  de  fonctions  zètafuchsiennes  admettant 
les  mêmes  groupes. 

Toutes  les  fonctions  zètafuchsiennes  qui  ont  même  groupe  satisfont  à  des 
équations  linéaires  à  coefficients  rationnels  en  x  et  y  et  qui  sont  toutes  de 
même  espèce. 

Supposons  ensuite  que  le  groupe  fuchsien  g  soit  de  la  première  famille,  soit 

(X,-Z  +   ^c 

une  substitution  de  ce  groupe;  soit  S-  la  substitution  correspondante  du 
groupe  G,  Ce  sera  une  substitution  linéaire  de  déterminant  i  que  l'on  pourra 
représenter  par  le  tableau  de  ses  coefficients 


i 


(/',  5  =  I,  :>,   ..    ,  p). 
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La  subsliLuLion  SJ^  sera  représentée  par  le  tableau  de  ses  coefficients 

mineurs  du  déterminant  formé  avec  les  «',/'^.  L'auteur  considère  p  séries 

Sp  Ci?    •  •  •  )  Ç^,> 
dont  il  établit  la  convergence,  formée  au  moyen  de  p  fonctions  rationnelles 

..       .  H„FL,  ...,H 

comme  il  suit 

(V 

et  jouissant  de  la  propriété 

V 

Ces  p  fonctions  ^  divisées  par  une  même  fonction  tlièlafnchsienne  forment 
un  système  zètafuchsien.  L'auteur  montrera  plus  tard  que,  réciproquement, 
toute  fonction  zêtafuclisienne  est  le  quotient  d'une  série  q  par  une  série  thèta- 
fuclisienne.  Ainsi  avec  un  groupe  fuchsicn  g  de  la  première  famille  et  un 
groupe  zètafuchsien  G  isomorphe  au  premier,  on  peut  toujours  construire  une 
infinité  de  systèmes  zêtafuchsiens.  Donc  on  peut  toujours  construire  une  infinité 
d'équations  linéaires  admettant  un  groupe  donné,  pourvu  que  ce  groupe  soit 
isomorphe  à  un  groupe  fuchsien  de  la  première  famille. 

L'auteur  obtient  ensuite  l'expression  analytique  générale  des  fonctions  zèta- 
fuchsiennes,  puis  l'expression  analytique  des  séries  ^  au  moyen  des  intégrales 
d'une  équation  dilTércntiellc  linéaire,  donnant  naissance  à  un  système  de  fonc- 
tions zètafuchsienncs. 

Les  fonctions 


où  les  Z  désignent  un  système  de  fonctions  zêtafuclisienncs  admellant  même 
groupe  fuchsicn  (|uc  la  fonction  fuc/isic/i/ie  /(-),  admcllent  un  mode  île 
décomposition  en  éléments  simples  que  développe  ^L  I^oincaré. 

Le  reste  du  Mémoire  de  l'auteur  est  consacré  à  Textcnsion  des  rcsullals  pré- 
cédents aux  fonctions  zètafuchsienncs  dont  le  groupe  fuchsien  est  de  la 
deuxième  ou  de  la  sixième  famille.  Parmi  ces  fonctions,  M.  Poincaré  est 
amené  à  distinguer  deux  espèces.  Pour  la  première,  l'extension  se  fait  entière- 
ment; il  n'y  a  aucune  dilTérence  essentielle  entre  ces  fonctions  et  celles  qui 
sont  engendrées  par  les  groupes  fuchsiens  de  la  première  famille;  |i()ur  la 
seconde  espèce,  l'extension  complète  ne  se  fait  pas,  les  séries  ^  dont  il  a  été 
question  plus  haut  seraient  divergentes;  M.  Poincaré  montre  alors  comment  il 
faut  modifier  la  théorie  pour  l'étendre  à  ces  nouvelles  fonctions. 

«  Les  fonctions  zètafuchsienncs  dont  il  a  été  question  dans  les  paragraphes 
précédents,  dit  en  terminant  l'auteur,  ne  sont  pas  les  seules  que  Ton  peut  ima- 
giner. On  peut  construire,  en  ellet,  des  fonctions  zètafuchsienncs  qui  existent 
dans  toute  j'i-tcnduc  du   pi. m.  ce  siml    d^s   fonctions  qui  subissent    les  -^ubstitu- 
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Lions  linéaires   d'un   groupe  G    quand  la   variahie   subit   les  suhsUluLions  d'un 
groupe  fuchsien  g-  de   la   troisième,   de  la  ([uatricme,  de  la  cinquième  ou  de  la 
septième  famille.  On  peut  aussi  remplacer  le  groupe  g  par  un  groupe  kleinécn 
et  l'on  obtiendra  de  la  sorte   des  fonctions  zétakleinèennes  existant,  soit   dans 
toute  l'étendue  du  plan,  soit  dans  un  certain  domaine. 

»  Cela  suffit  pour  faire  comprendre  que,  dans  les  cinq  Mémoires  des  Acta 
mathematica  que  j'ai  consacrés  à  l'étude  des  trancendantes  fuchsiennes  et 
kicinéennes,  je  n'ai  fait  qu'eflleurer  un  sujet  très  vaste,  qui  fournira  sans  doute 
aux  géomètres  l'occasion  de  nombreuses  et  importantes  découvertes.  » 

Scheeffer.  —  Pour  la  théorie  des  fonctions  continues  d'une  va- 
riable réelle.  (2^9-296). 
Voir  plus  haut. 

Hermite.   —  Sur  quelques  conséquences   arilliméliques  des  for- 
mules de  la  théorie  des  fonctions  ellipliques.  (297-330). 

M.  Kronecker  a  donné,  dans  les  Moiiatsbericlite  de  Berlin  pour  1870  {Ueber 
quadvatische  Formen  von  negativen  Deiermincinte),  les  théorèmes  suivants: 


«  Si  l'on  suppose 


2r,  (  </  )  =  2  v'^  +  2  v/^-»  +  2  y/g"  H 
^si^j)  =  I  +  :î  ^  +  2  ^'  +  2  ^'  H- . 


et  que  l'on  désigne  par  F{n)  le  nombre  des  classes  de   formes  quadrati(pics  do 
déterminant  —  ?i  dont  un   au  moins  des  coefficients  extrêmes  est  impair,  avec 

la  convention  d'écrire  V{n) au  lieu  de  Vin),  lorsque  n  est  un  carré,  on  a 

les  relations  suivantes  : 


(A) 


(B) 


(C) 


0 

00 

/jV  F(4/i+  i)q' 
0 

^y  F{8n-\~3)q' 


=  2rjry).^|(ry), 


M.  Hermite  établit  ces  relations  par  une  voie  toute  diflérente  de  celle  que 
suit  M.  Kronecker.  Le  principe  de  la  méthode  de  M.  Hermite  avait  été  exposé 
succinctement  par  lui  dans  une  Lettre  adressée  en  1862  à  M.  Liouville  :  il  est 
essentiellement  analytique  et  fait  reposer  la  notion  de  classe  sur  la  notion  de 
forme  réduite.  Les  théorèmes  de  M.  Kronecker  se  déduisent  des  développements 
en  séries  de  Fourier  des  fonctions 


U{u) 
WCiT) 


(-)(«)  «,('0        0(«) 


©(") 


H(w) 
<ui  l'on  suppose  (i 


H(/0 
2  Kx 


(-),(«<)  H  (a) 


(-)(  w)  e,(«) 

ii77r)iT^(7ô 


nja)  U,(ii) 
H  (  w  ) 
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Dans  une  seconde   Partie  de  son   Mémoire,  rillustre  géomètre  déduit  de  la 
série  d'Eu  1er 

n—\. 

et  des  divers   développements   donnés  par  Jacobi  dans  les  Fuiidamenta  pour 

2  K       2  k  K 


une  suite  de  belles  propositions;  les  unes  connues,  les  autres  nouvelles,  et  qui 
concernent  la   fonction   numérique  E(^);   la   plupart  de  ces  déductions  s'ob- 
tiennent en  appliquant  aux  fractions  rationnelles  qui  figurent  dans  ces  diverses 
séries  la  remarque  si  simple  que  voici  : 
Si  l'on  pose 

f{x)  =  A3  +  \^x  +  A,^^  +. . ., 

et  si  l'on  désigne  par  a  un  nombre  entier  positif  quelconque,  le  coefficient  de 
X"  dans 

I  —  X 

est 

^\  +  A, +...  +  A,, 
où 

(^  =  E    - 
\a 

Les  formules  qu'il  obtient  par  cette  voie  le  conduisent  en  particulier  à 
obtenir,  au  moyen  des  théorèmes  de  M.  Kronecker  que  l'on  a  rappelés  en 
commençant,  diverses  expressions  des  trois  sommes 

A=F(2)H-F(6)  +...+  F(4/i  +  2), 
B  =F(i)-t-F(5)  4-...+  F(4w+i), 
C  =  F(3)  +  F(ii)  +...+  F(S/i  +  3). 

On  a,  par  exemple, 

4  A   =  i:/(8c  +  2)  H-2i:/(8c-H2)E(v/i-2c), 

où   f{ii)   désigne    le    nombre  de   solutions   de  Téiiualion  x^  +  y- =  «  ;  dans  It^ 
premier  terme,  il  faut  prendre  c  =  o,  1,  ...,ii  et  dans  le  second   il  fanl  prendre 


=:  o,  I,  2,  . . .,  El  1  ;  on  a  encore 

a  —  \         "  —  1  /  / 

=i:(-)-^H-;^c-.-K(i^    4„ 


'^'  —  1         /  / 


A 

où    les  sommations    s'étendent   aux   systèmes    de    valeurs   de   nombres   entiers 
impairs  positifs  a  et  a'  qui  vérifient  la  condition 

4  n  -h-  2  —  (t^  —  a'^  ^  o. 

Fiedlcr.  —    Sur    riiilcfscc-Uon   des   1iv|)(mI)oI()icI(\s  de    it'\  (tliilioii 
équilatcrcs  à  axes  parallèles.  (.i3i-4o8,  avec  ■>  pL). 
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Les  reclierches  de  M.  Fiedler  se  rapportent  au  domaine  qu'il  désigne  sous  le 
nom  de  cyclographie,  et  sur  lequel  il  a  publié  eu  188:2  un  intéressant  Ou- 
vrage (>). 

Le  rôle  des  hypcrboloïdcs  de  révolution  a  été  signalé  dans  l'analyse  que 
nous  rappelons  et  l'important  Mémoire  inséré  dans  les  Acta  où  l'auteur  donne, 
avec  beaucoup  d'autres  théorèmes,  l'origine  vraisemblable  de  la  suite  de  pro- 
positions énoncées  par  Steiner  dans  le  Mémoire  intitulé  :  Ueber  einige  neue 
Bestimmungs-Arten  der  Curven  zweiter  Ordnung  nehst  daraus  folgenden 
neuen  Eigenschaften  derselben  Curven  {OEuvres,  t.  II,  p.  41^),  montre  bien 
la  portée  de  la  méthode  de  M.  Fiedler. 

J.  T. 


NOUVELLES  ANNALES    diî   Mathématiques,  rédigées   par  aL\J.  Ch.  Brisse 
et  E.  lioucuÉ  ('-).  —  3"  série. 

Tome  NU;  i""'  semestre  1888. 

Humbei't  (G.).  —  Sur  les  arcs  des  courbes  planes.  (5-8). 

Extension  à  une  courbe  algébrique  quelconque,  par  voie  élémentaire,  d'une 
proposition  de  Graves  et  Chasles,  sur  les  arcs  de  coniques. 

Marchand  (E.).  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours 
général  de  i885.  (8-1 4). 

Problème  relatif  aux  cordes  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe,  qui  sont  vues 
du  centre  sous  un  angle  droit. 

Marchand  {E .).  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours 
général  de  1886.  (i4-25). 

Sur  une  surface  du  second  ordre  coupée  par  des  sécantes  issues  d'un  point 
donné. 

Stielljes  (T.-J.).  —  Sur  une  généralisation  de  la  formule  des 
accroissements  finis.  (aô-Si). 

Démonsti-ation  d'une  proposition  de  M.  A.  Schwarz  {Annaii  di  Matematica 
de  Brioschi,  2"  série,  t.  X)  sur  le  quotient  de  deux  déterminants  où  figurent 
n  fonctions  réelles  d'une  même  variable. 

Faure  (//.).  —  Sur  un  théorème  de  Chasles.  (Si-S^). 


(')  Voir  Bullel'm,  VIH^,  209. 
(')  Voir  Bulletin,  XII^,  p.  i63. 
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«  Étant  données  trois  coniques  A,  A',  A"  circonscritos  à  un  quadrilatère  et 
une  conique  U,  si  l'on  décrit  une  conicfue  B  passant  par  les  intersections  de  U 
et  de  A,  les  points  d'intersection  de  B  et  A'  et  ceux  de  U  et  A"  sont  sur  une 
même  conique.  » 

Tel  est  l'énoncé  de  M.  P'aure;  cette  forme  nouvelle  de  la  proposition  de 
Chasles  le  conduit  à  un  grand  nontibre  de  conséquences  qui  semblent  avoir 
échappé  à  l'illustre  auteur  de  la  Géométrie  supérieure. 

Astor  (A.).  —  Tliéorème  de  Minding.  (38-43). 

Sur  un  corps  solide  sollicité  en  ses  divers  points  par  des  forces  indépendantes 
de  l'orientation  du  corps. 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Polytechnique  en  188^.  (Sujets 
donnés  à  quelcfiies  élèves  qui  n'ont  pu  composer  que  plus  tard.) 

—  Enoncés  des  compositions  :  Mathématiques,  Géométrie  des- 
criptive. (43-44)- 

Ecole  forestière  (Concours  de  188'^).  —  Énoncés  des  composi- 
tions :  Mathématiques,  Trigonométrie  et  Calcul  logarithmique. 

(44-43). 

Concours  pour  les  bourses  de  licence  (Paris,  188-).  —  Enoncés 
des  compositions.  (45-4G). 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Ckntrvle  en  188-  (Seconde 
session).  —  Enoncés  des  com|)ositions  :  Géométrie  analytique, 
Epure,  Trigonométrie,  Physique  et  Chimie.  (46-48). 

Concours  pour  l'agrégation  des  Sciences  matiiéaiatiques  en  188^7. 

—  Enoncés  des  compositions  :  Mathématiques  spéciales,  Calcul 
numérique  et  Epure.  (48-49)- 

Cesaro  (^'.).  —  Sur  la  convergence  des  séries.  (49-09). 

Considérations  intéressantes  sur  les  critériums  de  convergence  ou  de  diver- 
gence, notamment  sur  l'examen  de  l'expression  limnw,,.  Comparaison  de  la 
divergence  de  deux  séries.  Remarques  sur  l'inversion  des  termes;  applications 
à  des  exemples. 

Laurent  (//.).  —  Sur  la  théorie  de  l'élimination.  (6o-()j). 

L'auteur  s'est  proposé,  dans  ce  travail,  do  faire  connaître  une  nouvelle 
méthode  d'élimination,  applicable  à  un  ndiiibre  ([uelconqui^  dt-qualions  alg»-- 
briques. 

Pomcy  i^E .).   —   Sur   le    plus   grand    eommiiu    dixiscdr   de    deux 
polvnomcs  oulicrs.  (()()-()(^). 


ii8 


SECONDE   PAIITIE. 


Dans  ce  Mémoire,  l'auleur  se  propose,  étant  donnés  deux  polynômes  entiers 
/  et  g,  à  une  variable,  de  chercher  :  i°  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  f  cl  g  aient  pour  plus  grand  commun  diviseur  un  polynôme  de 
degré  j»;  2"  l'expression  explicite  de  ce  polynôme;  3°  les  quotients  respectifs 
de /et  g,  divisés  par  ce  polynôme. 

Le  travail  de  M.  Pomey  se  divise  en  deux  parties,  l'étude  de  ces  questions 
pouvant  être  rattachée,  comme  il  le  remarque,  soit  au  résultant  d'Euler,  soit  à 
celui  de  Bézout-Cauchy. 

Hofmann  {F.).    —   Sur  l'existence  de   trois    racines   réelles   de 
l'équation  qui    détermine  les  axes  principaux   d'un  cône.  (90- 

9-)- 

II  s'agit  de  l'équation  séculaire  de  Laplace,  réduite  au  cas  du  troisième 
degré.  La  réalité  d'une  racine  étant  établie,  des  considérations  géométriques 
permettent,  non  seulement  d'établir  l'existence  des  deux  autres,  mais  encore 
de  les  construire. 

Worontzoff.  —  Sur  un  théorème  de  M.  Weill.  (97-99)- 
Démonstration  élémentaire  de  la  formule 

CA-3C3  +  3^C;l-...  =  ±:2"-. 

Cesaro  {E -)-  —  Sur  les  cercles  inscrits  à  un  triangle.  (99-103). 

Application  des  coordonnées  d'inertie,  de  l'auteur,  lui  permettant  d'établir 
diverses  propriétés  relatives  à  l'hyperbole  de  Kiepert,  à  l'ellipse  de  Steiner, 
aux  points  de  Steiner  et  de  Tarry,  et  aux  points  de  Brocard. 

Benoji{A.).  —  Solution  géométrique  de  la  question  1o67.  (io4- 
io5). 

Propriété  d'une  conique  C  inscrite  dans  le  quadrilatère  circonscrit  à  deux 
autres  coniques  A  et  B. 

Publications  récentes.  —  (106-111). 

Questions  proposées.  —  1573  à  1580.  (i  ii-i  1  2). 

Fouret  (G.).  —  Sur  les  pôles  principaux  d'inversion  de  la  cyclide 
de  Dupin.  (i  i3-i  16). 

AL  Iladamard  a  démontré  que  le  seul  lieu  géométrique  des  pôles  principaux 
d'inversion  que  puisse  admettre  une  surface  est  une  droite  ou  un  système  de 
droites  en  nombre  limité.  Dans  le  présent  article,  M.  Fouret  montre  que,  pour 
la  cyclide  de  Dupin,  on  obtient  un  système  de  deux  droites  rectangulaires. 

Laurent  {II.)-  —  Sur  la  théorie  de  l'élimination,  (i  16-1  19). 

Note   se  rattachant   à  l'article   paru   sons   le  même  titre  un  peu   auparavant 
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{voir  ci-dessus).  ConsidéraiiL  deux  équations,  l'auleur  arrive  à  un  lliéorèTiie 
qui  pertiieL  de  mettre  le  premier  membre  de  la  résultante  sous  la  forme  d'une 
intégrale  multiple. 

Hofniaiini^F.).  —  La  solution  géométrique  de  l'équation  du  qua- 
trième degré,  (i  20-1  33). 

L'auteur  ramène  la  solution  aux  intersections  de  quatre  droites  OA,  OB,  OC, 
OD  avec  une  parabole  passant  par  O.  Détermination  d'une  conique  passant 
par  les  quatre  points  d'intersection.  Exemples. 

Coelingh  {D.).  —  Transformation  de  figures  analogues  à  la  trans- 
formation par  rayons  vecteurs  réciproques.  (  133-14"). 

L'auteur  s'est  en  partie  rencontré  avec  Laguerrc  (voir  Nouvelles  Annales, 
1882,  Transformations  par  semi-droites  réciproques),  ainsi  qu'il  l'indique 
lui-même;  son  travail  se  subdivise  ainsi  : 

Propriété  relative  à  une  droite  et  à  une  circonférence.  Définitions;  théorèmes 
fondamentaux.  Axes  et  centres  de  similitude.  Longueur  de  tangentes  com- 
munes à  deux  cycles;  inversion  de  systèmes  et  de  faisceaux.  Systèmes  de  tan- 
gentes à  un  cycle. 

Cesaro  {E.).  —  Question  de  Géométrie  intrinsèque.  (i47-i52). 

Problème  antérieurement  examiné  par  M.  I^ellet  :  Ayant  porté  sur  les  nor- 
males à  une  ligne  (M),  inclinées  de  a  sur  les  normales  principales,  des  lon- 
gueurs MM,  =  /,  on  se  propose  d'étudier  la  ligne  (M,). 

Cesaro  {-E.).  —  Sur  la  courbure  des  coniques.  (152-109). 

Généralisation  d'une  propriété  des  coniques,  concernant  le  deuxième  centre 
de  courbure.  Détermination  de  lieux  de  foyers.  Equations  intrinsèques  de 
développées  de  coniques. 

Questions  proposées.  —  I08I,  1582.  (i(Jo). 

Stieltjes  (T.-J,).  —  Note  sur  l'intégrale    /   /(j:-)  G(.r)  r/.r.  (i()i- 
.7,). 

L'objet  de  cette  Note  est  le  développement  de  l'intégrale 


sous  la  lorme 


«>  /       ^.„  (■^'  )  ^^•'^'  +  ^^  /       <^'.»  (•^■)  '^^  -H-  • .  H-  «„  M  /     C,„  (.r  )  (/.r. 

Détermination  des  constantes  u\,  ...,  ./"„   tomprises  entre  <t  cl  h.   c[   des  con- 
stanles  r/,,   ....  <■/„,,  eoinprisc^^  dans  les  iiilei'vallo  foniu-s  par  /(r/).   /'(•^,) 
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Cesaro  (/-'•)•  —  ^l'i'  deux  classes  remanjuables  de  lignes  planes. 
(171-190). 

Étude  des  courbes  planes  douées  d'un  pùlc  tel  que  le  deuxième  rayon  de 
courbure  soit  partagé  dans  un  rapport  constant  avec  le  rayon  vecteur.  Lignes 
de  Ribaucour.  Spirales  sinusoïdes  de  M.  Ilaton  de  la  Goupillicre.  Equations 
intrinsèques.  Transformation,  l'une  en  l'autre,  de  deux  spirales  sinusoïdes. 
Exemples  tires  des  valeurs  les  plus  simples  des  indices. 

Pomey  {E.).   —    Sur    quelques    inlégrales  remarquables.   (191- 

>94)- 

Ces  intégrales  sont 

b  x'^  dx  r  a  dx 


rx"-  dx        fx^  dx         r 


{au  +  bv)- 


II 


a  +  {ax  H-  b)  tangj;  p 


en  posant 


u  =  ^  sin^  +  cos.r,         v  =  ?>\nx  —  jtcosx. 


Pomey  {E.).  —  Sur  l'intégration  de  l'équation  différentielle  des 
coniques  lioinofocales.  (194-19(3). 

Celte  équation  est 


[dvV      ,    ,         „         ,.dy 
''y\Tx)-^^''-^'-''^dx-''^^'- 

M.  Pomey  l'intègre  directement  au  moyen  de  quelques  transformations 
simples. 

Jcnsen  (J.-L.-W.-V.).   —  Sur  nn  théorème  général  de  conver- 
gence. (196-198). 

Théorème  général,  et  d'une  extrême  simplicité,  dont  les  règles  de  Cauchy, 
de  Duhamel  et  Raabe,  de  Bertrand,  etc.,  sont  de  simples  corollaires.  Il  serait  à 
désirer  que  la  remarquable  proposition  de  M.  Jcnsen  fût  introduite  dans  l'en- 
seignement. 

Auric  {A.).  —  Problème.  (198-199). 

n  aiguilles  tournant  autour  du  même  axe,  dans  le  même  sens,  avec  des 
vitesses  p  fois  plus  grandes  l'une  que  l'autre,  déterminer  une  position  telle 
qu'il  soit  possible  de  permuter  circulairement  ces  aiguilles. 

Biehler  {Ch.).  —  Sur  les  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
croissantes  d'une  variable.  (2oo-2o3). 

Démonstration  simple  de  l'existence  de  la  série  dérivée,  à  l'intérieur  du 
cercle  de  convergence. 

CoRiiESPONDAJNCR.  —  Extrait  d'une  Lettre  de  M.  Halphen  :  Sur  les 


I 


^^i  faJ'' 
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polynômes  \n  qui  se  dcduiseni  les  unes  des  autres  par  la  loi 

A„  =  ^2A„_2  — (2/?  —  i)A„_,.  (204). 

Bibliographie.  —  E .  Caspari  :  Cours  d'Astronomie  pratique, 
I"^  Partie;  Coordonnées  vraies  et  apparentes;  Théorie  des  in- 
struments; Paris,  1888.  (  205-20^). 

Publications  «.écentes.  —  (207-208). 

Cesaro  {E.).  —  Remarques  sur  la   théorie  des  roulettes.  (209- 

280). 

Application  des  principes  fondamentaux  de  la  Géométrie  intrinsèque.  Théo- 
rèmes de  Steiner  et  de  Habich;  formule  de  Savary.  Roulement  d'une  conique 
sur  une  droite.  Courbes  de  Delaunay;  surface  de  Plateau.  Roulement  d'une 
spirale  sinusoïde,  d'une  ligue  de  Ribaucour.  A  rapprocher  du  précédent  article 
Sur  deux  classes  remarquables  de  lignes  planes  {voir  plus  haut), 

B.  (Ch.).  —  Solution  de  la  question  de  Mathématiques  spéciales 
proposée  au  Concours  général  de  1888  (').  (23i-236). 

Propriétés  du  lieu  des  sommets  des  angles  de  grandeur  constante  circonscrits 
à  une  ellipse. 

Ferval  {H.).  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours 
d'agrégation  en  1887.  (286-243). 

Lieu  des  points  X,  tels  que  les  tangentes  menées  de  X  à  une  conique  S  soient 
conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  tangentes  menées  à  une  autre 
conique  S'.  Propriétés  diverses. 

Barisien  {E.).  —  Solution  de  la  question  proposée  pour  l'ad- 
mission à  l'Ecole  Polytechnique  en  1887.  [i^^-i/y'è). 

Sur  un  système  de  deux  paraboles,  tangentes  l'une  et  l'autre  à  deux  droites 
rectangulaires. 

Un  ancien  élève  de  Mathématiques  spéciales.  —  Quelque  s  re- 
marques géométriques    à    propos  de    la    question  précédente. 

(248-252). 

Nous  avons  eu  souvent  l'occasion  d'attirer  déjà  l'attention  du  lecteur  sur  les 
articles  très  remarqual)les  publiés  sous  ce  pseudonyme,  ilont  nous  c(Milinuons 
à  respecter  le  secret. 


(')  Nous  nous  demandons  s'il  n'y  a  pas  une  erreur  de  date,  cet  article  liguranl 
dans  le  numéro  de  mai  188S. 

Bull,  des  Sciences  ni(Uhcni.,  •>'"  série,  I.  Mil.  (  Voùt  iSSç).)  R.n 


t 


,22  SECONDE   PAiniE. 

Nieivenglo^vski  {G.-K.).  —  Solulion  de  Ja  qiicsLion  proposée  en 
Philosophie  au  Concours  général  de  1884.  (aSa-aaS). 

PropricLés  d'un  triangle,  cL  d'une  droite  située  hors  de  son  plan. 

Concours  géivéual  dk  1887.  —  Enoncés  des  compositions  :  Plii- 
losophie,  Seconde,  Ti-oisième.  (255-256). 

Cesaro  {E.).  ■ —  Sur  \d  potentielle  Iriangulaire.  (257-2G8). 

On  appelle  ainsi  la  ligne  que  décrit  un  point  P  quand  ses  coordonnées  bary- 
centriques  sont  proportionnelles  aux  n}''"""^  puissances  des  cotés  correspondants. 
Elle  a  été  étudiée  par  MM.  Faure,  Lemoine,  Brocard,  de  Longchamps,  et 
M,  Cesaro  applique  à  cette  question  les  principes  de  la  Géométrie  intrinsèque. 

D'Ocagne  (M.).  ■ — •  Quelques  propriétés  de  l'ellipse^  déviation; 
écart  normal.  (268-282). 

Suite  des  études  suivantes  du  même  auteur  :  Étude  géométrique  sur  L'ellipse 
{Revue  maritime  et  coloniale,  p.  167;  1886);  De  la  déviation  dans  l'ellipse 
{Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  p.  Z']o-b?)\;  1886).  La  déviation  est 
l'angle  de  la  tangente  en  un  point  avec  la  tangente  correspondante  au  cercle 
principal  ;  Vécai't  normal  en  un  point  est  l'angle  de  la  normale  et  du  diamètre. 
De  ces  notions,  et  par  une  analyse  simple,  M.  d'Ocagne  obtient  un  grand 
nombre  de  propriétés  de  l'ellipse,  et  quelques  constructions  élégantes. 

Juhel-RénoY.  —  Sur  la  section  d'une  surface  par  un  plan  bitan- 
gent.  (282-287). 

Examen  d'une  surface  du  quatrième  degré,  présentant  trois  plans  principaux 
rectangulaires,  et  un  cône  de  directions  asymptotiques  doubles.  Propriétés 
d'un  plan  bitangent,  d'une  quadrique  bitangente.  Cas  du  tore. 

Bibclie  (Ch.).  —  Sur  les  minima  de  sommes  de  termes  positifs 
dont  le  produit  est  constant.  (28--288). 

Démonstration  très  simple  de  la  réciproque  du  théorème  bien  connu  sur  le 
maximum  d'un  produit  de  plusieurs  facteurs. 

Farjon  {F.).  —  Note  sur  une  propriété  du  cercle  des  neuf  points. 

(288-292). 

Génération  nouvelle  du  cercle  des  neuf  points,  considéré  comme  lieu  des 
centres  de  gravité  d'un  système  de  quadrilatères. 

Fontaneau  (F.).  —  Coniques  polaires  d'un  pointet  d'unedroitc. 

(292-295). 

Huit  llu'orèmcs,  ciuelqncs-uns  connus,  sur  les  pôles  et  polaires,  très  simple- 
ment élablis. 


H 
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Un  abonné.  —  Solution  de  la  question  proposée  pour  Tadmission 
à  l'Ecole  Normale  supérieure  en  188-.  (2()5-3o2). 

Sur  la  surface  cylindroide  ayant  pour  équation 

;:  {x-  -^ y-)  —  2  u{x-  —y- )  =  0        (coordonnées  rectangulaires ). 

Correspondance.  —  Extrait  d'une  Lettre  d'un  abonné  :  au  sujet 
d'un  article  de  M.  J.  Collin  Sur  le  théorème  de  Rolle  (juin 
1887);  rectification  d'une  erreur.  (3o2-3o3). 

Publications  RÉCENTES.  —  (3o3-3o4).  A.  L. 


SITZUNGSBEIUCHTE  der  Koniglich  preussischen  Akademie  der  Wisskx- 

SCHAFTEN    ZU   BeRLIN   (^). 

i*"  semestre  i885. 

FucJis.  —  Propriété   caractéristique   des   intégrales  de  certaines 
équations  différentielles  entre  des  variables  imaginaires,  (o-i^). 

Si  R(^)  est  un  polynôme  tic  degré  11  et  si  l'on  a 

du 

on  saitque,  pour  n<^[,  x  peut  être  envisagée  comme  une  l'onction  analytique 
de  u.  Au  contraire,  pour  /i>-  '\,  on  ne  peut  envisager  x  comme  fonction  analy- 
tique de  ^^.  Il  en  est  manifestement  de  même  pour  toutes  les  équations  dirté- 
rentielles  que  l'on  obtient  en  transformant  l'écjuation  précédente  |)ar  dos  sub- 
stitutions analytiques. 

Mais,  parmi  les  autres  écjuations  différentielles  possibles  entre  x  et  //.  parmi 
celles  que  l'on  ne  peut  obtenir  par  transforn)ations  analytiques    de    l'étiuation 

dx         i 

différentielle   -r-  =^n(j;),  où,    ne   l'oublions    pas,  x  et  u    peuvent    prendre, 

comme  l'indique  le  titre  du  Mémoire,  des  valeurs  i/nai^i/iai/'cs,  y  en  a-l-il  des- 
quelles on  ne  puisse  déduire  entre  x  et  u  une  relation  fonclionnellc  dans  le 
sens  ordinaire  du  mot? 

11  est  intéressant  d'apprendre  qu'il  y  a  de  telles  é(|uations  dilVérentielles  pour 
chaque  ordre  et  cliaque  degré  possibles,  et  ce  résultat  joue  un  rôle  très  im- 
portant dans  l'exposition  des  principes  de  la  théorie  générale  des  équations 
din'ércntielles. 

M.  Kuchs  nous  donne  un  exemple  de  deux  classes  d'éciuations  dill'orenliidles 
de  cette  catégorie;  elles  sont  l'une  du  premier  et  l'autre  du  second  ordre. 


(')  Voir  Jhdteliii,  t.  \II^,  p.  71;. 


I 
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l-lm  isagcoiis  r(''(|uaLi()n  didcrcaliclle 


7.  =  1 


dy 
dz 


1 

/.  =  ! 


—  a. 


•Q(^) 


y 


où  P(-c)  cL  Q{z)  sont  des  fonctions  rationnelles  de  z  qui  ne  sont  infinies  ni 
pour  z  =  «,,  ni  pour  z  =  a,,  ni  pour  z  =  a.^,  où  les  [3  sont  des  constantes  et 
où  les  points  a,,  a^,  a,  sont  choisis,  ce  qui  est  toujours  possible,  de  manière 
que  l'équation  diiïérentielle  admette  une  intégrale  univoque,  finie  et  continue 
aux  environs  de  chacun  de  ces  points.  M.  Fnclis  démontre  que,  pour  toute  va- 
leur de  z,  l'intégrale  générale  y  de  l'équation  difrérenlielle  considérée  peut 
prendre  telle  valeur  que  l'on  voudra. 

SI  y  désigne  une  branche  déterminée  de  l'équation  diiïérentielle    précédente 
et  si  nous  posons 


« 


u  = 


d  log  7- 
dz 


nous  obtenons  entre  u  et  z  une  équation  différentielle  du  p7-emier  ordre.  Si 
nous  prenons  z  comme  variable  indépendante,  les  points  de  ramification  de 
l'intégrale  u  de  cette  équation  différentielle  du  premier  ordre  ne  se  déplacent 
pas  d'une  façon  continue  avec  les  valeurs  initiales  (comparez  à  propos  de  cette 
notion  les  comptes  rendus  des  Sitzungsbericlite  de  l'année  1884).  Si  nous  pre- 
nons, au  contraire,  ?f  comme  variable  indépendante,  les  points  de  ramification 
de  l'intégrale  z  de  la  même  équation  différentielle  du  premier  ordre  se  dépla- 
cent d'une  façon  continue  avec  les  valeurs  initiales.  Il  n'y  a  donc  pas  de  rela- 
tion analytique  entre  les  deux  variables  z  el  u  reliées  cependant  par  une 
équation  fliffcrentielle  du  premier  ordre. 

Il  résulte  de  ce  dernier  exemple  que  déjà,  pour  étudier  les  équations  différen- 
tielles algébriques  du  premier  ordre, 


/(i' >--)=- 


entre  deux  variables  imaginaires  y  et -g,  il  faut  distinguer  avec  soin  le  cas  où, 
soit  que  l'on  prenne  y,  soit  que  l'on  prenne  z  comme  variable  indépendante, 
les  intégrales  de  l'équation  différentielle  n'ont  pas  de  point  de  ramification  se 
déplaçant  d'une  façon  continue  avec  les  valeurs  initiales,  du  cas  où,  au  con- 
traire, soit  pour  z,  soit  pour  y  prise  comme  variable  indépendante,  les  inté- 
grales de  l'équation  différentielle  ont  des  points  de  ramification  se  déplaçant 
d'une  façon  continue  avec  les  valeurs  initiales. 

M.  Fuchs  démontre  que,  dans  \e  premier  cas,  l'équation   différentielle  algé- 
brique du  premier  ordre 

A^ '•'''')  =  " 


définit    toujours  y  comme    fonction    analytique    de  z.  A  cet  effet,  il  lui  suffit, 
d'après  les  résultats  établis  dans   son    Mémoire    de   1884,  de  démontrer  que   la 

fonction    alirébrique  -^  de  y,  ainsi    (lue   la   fonction    algébrique  -7^  de  z,  sont 

^  dz  "1  fiy 

de  rang  nul  ou  un. 

Dans  le  second  cas  on  ne  peut  énoncer  de  théorème  général.   Il   faut  d'abord 
considérer  à  pai't  les  équations  dinérenticllcs  qui.  tout  en   ayant  des  intégrales 
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à  points  de  ramification  se  déplaçant  d'une  façon  continue  avec  les  valeurs 
initiales,  peuvent  cependant  être  transformées,  par  une  transformation  algé- 
brique, en  équations  différentielles  dont  les  intégrales  n'aient  que  des  points  de 
ramification  fixes.  Ces  équations  différentielles  ne  définiront  pas  des  transcen- 
dantes essentiellement  différentes  de  celles  qui  sont  définies  par  les  équations 
différentielles  dans  le  premier  cas  considéré. 

Pour  les  autres  équations  différentielles  rentrant  â3Lns]c  second  cas,  il  faudra 
rechercher  si  les  valeurs  dey  correspondant  à  une  même  valeur  arbitraire  de 
z,  et  si  lés  valeurs  de  z  correspondant  à  une  même  valeur  arbitraire  de  y,  re- 
présentées géométriquement,  couvrent  une  ou  plusieurs  surfaces  d'une  façon 
continue  comme  dans  l'exemple  cité  plus  haut  de  l'équation  différentielle 
entre  u  et  z,  ou  au  contraire  se  répartissent  en  un  nombre  fini  ou  infini  de 
points  discontinus  dans  l'espace.  Si  ces  valeurs  couvrent  une  ou  plusieurs  sur- 
faces d'une  façon  continue,  on  peut  être  certain  que  l'équation  différentielle  du 
premier  ordre  ne  définit  pas  une  fonction  analytique  de  z.  M.  Fuchs  obtient 
donc,  pour  ces  équations  différentielles  du  premier  ordre,  le  même  résultat 
que  Jacobi  avait  obtenu  pour  une  intégrale  abélienne  de  première  espèce. 

Wilsing.  —  Sur  les  applications  du  pendule  à  la  délerminalion 
de  la  densité  movenne  de  la  Terre.  (i.'^-i5). 

Hausmaninger .  —  A  propos  de  la  théorie  du  choc  longitudinal 
de  corps  cylindriques.  (49-()^)- 

ScJiering.  —  Remarques  concernant  la  troisième  démonstration 
de  Gauss,  du  théorème  de  réciprocité  des  restes  quadratiques. 

Afin  d'avoir  en  quelques  lignes  une  idée  nette  de  la  marche  suivie  par  M .  Schering, 
ne  considérons  dans  cette  analyse  que  le  cas  où  m  et  n  sont  deux  entiers  im- 
pairs, plus  grands  que  l'unilé  et  premiers  relatifs;  désignons  alors  par  ;x  l'un 

des  entiers  i,  2,  ..., Soit  q,^   1  entier    le    plus   voisii\   du    nombre  — 


m 


Enfin  cmplo3'ons  les  notations  symboliques  de  IM.  Kroneckor  en   écrivant 

sgna7=+i         pour        .r  >  o 
et 

sgna7  =  —  I  jtonr         a?  <  o, 

et  on  désignant    par  ll(j')    le  reste    (juc  l'on    obtient   cm»    relruncluint   île  x  le 

nombre  entier  le  |)lus  voisin  de  x.  (.le  sorte  (lue _£  Rf^r)  <  -• 

?.  —  .1 

M.  Schering  commcnrc  pai-  démontrer  ([ue  l'on  a  toujours 

(V) 

(v  —  I,   J,    ..  .,  x). 

. -                                       .                                             ni  —  \         .  .  ,  ,  , 

r,n  l'crivanl  cotlc  égalité  pour  u.  —  1 ,  •.»,    ....  et   lai>anl    le    produit    de> 


I2() 

m  —  I 


SECONDE   PAllTlIi. 

riiiililrs  ainsi  obtenues,  il  vient,  en  observant  ([iie   / /J,^^  "  (mod  2), 


[X) 


^«"n"(^)-^^"n(^i:;)^ 


[X  =  l,   2, 


m  —  I 


(  [J-,  V  ) 
V    —   I       "> 


Mais    ah)rs    si,   a  désignant   le  nombre  des  valeurs  négatives  de  R( — -\i  on 
définit  le  symbole  de  Legendre  par  la  caractéristique  de  Gauss  en  posant 

(^)=(-,r=sg„n.^('^^ 


il  vienl  immédiatement 


n  \  f  m 


(V-) 


m  —  1   n  —  \ 


(;^  :)=(-) 


JM.  Schering  démontre  également  la  loi  de  réciprocité  dans  les  autres  cas  et 
établit  ensuite  comme  corollaires  une  suite  d'égalités  dont  plusieurs  ont  servi 
de  point  de  départ  à  des  démonstrations  de  la  loi  de  réciprocité. 

Kronecker.  —  Remarque  faite  au  sujet  de  la  démonstration  pré- 
cédente  de  M.  Schering-.  (i  17-118). 

M.  Kronecker  fait  suivre  la  démonstration  de  ]M.  Schering  d'une  nouvelle 
manière  de  présenter  la  démonstration  qu'il  a  donnée  dans  la  séance  du  22  juin 
187G,  de  la  loi  de  réciprocité  des  restes  quadratiques  d'après  la  troisième  dé- 
monstration de  Gauss. 

m  et  n  désignant   des  entiers  positifs  impairs  quelconques,  et  A,  h",  h'  des 

entiers  positifs  plus  petits  que  — 7  on  a  pour  tout  nombre  h"  un  nombre  h', 
que 

I  )  t  m       J  ( 


n{2]v>—  1)  =  (— I  jl 


1(2  A' — 1)     (mod/?i), 


où  l'on  représente  par  [a]  l'entier  le  plus  voisin  de  a  et  plus  petit  que 
Comme  il  est  aisé  de  vérifier  que 


2/i''- 


I  I       r      ni  —  2/10+11 

-J  +  L" n. J=«-" 


qui  est  un  nombre /?««/-,  on  peut,  en  posant  li  =  2  h" —  i  lorsque  l'on  a 

m 

2/40  — I  <  — 
2 

et  /t  =  ni  —  2/i"+  I  lorsque  Ton  a 


2  h'  —  I 
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incltre  la  congruence  précédente  sous  la  forme 

/i  (  2  A"  —  I )  :=  (  2  /i'  —  1  )  (—  I  )  L  m  J         (  mod  m  ) 
ou  encore 

//  — 1  : 

2 

A-         h  ' 


«(./«•-,)  :..(./,'-,)sgn];i(--^ 


Prenons    successivement,  pour    h,  les  nombres  1,2,   ...,  — —  et  taisons  le 

.    .     ,      ni  —  I  •     ■    ,  c-  1 

produit  des  ■ — — -  congruences  ainsi  obtenues.  Si  m  est  un  nombre  premier,  on 

aura,  en  supprimant  dans  les  deux  membres  le  facteur  commun,  pour  le  sym- 
bole (  —  1  de  Legendre,  la  relation 


d'où  résulte  immédiatement  la  loi  de  réciprocité. 

Rôntgen.  —  Recherches  sur  l'action  électromagnétique  de  la  po- 
larisation diélectrique.  (ujS-igB). 

Kronecker.  —  Sur  la  fonclion  arithmétique  \\(a).  (383-3q6). 

Dans  ce  Mémoire,  M.  Kronecker  se  propose  de  mettre  bien  en  évidence  les 
rapports  qui  ont  lieu  entre  celles  des  démonstrations  du  théorème  de  récipro- 
cité des  restes  quadratiques  qui  se  basent  sur  le  Icmme  de  Gauss.  A  cet  effet, 
il  ramène  ces  différentes  démonstrations  aux  diverses  propriétés  fondamentales 
de  \di  fonction  arithmétique  R(a).  J'ai  rappelé  dans  l'analyse  du  précédent 
Mémoire  la  définition  de  \\{a)  ainsi  que  celle  de  sgn(a)  et  celle  de  sgn[«]. 
D'après  le  lenimc  de  Gauss,  on  a 

ii  —  \ 
2 


'^)--"n"(v 


/.• = 1 

m  —  1 


i)==ss„TTi'(-)' 

tïl  I  A  J       \  ni  ; 


OÙ  m  et  II  sont  i\v^  nombres   premiers  cl  où  (  —  )'  (  —  )  sonl  les  sNinbolc-^  de 

'  \  //        \  ///  ' 

Legendre. 

Pour  dénioiUrcr  le  lliéorèmc  de  réciproiilé  des  restes  (iuadrali(iue>,  il    Millil 
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donc  de  chciclicr  une  relulion  réciproque  entre  les  deux  signes 


II-  1 

2 


--n'f-F) 


et 


m  —  1 


A  cet  ellet,  M.  Ivronecker  démontre  de  trois  manières  différentes  que,  si  m  et 
/i  sont  deux  entiers  impairs  premiers  relatifs  quelconques,  le  nombre  des  va- 
leurs négatives  de 


où  h 


2, 


m  —  I 


'«"K'^O- 


et  A"  =  I,  2, 


.,„.M'f), 


n  —  I 


n'est  impair  que  lorsque  l'on  a 


m  ^^  n 


{modl\  ) 


dans  tout  autre  cas  ce  nombre  est  pair. 

La  première  des  trois  démonstrations  de  M.,  Kronecker  est  la  plus  simple  au 
point  de  vue  de  la  forme.  Elle  se  base  sur  l'équation 


sgnR(a)  =  sgn 


—  —  a  ]■> 


•  am 


oi^i  la  quantité  a  est  supposée  positive  et  où  le  produit  est  étendu  aux  valeurs 
entières  successives  de  l'indice  g.,  g  =  i,  2,  ...,  [2a].  C'est  au  fond  une  sim- 
plification de  la  troisième  démonstration  de  Gauss. 

Si  l'on  ne  s'attache  pas  à  la  simplicité  de  la  forme,  mais  bien  à  la  simplicité 
des  propositions  dont  on  fait  usage,  la  seconde  des  trois  démonstrations  de 
INI.  Ivronecker  est  à  coup  sur  la  plus  simple  que  l'on  puisse  concevoir.  Elle  se 
base  uniquement  sur  les  relations  évidentes 

R(a  +  i)  =  R(«), 
R(— a)  =—  R(a). 

C'est  au  fond  la  cinquième  démonstration  de  Gauss,  donnée  à  l'aide  du  syni- 
ole  R. 

Avant  de  donner  la  troisième  démonstration,  on  commence  par  établir  une 
équation  réciproque  entre  les  deux  fonctions  arithmétiques 

\\{hw)        et        R(Av), 

où  V  et  w  sont  deux  quantités  réelles  positives  réciproques  quelconques,  de 
sorte  que 

VW  =  I. 

On  démontre  qu'à  tout  entier  li  correspond  un  ritlicr  k.  tel  que  l'on  ait 

\\(hw)        R(Av) 


\/w  I 


,r. 


I 
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Appliquons  ce  résultat  au   cas  où  p  =  —  et  par  suite  w  =  —y  m  et  n  étant 
lies  entiers  quelconques  et,  par  exemple,  m  <  n.  A  chacun  des  entiers 

,  ni  —  I 

A  =  I,  2,  .  . .,  — - — ) 

correspondra  un  des  nombres 

/{•  =  !,  2, 


n  —  T 


tel  que  l'on  ait 

C'est  de  cette  équation  réciproque  et  de  relations  qui  se  déduisent  immédia- 
tement de  la  définition  de  la  fonction  R  que  l'on  fait  uniquement  usage  dans 
cette  troisième  démonstration.  II  est  intéressant  de  constater  que  cette  troi- 
sième démonstration  est  au  fond  identique  à  celle  de  M.  Zeller  {Monatsberichte, 
1872),  et  ne  diffère  pas  non  plus  essentiellement  de  la  démonstration  de 
M.  Petersen  {American  Journal  of  Mathematics,  t.  II,  1879).  Mais,  présentée 
à  l'aide  de  la  fonction  arithmétique  R,  on  aperçoit  nettement  qu'elle  consiste  au 

fond,  pour  în  <  /i,  à  ne  pas  considérer  simultanément  tous  les  restes  R( y 

mais  au  contraire  à  considérer  d'abord,  à  part,  ceux  des  restes  R(  — |  qui 
sont  lies  aux  restes  R(  —  1  par  1  équation  réciproque 

et  de  grouper  ensuite,  deux  à  deux,  les  autres  restes  R(  —  )•  Les  signes  se  dé- 
terminent à  l'aide  des  relations  mentionnées  tout  à  Theure,  qui  se  déduisent 
immédiatement  de  la  définition  de  la  fonction  arithmétique  R. 

Après  avoir  donné  cette  vue  d'ensemble  sur  les  démonstrations  de  la  loi  de  ré- 
ciprocité des  restes  quadratiques  qui  se  basent  sur  le  lemme  de  Gauss,  après 
avoir  mis  à  nu  le  mécanisme  de  ces  démonstrations  par  l'emploi  judicieux  de 
la  fonction  arithmétique  li{cc),  M.  Kronccker  montre  que  le  théorème  de  réci- 
procité des  restes  quadratiques  peut  également  être  facilement  ramené  à  la  dé- 
monstration d'un  simple  théorème  de  multiplication  concernant  une  ccrlaine 
fonction  arithmétique  d(m,  n)  de  deux  entiers  impairs  m  et  n,  premiers  relatifs, 
d'ailleurs  positifs  ou  négatifs.  Mais  la  démonstration  directe  de  ce  théorème  de 
multiplication  lui  échappe  encore. 

Enfin,  dans  le  courant  de  ses  démonstrations,  M.  Kronccker  donne  aussi  de» 
représentations  analytiques  très  intéressantes  de  fonctions  arithmétiques,  basées 
sur  la  représentation  de  la  fonction  arilluuéli(iuc  R(«)  par  la  série 


V^  ,        ^     siu  Jt  nu 

—  y  (-0"'  — 
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lo  (•asU(<:/)  = excepté.  En  voici  un  exemple.  On  a 


m 


E'°""('^)=2'""' 


Il  T.  hn~ 

—  tan^ 

TU  m 


//=i 


11  est  naturel  que    la    fonction   arithmétique  R    soit  l'instrument  choisi  par 


M.  Kronecker  dans  cet  ordre  de  recherches  arithmétiques.  C'est  en  effet  R(  — 

\n 

qui  est  l'invariant  arithmétique,  tout  comme  tang  — "-  est  l'invariant  analytique, 
de  tous  les  entiers  k  congrus  suivant  le  module  n,  de  sorte  que  la  congruence 

k  =  k'        (mod  72  ) 

peut  être  remplacée  entièrement  par  l'égalité 


U 


K(i' 

n 


tout  aussi  bien  que  par  l'égalité 


tan! 


Ar 


—  tang 


A'-JT 


C'est  par  cette  remarque  fondamentale  que  M,  Kronecker  commence  son 
Mémoire. 

Ilolder.  —   Sur  une  nouvelle   condition  suffisante   pour  qu'une 
fonction  puisse  être  représentée  par  une  série  de  Fourier.  (4ï9- 

434). 

Soit  a;  une  variable  réelle,  et  jk  =/(^)  une  fonction  de  x  définie  univoque- 
ment  et  continue  dans  l'intervalle 

Considérons  une  suite  de  points  A,,  A^,  ...,  A^^,  situés  sur  le  lieu  des  points 
y  =  f{x)',  soient  a^,a.,,  ...,  «,.^,  les  abscisses  de  ces  points;  nous  supposons 
que  les  points  ont  été  désignés  de  manière  que  les  différences  de  leurs  abscisses 


A.  =  rt.. 


«3—   «„ 


A_  =  a. 


soient  des  quantités  positives. 

Désignons  par  .v  le  nombre  positif  qui  mesure  l'aire  du  segment  limité  par  le 
lieu  y  —  f{x)  de  A^,  à  A  _^,  et  la  corde  A  A  .  Alors,  quelle  que  soit  la  fonction 
/(uC),  5  sera  toujcnii's  égal  au  produit  de  A  et  d'un  nombre  qui  devient  infi- 
niment petit  en  m«me  temps  que  A,.  Il  peut  arriver,  pour  certaines  fonctions 
f{x),  (jue  la  limite  de  la  somme 


/)  =  !    r 
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soit,  en  outre,  nulle,  lorsque,  fixant  A^  et  A,.^,,  on  diminue  indéfiniment  Jcs 
nombres  A  .  Dans  ce  cas  la  fonction /(a;)  peut  être  représentée,  pour  chaque 
valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b,  par  la  série  de  Fourier 

-. /      f{x)dx-\- ■    >     /      f(x)  cos  f —  dx  . 

V  =  1     '^ 

Ce  théorème  a  d'abord  été  énoncé  par  M.  Weierstrass. 

Si  la  fonction  jK  =■  f{x)  n'est  pas  continue,  mais  admet  cependant  une  inté- 
grale, on  a,  sous  certaines  restrictions,  un  théorème  analogue. 

Supposons  que,  dans  l'hypothèse  faite  maintenant  pour  y  =f{x),  la  même 
somme  que  tout  à  l'heure 

reste,  pour  a,  et  a^_,_,  invariables,  toujours  plus  petite  qu'un  certain  nombre 
déterminé;  l'expression  considérée  admet  alors  une  limite  finie  d'indétermina- 
tion pour  les  A  infiniment  petits.  Supposons  aussi  que,  si  l'on  fait  tendre  l'in- 
tervalle «,«^+,  vers  un  point  déterminé  x^  compris  dans  cet  intervalle,  cette 
limite  finie  d'indétermination  diminue  indéfiniment.  Alors  la  série  de  Fourier 
est  convergente  pour  x  =  x^,  sa  somme  est  égale  à/(,r„)  et  a:,,  est  un  point  où 
la  fonction  est  continue. 
En  supposant  en  outre  que  la  somme 


n 


reste  toujours  plus  petite  qu'un  nombre  déterminé,  quel  que  soit  le  choix  pri- 
mitif des  points  «,,  «2)  •••  dans  l'intervalle  considéré,  .AI.  Holder  démontre  les 
deux  théorèmes  suivants  : 

«  1.  La  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  écrite  plus  haut  oscille, 
pour  chaque  valeur  déterminée  de  x,  entre  des  limites  finies,  et  il  n'y  a  alors 
((u'un  nombre  fini  771^  de  points  pour  lesquels  les  limites  d'indétermination  de 
la  série  de  Fourier  différent  =oit  l'une  de  l'autre,  soit  de /(.r),  d'une  quantité 
plus  grande  qu'un  nombre  0  donné  arbitrairement.  » 

»  2.  La  série  de  Fourier  converge  pour  chaque  valeur  de  x  pour  huiucllc  on 
obtient  pour  l'expression 

liin  -  [f{x  -1-  a)  -\-f{x  —  a)| 

une  valeur  finie  et  déterminée,  et  cette  limite  représente  alors  la  valeur  kW  la 
série.  )> 

Les  fonctions  à  oscillations  limitées  considérées  par  M.  .loidan  tl.iii>  h" 
lomc  \CII  dos  Comptes  rendus  rcnlrcnl  dans  le  crilériuiii  donné  par  M.  Iloldor. 
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'2"  semestre,  i88:j. 


Weierstrass.  —  Sur  la  représentation  analytique  des  fonctions 
dites  arbitraires  cV une  variable  réelle.  (Premier  Mémoire.) 
(633-639). 

Soit  f{x)  une  fonclion  qui,  pour  cliaquc  valeur  réelle  de  la  variables,  csl 
uiiivoque,  finie,  continue  et  dont  la  valeur  absolue  reste  plus  petite  qu'une 
quantité  finie  donnée;  f{x)  sera  dite  fonction  arbitraire  de  x. 

On  sait  que  l'on  peut  toujours  représenter /(^)  par  une  limite  d'une  intc- 
grale  définie  de  la  manière  suivante  : 


f{x)  =  lim 

ArrO 


du 


Dans  cette  expression   a  est  une  variable   réelle  et  k  une  quantité  positive 
indépendante  de  x  et  de  u. 

M.  Weierstrass  généralise  ce  théorème,  en  démontrant   que  l'on  peut  aussi 
représenter /(^)  par  la  limite 


f^x)  =  lim 


if../-/<"'^"'" 


^)H 


où  ^(^)  est  une  fonction  quelconque  jouissant  des  mêmes  propriétés  que 
f{x)  et,  en  outre,  des  suivantes  :  '^{x)  est  une  fonction  paire,  '^{x)  ne 
change  pas  de  signe,  et  l'intégrale 


=/ 


'!( X )  dx 


a  une  valeur  finie.  Pour  <^{x)  ^=-  c'^-,  on  retombe  sur  le  premier  théorème. 

En  choisissant  convenablement  la  fonction  '^{x),  on   peut  tirer  de  ce  théo- 
rème des  conséquences  remarquables. 

I.    I^renons,    pour   ^^(.r),    une   fonction  transcendante  entière^    telle    que   la 
fonction 


"^.A/^^^K^")'^'"' 


({ue  nous  en  déduisons  et  que  nous  désignerons  par 

V{x,k), 

soit  développablc  en  une  série  entière  uniformément  convergente  de  x  pour 
toute  valeur  déterminée  que  l'on  donne  à  k.  H  y  a  une  infinité  de  fonctions 
transcendantes  entières  '\>{x)  pour  lesquelles  cela  a  lieu.  On  ])eut  donc  repré- 
senter, d'une  infinité  de  manières,  la  fonction  arbitraire  /{x)  par  la  liinilc, 
pour  A-  =  o,  d'une  fonction  transcendante  entière  de  x  qui  contient  un  para- 
mètre positif  k. 
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II.  Si  la  variable  réelle  x  est  limitée  à  un  intervalle  /i/?i  et  si  Ion  fixe  une 
quantité  positive  quelconque  S,  on  peut,  et  cela  d'une  infinité  de  manières, 
trouver  une  fonction  rationnelle  entière  G  (a;),  telle  que,  si  l'on  fait  varier  x 
dans  l'intervalle  Uni  considéré,  la  valeur  absolue  de  la  différence 

f{x)~-(\{x) 
reste  plus  petite  que  o. 

II  suffit,  pour  établir  ce  second  théorème,  de  prendre  pour  '\({x)  certaines 
fonctions  transcendantes  entières  sans  que  la  fonction  qui  en  résulte  pour 
F(.r,  A")  soit  nécessairement  entière. 

Il  est  ainsi  établi  en  toute  rigueur  qu'il  existe  des  fonctions  rationnelles 
entières  qui  diffèrent,  aussi  peu  que  l'on  veut,  d'une  fonction  arbitraire  donnée 
f{x)  en  tous  les  points  d'un  intervalle  réel  fini,  arbitrairement  fixé.  On  peut 
aussi  chercher  à  déterminer  ces  fonctions  rationnelles  entières  devant  servir  de 
fonctions  approchées  pour/(a;).  On  obtient  alors,  pour  toute  quantité  posi- 
tive S,  une  quantité  k  et  un  nombre  entier  n  pour  lesquels  la  valeur  absolue 
(le  la  différence 


n-  1 

v  =  o 


—. — T-    /      f{ku)- — 7— — du 
vli>ik\/a  du' 


x' 


est  plus  petite  que  0.  Mais,  lorsqu'on  fait  décroître  ô  indéfiniment,  k  décroît 
aussi  indéfiniment  et  l'on  ne  voit  pas,  dans  l'expression  précédente  si  le  coef- 
ficient de  x'^  reste  fini.  Or  celte  condition  est  tout  à  fait  indispensable  pour 
que  la  somme  que  nous  retranchons  de/(^)  puisse,  dans  la  pratique,  nous 
servir  de  fonction  approchée  de  f{x)  pour  une  valeur  de  8  aussi  petite  que 
l'on  veut.  Il  reste  donc  un  point  important  à  élucider.  Ce  sera  en  partie  l'objet 
d'un  second  Mémoire. 

III.  Chaque  fonction  arbitraire /(^)  peut  être  représentée  d'une  infinité  de 
manières  par  une  série  dont  les  termes  sont  des  fonctions  rationnelles  entières 
de  X,  cette  série  étant  absolument  convergente  pour  toute  valeur  finie  de  x  et 
uniTormément  convergente  dans  tout  intervalle  fini  dans  lequel  on  considère  la 
variable  x. 

Kronecker.  —  Sur  l'intégrale  de  Dirlclilct.  (()4i-()65). 

Soient  X  une  variable  réelle  variant  de  o  àXet/j,(jr)  une  fonction  nnivoqm^. 

réelle,  intégrable,  toujours  plus  petite  en  valeur  absolue  qu'une  iiiuinlilé  finie 

déterminée,  et  telle  que 

l'm/o(^)  ~  o. 

Si  l'on  désigne  par  \  et  x^  deux  (luautités  positives  déterminées  »iuoloon(|ues, 
on  démontre  que 

Il     /     y^,(  a-,r  )  sin  ~.r  (nog.r  =  0; 


liiii 

(7  — u^'  ^ 


d'où  l'on  conclut  que,  si  l'on  peut  démonlror  (pic  la  liniili' 
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M 


osl  nulle,  il  en  résullc  que  l'on  a  aussi 

(  I)  lini    /  f,{x)  sin  —  d  log 


X  =  o, 


où   rinLcgralc  est  étendue  à   une  partie  quelconque  de  l'intervalle  (o,  ...,X) 
considéré. 

D'après   ce   théorème,  il  suffit,   pour  démontrer   l'équation  (I),  de  montrer 
que  l'on  a,  par  exemple, 

.^1 


r  ~x 

lim    /     /■J.r)sin^ — ^fZlogx  =  o, 

<7  =  o.y^  ■  ^ 


ou,  (C  qui  revient  au  même,  que  l'on  a 


izx 


lim     lim    lim     /       /^(x)sin- — r/ log.27  =  o. 
Or  cette  dernière  équation  est  manifestement  vérifiée  lorsque  l'intégrale 

/      f,^Jc)dWix 

^  0 

est  absolument  convergente.  Voilà  donc  une  condition  suffisante  pour  que 
l'équation  (I)  ait  lieu.  {Comparez  P.  Du  liois-Keymond,  Comptes  rendus, 
p.  91.')  et  9613  ;  1881.) 

Mais  l'équation  (I)  a  aussi  lieu  dès  que  l'on  a,  pour  un  entier  quelconque  m 
et  pour  une  quantité  quelconque  x^, 

lim    /     c7  7  (— i)'' 9  (c7^  +  7/0  <r/ cosTTX  =  0, 
ou,  re  qui  est  équivalent,  dès  que  l'on  a 


(II)  lim      lim    lim 


/     «J  ^  ( —  i)''  z>{ix  -h  <j/i)  d  cos -x  =  o, 

(h) 

f  {x) 
OÙ  l'on  a  écrit  pour  abréger  o{x)  —  ±^ — -,  où  {a\  est  l'entier  le  plus  voisin 

de  a  et  plus  petit  (|ue  a,   et  où   le   premier  et  le  dernier  terme  de  la  somme 

indiquée  ^    sont  à  multiplier  par  le  facteur  -•  Cette  dernière  condition  suffi- 

santé  peut  être  interprétée  géométriquement.  Klle  indique  que  V enlacement  (\o 
la  courbe  dont  ré(|ualion  en  coordonnées  rectangulaires  est 


zx 


i 


y  =  9(^)  +  [9(x)  —  9(x  +  7)]  sin-—  , 
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X  variant  de  (  a  wi  H- 1)3  à  .r^,  autour  de  la  courbe 

devient  toujours  plus  étroit  lorsque  a  diminue  indéfiniment,  de  manière  que 
l'aire  algébrique  totale  comprise  entre  les  deux  courbes  devienne  plus  petite 
que  toute  quantité  donnée. 

On  ramène  d'ailleurs  au  cas  considéré  jusqu'ici  celui  où,  au  lieu  de  la  fonc- 
tion/^(.r),  on  a  une  fonction  /(^)  jouissant  des  mêmes  propriétés  que/,  (a;), 
sauf  que 

lin'/(^)=/(o), 

où/(o)  est  une  quantité  finie  déterminée,  en  général  différente  de  zéro.  Il 
vient  alors,  au  lieu  de  (I),  cette  autre  équation  qui  comprend  (1), 


lim     / /(jt)  sin -^  (^  log^  =- /(()). 
or  =  0  ^  '  <^  'i- 


Nous  arrivons  maintenant  à  montrer  que  la  condition 
(III) 


lim      lim     I  i  m 

.»•"  :=  0  W  =  «)    '7  =  0 


r^(— 0''?(<7J7  + J/Ol  =  0, 


OU,  ce  qui  est  équivalent,  que  la  condition 

hm      hm     lim    >    (— i)''iii!^ — — ^^  =  o. 


X"  =  0  /?/  =  co    (7=0 


(/') 


m 


-  a  -  L  2  a 


X  -\-  Il 


o  1  .r  S  I 


est  suffisante  pour  que  l'équation  (I)  ait  lieu.   En  effet,  si  l'équation    (III)  a 
lieu,  l'équation  (II)  est  manifestement  vérifiée. 

Cette  condition  (III)   est  plus  générale  que   celles  que  Ton  connaissait  jus- 
qu'ici. Nous  en  déduisons  d'abord  le  théorème  général  suivant  : 

«  IV.  Four  conclure  que,  pour  toute  (juantité  x'  plus  petite  que  \,  on  a 
lim     /      /(^)  sintv.r::  <■/ logJ7  —- /(()). 

il  suffit  de  montrer  que  l'on  peut  trouver  un   entier  positif  .\   et  deux  quan- 
tités <j'\  57",  de  manière  que  la  valeur  absolue  de  la  série 

/(ax  +  a)  H-/(c7.r  -+-  2  cj  )  — /(  j^-  +  3  a)  -t-. .  . 

-+■/{<! X  H-  -iri)  —  -  f{ix  -i-  2/-J  +  a), 
(  o  ^  X  5. 1  ) 
soi',  plus  petite  que  ÎN   pour  tout  z  plus  pelil    ([ue  7'  et    pour  tout   /•  jilu-^  pelil 

X" 

que 
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Gcomctriqucmcnl,  lorsque  a  diminue  indéfiniment,  la  somme  algébrique  des 
aires  des  triangles  dont  les  sommets  successifs  sont  donnés  par  les  abscisses 


QX 


'.'.aA- 


,     a  X  H-  2  a  /,-,     a  j;  -I-  2  a  A-  +  a 

cl  par  les  ordonnées 

/(ax  +  2cjA- —  a),    f{ux-\--?.uk),    /(a^  +  2  aA" -H  a), 

divisée  par  20-,  c'est-à-dire  par  la  projection  de  chacun  de  ces  triangles  sur 
l'axe  des  abscisses,  reste  inférieure  à  une  limite  finie  et  déterminée. 

Celte  condition  IV',  donc  aussi  la  condition  III  dont  elle  est  déduite,  com- 
pi'cnd  celle  que  Lejeune-Dirichlet  avait  supposée  avoir  lieu  dans  le  premier 
INIémoire  qu'il  a  publié  sur  ce  sujet  {Crelle,  t.  4). 

Celte  même  condition  IV,  donc  aussi  la  condition  III,  comprend  également 
et  celle  de  M.  Weierstrass  et  celle  plus  générale  que  M.  Ilolder  en  a  tirée  {Sit- 
zungsberichte,  i885,  premier  semestre)  et,  par  suite,  celle  de  M.  Camille  Jordan 
{Comptes  rendus,  1S81). 

La  condition  III  comprend  aussi  celle  que  M.  Lipschitz  a  donnée  dans  le 
tome  63  du  Journal  de  Crelle. 

M.  Kronecker  le  démontre.  Puis  il  déduit  de  ses  formules  générales  d'autres 
conditions  qui  sont  également  suffisantes. 

Il  trouve  ainsi  qu'il  suffit  de  démontrer  que  la  limite 


4 


lim 

<7  =  0 


(h) 


I)''-. 


/(  a.27  +  a/i) 


h 


où  la  somme  est  étendue  aux  entiers  Ii  tels  que 

2  /?i  <  /i  <  2 


2  G 


0<  .37  <I 


tende  vers  zéro  lorsque  m  augmente  indéfiniment  et  lorsque  x'^  diminue  indé- 
finiment, pour  être  certain  que  l'équation  (I)  concernant  la  fonction /(a:)  a 
lieu. 

Il  vérifie  ensuite  directement  ce  résultat  important. 

Enfin  il  généralise  encore  les  conditions  précédentes  en  y  reliant  m  à  a  par 
une  équation 


2  m  = 


e(a) 


p 


! 


où  la  fonction  0  est  choisie  convenablement,  au  lieu  de  faire  croître  m  indéfi- 
niment et  décroître  a  indéfiniment  en  laissant  ces  deux  quantités  indépendantes 
l'une  de  l'autre  comme  il  a  été  fait  jusqu'ici. 

î\I.  Kronecker  n'a  pas  encore  comparé  entièrement  à  son  critérium  général, 
celui  donné  par  M.  Ulysse  Dini  (1880),  et  il  ne  sait  pas  si  les  conditions  données 
par  INI.  P.  Du  Pois-Reymond  dans  le  premier  Chapitre  de  son  Ouvrage  :  Un- 
tersuchungen  Liber  die  Convergenz  und  Divergenz  der  Fouriersclien  Dar- 
stellungsformeln,  pour  certaines  fonctions  particulières /(x),  sont  ou  ne  sont 
pas  contenues  dans  l'équation  (III). 

Quoi  qu'il  en    soit,  la  condition  suffisante  donnée  par  M.  Kronecker  pour 


o) 
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que  l'on  ait 

lim     /      /{x)  sinwiCT:  dlogx  =  ^r. /{o) 

^0 


W  —  ce 


2 


conlient  moins  de  restrictions  pour  la  fonction  f{x)  que  celles  que  l'on  a 
données  jusqu'ici,  et  elle  comprend  la  plupart  de  ces  dernières,  tout  en  n'étant 
guère  plus  compliquée. 

Il  est  d'ailleurs  manifeste  que  toutes  ces  conditions  peuvent  être  transformées 
en  conditions  pour  le  développement  d'une  fonction  en  série  de  Fourier. 

Kronecker.  —   Sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  (suite). 

(761-784). 

Soit  L(ag,C(,)  une  fonction  définie  par  la  limite 

\  tn,n  ] 

OÙ 

et  oîi  la  somme  est  étendue  à  tous  les  couples  d'entiers  m,  n,  excepté  le 
couple  o,  o. 

M.  Kronecker  commence  par  montrer  que  cette  limite  a  une  valeur  finie, 
quelles  que  soient  les  quantités  positives  réelles  a^,  c^. 

Il  envisage  ensuite  le  cas  important  où  l'on  a 

a,  b,  c  étant  des  nombres  entiers,  a  el  c  positifs.  Posons  alors 

a  =  a^^A,        b  =z  b^  v'Â,        c  =  c^  ^/l, 
d'où 

A  =  4  ac  —  b-  >  I  ; 

prenons  \/^  positif  et  posons  ensuite 

b  -h  «VA  _  ^  +  ^v/-^ 


w,  = 


2  c  2  c 


Nous  obtiendrons  d'abord,  en  faisant  usage  des  résultats  obtenus  dans  la 
Communication  précédente  de  M.  Kronecker  sur  les  fonctions  elliptiques  {Sit- 
zungsbejnchte,  i883),  des  formules  de  transformation  pour  les  fonctions  A  et 
logA  qui  y  sont  définies.  Puis,  combinant  ces  formules  de  transformation  avec 
celle-ci 

lim  y  [2  7:((7„/«^  +  b^mn  -h  c„/?^  )]-•-?  =  i, 

m ,  n 

qui  résulte  de  ce  que  la  limite  (jui  définit  \.{a^,c^)   est    Unie,  el    iiitri)iluis.inl 
un  second  système  de  quantités 

a'.     />',     c' 

analogues  à  «,  b,  c  el  telles  que  l'on  ail 

/|  a'  c'  —  b''  =  A  =  /|  ac  —  b-, 
Bull,  des  Sciences  inathcm.,  'j"  série,  t.  Mil.  (Sepleinhic  iSSq.)          \\.\2 
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et,  eu  inômc  temps,  posant 


b'  -h  i\J ^ 

2C' 


<v„  = 


b'-^  ï^/a 


nous  obtenons  la  relation  remarquable 

[  lim  y  [- -^ -, —^ — ., — 1 

I   p  =  0  "^  L(rt/?/^  +  b/nn  -+-  en-  )"^?        (  a  m^  -\-  b  mn  +  en'  y  '  ?  J 

/        =  il  loo-  ^[-^  (">"^i  )Sr'(o,  (Vg)]^  ^ 
\  ^^          c'[Sr'(o,tvJ.^'(o,«^J]î 

où,  je  le  rappelle, 

IV  %  i 

S;'(o,  (v)  =  2Tte   *      j  I  (i  —  e^"'^'^'')\ 

(") 

De  cette  équation  nous  déduisons  immédiatement  que  le  second  membre  est 
un  invariant  des  classes  de  formes  quadratiques  représentées  par  («,  6,  c), 
{a',  b',  e');  le  premier  membre  est,  en  effet,  manifestement  un  tel  invariant. 

Mais  nous  déduisons  aussi  de  cette  même  équation  bien  d'autres  consé- 
quences remarquables.  Et  d'abord,  nous  en  déduisons,  dans  le  cas  où 


^  0  '       ^0  ^0 


C2 


sont  des  nombres  rationnels,  une  expression  curieuse  qui  représente  la  fonc- 
tion L(ag,  Cy)  définie  en  commençant. 

A  cet  effet,  considérons,  pour  A  invariable,  l'expression 

_1 

lo8c[Sr'(o,cvJ&'(o,«'J]    ', 

comme  une  fonction  de  (v^,  w.^  et  représentons  alors  cette  expression  par 

On  démontre,  à  l'aide  de  l'équation  (I),  que  la  différence 

■b^-^i     b„-h  V 


2C,. 


2C.. 


—  L(«„,  cj 


a  une  même  valeur  pour  toutes  les  formes  quadratiques  {a,  b,  e)  à  discrimi- 
nant —  A;  cette  différence  peut  donc  être  désignée  par 

M(AJ, 

si  —  Ag  est  le  dise riminant  fondamental  qui  correspond  au  discriminant  —  A. 
Mais  on  peut  calculer  directement  cette  fonction  M(A^)  en  remplaçant  dans 
l'équation  (I)  la  forme  {a\b',e')  successivement  par  les  formes 


(a",  6",  c"), 


(a(^),  6(^),c(^)), 


qui  représentent  chacune  une  des  K  classes  du  discriminant  fondamental  — A^, 
et   en    ajoutartt   les  équations    ainsi  obtenues;    après  diverses    transformations 


1 

I 
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importantes  où  il  est  fait  usage  de  la  définition  de  L{a^,  cj  et  d'une  équation 
que  l'on  obtient  en  discutant  le  nombre  des  solutions  (mod4A)  de  la  con- 
gruence 

.  B^^-\     (mod4A), 

il  vient 

\osh 


1{=K 


—  G  +  log  —=  + 


h 


A  ^  /-A  \  i_ 


//  =  i 


où  G  est  une  constante  d'Euler  et  où  (         'M  est  le  symbole  de  Legendre. 
On  a  ainsi  mis,  dans  le  cas  considéré,  la  fonction  L(a^,  cj  sous  la  forme 


où  le  second  membre  est  donné  parce  qui  précède. 

M.  Kronecker  établit  maintenant  une  suite  de  formules  remarquables,  parmi 
lesquelles  je  cite  d'abord  l'équation  fondamentale 


(II) 


ir^rj 


_    a 

n,b,c  ni,n 


^)]2 


F  («m-  -+-  bmn  -f-  en-). 


Dans  cette  équation  D,  et  D,  sont  deux  discriminants  fondamentaux  quel- 
conques, c'est-à-dire  deux  nombres  entiers  qui  sont  chacun  ou  bien  impair  et 
alors  congru  à  i  (mod4),ou  bien  le  quadruple  d'un  nombre  impair  et  alors 
congru  à  — 4  (modi6),  ou  bien  huit  fois  un  nombre  impair;  ce  nombre 
impair  n'ayant  dans  tous  les  cas  que  des,  facteurs  premiers  inégaux. 

De  plus,  D,  est  négatif  et  D^  est  positif;  D  =  D,  D^. 

Pour  D,  =  —  3,  on  doit  prendre  t=:6;  pour  D,  =  —  4'  ^"^  *''^'^  prendre 
T  =  4;  pour  D,  < — 4>  o"!  doit  prendre  t  =  2. 

La  première  somme  est  à  effectuer  par  rapport  à  A-,  =  i,  3,  5,  ...,  —  :>  D,  —  i 
et  A-j  =  I,  3,  5,  . . .,  2  D,  —  I. 

La  deuxième  somme  est  à  eftectuer  par  rapport  à  tous  les  entiers  positifs  /•, 
et  tous  les  entiers  positifs  r^. 

La  dernière  somme  est  à  effecluer  pour  tous  les  couples  d'entiers  positifs  cl 
négatifs  {m,n),  excepté  le  couple  (o,  o). 

Enfin,  pour  (a,  b,  c),  il  faut  prendre  successivement  des  formes  représenlant 
foules  les  classes  différentes  à  discriminant  D  poui-  les((iiolles  a  est  premiL-r 
relatif  à  D. 

Si  l'on  pose 

l-(/0-['-(->)''l7^ 
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les  deux  membres  de  l'cqualion  précédente  sont  convergents  lorsque  q  est  une 
quantité  réelle  ou  imaginaire  dont  la  valeur  absolue  est  plus  petite  que  l'unité. 
On  déduit  ainsi  de  l'équation  fondamentale  II,  comme  cas  particulier,  cette 
autre  équation  qui  est  tout  à  fait  remarquable 


k. 


-  {am'^ -h hmn -\- en-} 


OÙ  A",  =  I,  3,  5,  . . . ,  —  D,  —  i;  k.,  =  i,  3,  5,  . . .,  D^ —  i;  m  et  n  sont  tous  les 
couples  d'entiers  positifs  et  négatifs  pour  lesquels  ani^-h  bmn  +  cn^  est  impaire, 
et  Sr^,  2r,  sont  les  deux  fonctions 


S?,(-)=-    ^    i—q)"'-  cos2nzr., 


+  00 


27,(2)  1=^4      >     (— i)"^""-+"  sin( 2/1  +  1  )2t:. 

W=r —  00 

L'équation  III  est  remarquable  parce  que  la  somme  double  du  premier 
membre  est  une  série  de  Gauss  généralisée.  Posons  en  effet  D^=i  et  cette 
somme  double  se  réduit  à  une  série  de  Gauss  dans  laquelle  la  fonction  sinus 
est   remplacée    par   la    fonction   sinus  amplitude.  Dans   ce    cas    particulier  et 

lorsque  —  y  D,  est  un  nombre  premier  de  la  forme  4^  +  3,  la  formule  III  est 

identique  à  une  formule  que  Lejeune-Dirichlet  avait  communiquée  à  M.  Kro- 
necker  en  i858. 

Si  nous  divisons  les  deux  membres  de  l'équation  III  par  q  et  si  nous  inté- 
grons ensuite  par  rapport  à  q  depuis  q  —  o,  nous  obtenons  dans  le  second 
membre  une  série  dont  la  limite  pour  q  =  i  s'exprime  par  des  fonctions  cir- 
culaires et  s'exprime  aussi,  chose  étrange,  par  des  fonctions  elliptiques  à  mo- 


dules singuliers.  De  plus,  multipliée  par  ^ 
rithme  d'une  unité  de  la  forme 


D,  cette  limite  est  égale  au  loga- 


t  -\-  u  v/D^, 

de  sorte  que  finalement  l'intégrale  prise  entre  les  limites  o  et  i  de  la  série 
de  Gauss  généralisée,  s'exprime  par  le  logarithme  d'une  unité  de  la  forme 

t  -f-  u  v/D^. 
Je  cite  aussi  cette  formule  bien  intéressante 


Do  — 1 


n(,-cMf')<"vso. 


L-\ 


nbK- 


—  6  -f-  ïV^ 


2C 


n,h^  r 


b  -\-  i\/. 


IC 


''if 
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{comparez  Kroxecker,  Monatsberichte,  janvier  i863),  qui  donne  une  relation 
entre  des  nombres  provenant  de  la  théorie  des  fonctions  circulaires  et  des  nom- 
bres provenant  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Nous  retrouverons  la  suite  de  ces  profondes  recherches  de  M.  Kronecker 
dans  les  Sitzungsberichte  de  1886. 

Kronecker.  —  Sur  le  théorème  de  Gauch}'.  (78^-787). 

Cette  démonstration  semble  à  M.  Kronecker  préférable  au  point  de  vue  de 
l'enseignement  à  celle  qu'il  a  donnée  dans  les  Monatsberichte  de  juillet  1880. 

«  Théorème.  —  Supposons  que  la  fonction  f{x,y)  des  deux  variables  réelles 
X  e,t  y  ait  des  dérivées  premières  et  secondes  univoques  et  finies  dans  tout  un 
domaine  limité  par  une  courbe  donnée.  L'intégrale 

f  df{x,y). 

prise  le  long  de  cette  courbe,  est  alors  nulle  et  la  fonction /(a?,  y)  est,  par 
suite,  univoque  dans  le  domaine  considéré.  » 

Démonstration.  —  Gomme  dans  le  domaine  considéré  les  secondes  dérivées 
de/(a7,y)  sont  supposées  finies,  il  est  certain  que  si,  partant  de  l'intérieur  du 
domaine,  nous  nous  approchons  du  contour,  les  valeurs  des  dérivées  premières 

-^  et  ^  s'approchent  uniformément  des  valeurs  qu'elles  ont  sur  le  contour 
ox       oy 

lui-même.  On  peut  donc,  pour  la  démonstration,  substituer  au  contour  curvi- 
ligne un  polygone  inscrit  dans  ce  contour  et,  comme  tout  polygone  peut  être 
décomposé  en  triangles  reclanglcs  ayant  les  côtés  de  l'angle  droit  parallèles 
aux  axes  coordonnés,  il  suffit  de  démontrer  le  théorème  pour  un  contour  formé 
par  un  tel  triangle  rectangle  quelconque. 
A  cet  effet,  il  suffit  d'effectuer  l'intégrale  double 


//-^ 


d'-f{x,y) 
ôx  ôy 


dx  dy, 


d'une  part,  en  intégrant  d'abord  par  rapport  à  x,  d'autre   part,  en    intégrant 
d'abord  par  rapport  à  y,  et  d'identifier  ensuite  les  résultats  ainsi   obtenus. 

Si  {^,f\),  (^','n)i  (^'j'O')  sont  les  trois  sommets  du  triangle  rectangle  consi- 
déré, l'hypoténuse  peut  être  représentée  par 

y  z=  n    -t-  ^  (  T,  —  Tj    )    ) 

Intégrons  d'abord  par  rapport  ù  y  entre  les  limites  r,  et  t,'-f  ^(t,  —  t,')  où 
t  =  7. ^;  puis  par  rapport  ix  x  entre  les  limites  l  et  \'.  Nous  aurons  ainsi 

Intégrons  au  contraire  d'abord  par  lappnri  à  ,r  outre  lo>  limiter  ;'  r  f {\  —  \) 
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y  —  ''^i'       • 

cl  \'  où  t  =  — -,;  puis  par  rapport  à  y  entre  les  limites  t,  et  r\ .  Nous  au- 

7i  — TfJ 

rons  ainsi 


(// 


dx  dy 
(II) 


'^'J'^^'^yUxdy 


Jyj     L       ày       J,^.,   -^        J.^     L       ày       \,^i,+tC,-l') 
On  a  donc,  en  égalant  les  seconds  membres  des  équations  (I)  et  (II), 

équation  que  l'on  peut  écrire 

r  [df{x,y)\^^-r    f    [«?/(^,r)],r=.-+     r        [^/(^,r)L=v4-ta-E')  =  o- 
i/^  ^Y)  Jt  =  <i  y=A'+'(»j— ■»;') 

Mais  le  premier  membre  est  visiblement  égal  à  l'intégrale 

étendue  au  contour  représenté  par  les  trois  côtés  du  triangle  considéré,  et  le 
théorème  est  démontré. 


Corollaire.  —  L'intégrale 


Sd¥{x-^yi), 


i 


prise  le  long  d'un  contour  quelconque,  est  nulle   lorsque  la    première   et  la  i 

seconde  dérivée  de  Y{x  -\- yi)  sont  partout  finies  et  univoques  dans  l'intérieur 
du  contour.  En  eiïet,  la  partie  réelle  et  la  partie  purement  imaginaire  de  cette 
intégrale  sont  alors  nulles  séparément.  j  j 

I 

Weierstrass.  —  Sur  la  représentatîoQ  analytique   des  fonctions 
dites    arbitraires    d'une    variable    réelle.    (Second    Mémoire). 

(789-805).  j, 

I.  Le  second  des  trois  théorèmes  du  premier  Mémoire  peut  être  énoncé  de  [f 

la  manière  suivante  : 

Soient  a  et  0  deux  quantités  positives  dont  la  première  peut  être  choisie 
aussi  grande  et  la  seconde  aussi  petite  que  l'on  veut.  Une  fois  ces  quantités 
fixées,  il    est   toujours   possible  de  trouver  une  quantité  k  et  un  entier  n,  tels 

que  dans  l'intervalle  réel 

(— a,  ...,  -ha), 

dans  lequel  on  considère  la  variable  x^  la  valeur  absolue  de  la  différence 

n 

/(^)-^9v(/0P^'U^) 
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ne  soit  pas  plus  grande  que  ô.  Ici  les  P(')(x)  désignent  les  fonctions  spliéri- 
ques  et  l'on  a 

^  —  œ 
OÙ 

/^(iO=  ^-^^^^    f  f{x'+u)Vi''){x')dx'. 

La  fonction  rationnelle  entière  approchée  de  la  fonction  arbitraire  considérée 
est  ici  mise  sous  la  forme 

n 

v  =  o 

elle  est  ordonnée  suivant  les  fonctions  sphériques  P('')(a7),  ce  qui  a  certains 
avantages  sur  la  forme  donnée  pour  cette  fonction  approchée  dans  le  premier 
Mémoire,  entre  autres  celui  de  lever  la  difficulté  dont  il  a  été  question  à 
propos  de  la  certitude  que  l'on  désire  avoir  de  pouvoir  former,  pour  tout  ô 
même  quand  5  diminue  indéfiniment,  une  fonction  rationnelle  entière  appro- 
chée dont  on  puisse  faire  usage  dans  la  pratique.  En  efl'et,  les  coefficients 
cp./A^)  des  fonctions  sphériques  se  présentent  sous  une  forme  qui  permet  de 
reconnaître  qu'ils  sont  des  fonctions  continues  du  paramètre  A",  et  qu'à  chacun 
d'eux  correspond  une  limite  qu'il  ne  dépasse  pas  en  valeur  absolue,  quel  que 
soit  k^  tandis  que 

lim  9.,(  A-)  =  o 

pour  chaque  valeur  déterminée  de  k. 

M.  Weierstrass  observe  ensuite  que,  tant  qu'il  ne  s'agit  que  de  ce  second 
théorème,  on  peut  laisser  de  côté  la  condition  de  l'existence  d'une  limite  supé- 
rieure finie  pour  la  fonction  f{x)  et  que  l'on  peut  donc  appliquer  ce  théorème 
aux  fonctions  univoques/(a:)  dont  on  sait  seulement  qu'elles  ont  une  valeur 
finie  pour  toute  valeur  ree//e  y?/iie  de  la  variable  x,  et  qu'elles  varient  d'une 
façon  continue  lorsque  la  variable  réelle  x  varie  d'une  façon  continue. 

Il  reste  à  étendre,  en  le  modifiant,  ce  théorème  aux  fonctions  univoques/(.r) 
qui  ne  sont  pas  partout  continues.  Ce  sera  l'objet  d'un  troisième  Mémoire. 

IL  Considérons  maintenant  le  cas  particulier  où  la  fonction  arbitraire  a  une 
période  2  c,  de  sorte  que 

f{X-^  2C)  =f{x). 

On  peut  alors  mettre  la  fonction 

qui  correspond  à /(a;),  sous  la  forme  d'une  série  de  Fouricr  dont  les  coeffi- 
cients sont  des  fonctions  continues  du  paramètre  k,  savoir 

h  {x,  k  )  =  \  +  -i  ^  ^  (  ~r~  j  \  ^"  *^'*^  V  *^  "^  ^"  "^"^  ~V  V' 
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ou 


cl  l'on  a  toujours 


I      /"* 

cp  ( t; )  — .  -    /       '\/{u)  ces ( vu )  du, 

A„  =  —    /      f{x)  cos  —  X  dx 
A«  =  ^  y     f{x')?,\n'-^x'  dx', 


f{x)  =  lim  ¥{x,k). 


Ici  une  question  se  pose.  Ne  peut-on  pas  toujours  passer  à  la  limite  en  posant 
A  =  o  dans  chacun  des  termes  de  l'expression  que  nous  venons  d'écrire  pour 
F{x,k)  et  obtenir  ainsi /(^)?  Non,  on  ne  le  peut  pas.  Car,  en  posant  k  =  o 
dans  chacun  des  termes  de  F  (a?,  A),  cette  fonction  se  réduit  à 


A„  cos  —  X  -^-  A,j  sin  —  x    ; 
c  c        ' 


or  c'est  là  le  développement  connu  de  la  fonction /(a?)  parla  série  de  Fourier, 
et  M.  Paul  du  Bois-Reymond  a  donné  un  exemple  d'une  fonction  f{x)  qui, 
quoique  vérifiant  les  hypothèses  faites  ici  pour  /{x),  ne  peut,  pour  une  infi- 
nité de  valeurs  de  la  variable  x,  être  représentée  par  la  série  connue  de  Fou- 
rier. Il  y  a  donc  des  cas  où  il  faut  d'abord  former  F(^,  A)  et  puis  passer  à  la 
limite  en  faisant  diminuer  A"  indéfiniment. 

Considérant  toujours  les  mêmes  fondions  périodiques  réelles /(.r),  M.  Weier- 
strass  cherche  ce  que  deviennent  le  deuxième  et  le  troisième  théorème  de  son 
premier  Mémoire  pour  ces  fonctions /(a;).  Il  obtient  ainsi  les  deux  théorèmes 
suivants  : 

Quelque  petite  que  soit  choisie  la  quantité  ô,  on  peut  trouver,  d'une  infinité 
de  manières,  une  série  de  Fourier  formée  d'un  nombre  y?«ï  de  termes 


vkr.' 


V=:l 


■Va.  cos  ^ 

J\  C 


x-\-A\ 


V  sin 


X 


telle  que  la  valeur  absolue  de  la  différence  entre  la  fonction  périodique  f{x)  et 
cette  série  de  Fourier  ne  dépasse  6  pour  aucune  valeur  réelle  de  x. 

On  peut  mettre  la  fonction  périodique  considérée /(^r)  sous  la  forme  d'une 
série  dont  chacun  des  termes  est  une  série  de  Fourier,  à  même  période  ic  que 
f(x),  formée  d'un  nombre  fini  de  termes.  Cette  série,  qui  représente  f{x),  est 
absolument  convergente  pour  toute  valeur  de  x  et  elle  est  uniformément  con- 
vergente dans  tout  intervalle  fini  dans  lequel  on  considère  la  variable  x. 

Donnons  un  exemple.  Prenons  pour  4'(^)  'a  fonction 


il  vient  alors 


puis 


i.\    —    .1 - 


<f{v)  =  e 


^^  ^^. 
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donc,  en  désignant  par  S",  (x,  </)  la  foncUon  de  Jacobi 

STj  {x,  q)  =1+2^  cos  2X  -^  2q'  cos/i  j;  +  27'  cos6jc  H-. . ., 
on  obtient 

Fourier  avait  obtenu  exactennent  la  nnêrne  intégrale,  en  cherchant  à  déterminer 
une  fonction  cp  de  deux  variables  réelles  x  qI  t  qui  : 

1°  Véiifie  l'équation  différentielle 

dt  ~^dx^' 

où  \i.  est  une  constante  posilive; 

2°  Soit  périodique  et  admette  une  quantité  donnée  2c  comme  période; 

3"  Soit,  pour  t  =  o,  dans  l'intervalle  —  c^x^c,  égale  à  une  fonction  arbi- 
traire donnée  F(^),  où  F(^)  est  supposée  continue  et  F( — c)  =  F(c).  {Com- 
parez Fourier,  Théorie  analytique  de  la  chaleur,  Chap.  X.  ) 

Il    obtient,  pour  cette  fonction  cp,  une  expression   qui  coïncide  avec  celle  de 

F(a7,  k)  écrite  plus  haut,  si  nous  y  posons  k  —  2  ^jxiet  si  nous  supposons  que 
la  fonction  arbitraire  f{x)  coïncide  avec  la  fonction  arbitraire  V{x)  dans 
l'intervalle  considéré. 

Pour  montrer  que,  pour  ^  =  0,  9  coïncide  avec  V(x)  dans  l'intervalle  considéré, 
Fourier  pose  t  —  o  dans  chacun  des  termes  de  l'expression  obtenue,  qui  devient 
ainsi 

^  2!  ^/^i^(^')cos(v^::^^)./x'; 

V=:— M  ^ 

or,  dans  l'intervalle  considéré,  la  fonction  F(x)  est^représentée  par  cette  der- 
nière expression.  Il  est  intéressant  d'observer  que,  quelque  peu  rigoureuse  que 
soit  la  marche  précédente  suivie  par  F'ourier,  l'expression  qu'il  ol)tient  pour  9 
est  exacte  dans  tous  les  cas.  Cela  résulte  du  théorème  démontré  par  M.  >\'eier- 
strass  dans  le  Mémoire  actuel.  En  effet,  comme  nous  venons  de  le  voir, 

çp  =  F  (a?,  2  v'i-^^)  ; 

on  voit  donc,  sans  faire  usage  du  théorème  de  Fourier,  que 

lim  9  =/(x); 
/  =  o 

or  f{x)  est  supposée  coïncider  avec  F(a7)  dans  rinlt-rvalU'  CDiisidéré.  I)o  plus, 
chacun  des  termes  de  la   série  (|ui    représente  o    vt'rilianl    ro(|uahi»n   aii\   dt-i'i- 

vées  partielles 

ào  ()^  o 

— '     rr:   IJL , 

Ôt  '     ÔX' 

il  en  est  de  mèm(*  de  'o;  en  elfet,  la  série  (pii  icpréstMiti^  o  esl  une  foiutiou 
analytique  univo(iue  de  x  et  t,  si  l'on  soumet  la  variable  t  à  la  condition  que 
sa  partir  réelle  soit  positive,  et  cette  série  est  unifoiniémenl  C(»nvergenlc  dans 

//;///.  (les  Sciences  mal Iw'm .,  2''  série,  l.   Mil.  (Octobre  iSS(),)  R.k> 
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tout  domaine  fini  des  variables  x  et  t.  Enfin  la  valeur  de  la  série  ne  change 
pas  si  nous  y  remplaçons  x  par  ^7+  2C. 

Ainsi,  voici  un  problème  de  Physique  mathématique  où  l'on  cherche  à  dé- 
terminer une  fonction  de  deux  variables  qui,  d'après  la  nature  de  la  question 
traitée,  ne  peuvent  avoir  que  des  valeurs  réelles,  de  manière  que,  si  l'on  donne 
à  l'une  des  variables  une  valeur  réelle  déterminée,  cette  fonction  de  deux 
variables  soit  identique  à  une  fonction  arbitrairement  donnée  de  Vautre  va- 
riable. Et  l'on  obtient  une  fonction  analytique  et,  par  suite,  une  expression 
conservant  un  sens  pour  des  valeurs  imaginaires  des  variables.  Ce  fait  est 
extrêmement  remarquable. 

III.  D'après  le  théorème  de  Fourier,  on  peut  écrire 


ou 


,f{x)  =  lim  ~}^    i    f{x')  y,( 

n 

XA^,  «)  =  ^   cos 


X  —  X 


Tz,  n  )  dx' , 


vx. 


Cette  équation  n'est  pas  exacte  pour  toutes  les  fonctions  dites  arbitraires 

Dans  une  recherche  qui  termine  ce  second  Mémoire,  M.  Weierstrass  montre 
comment,  à  l'aide  des  considérations  générales  qui  précèdent,  on  peut  substi- 
tuer à  ce  théorème  de  Fourier  un  autre  théorème  d'après  lequel  on  peut  écrire 
l'équation  suivante,  qui  est  exacte  pour  toutes  les  fonctions  dites  arbitraires 

/(^)=Um^^|    f{x')x(^^-^'!z,/ijdx', 


où 


{x,n)=    \     (/?,  v)  cosva:. 


Dans  cette  expression,   on  a   désigné,  pour  abréger,  par  {n,  v)  pour  v  =  o, 
V  =  ±  I ,  =t  2,  . . . ,  ±:  /?,  la  quantité  positive 


où  m  est  une  quantité  positive  plus  grande  que  l'unité  ou  égale  à  l'unilé. 
Comme,  pour  tout  entier  v,  on  a 

1  i  m  (  /? ,  V  )  =:  I , 


on  peut  prendre  n  assez  grand  pour  que  les  (v  +  i)  premiers  termes  de  la  fonc- 
tion y{x,n)  soient  aussi  peu  distincts  que  l'on  veut  des  (v  +  i)  premiers 
termes  correspondants  de  la  fonction  x,(.r,  /?  ). 

Kroneckei-.  —  Sur  les  conséquences  que  l'on   peut   tirer  d'une 
formule  générale  d'intégration  par  parties.  (841-862). 
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Il  s'agit  de  la  formule  générale  d'intégration  par  parties 


dx 


f  f'^"Hx)g{-x)dx--    f  f{x)g("H-x) 

n 

// = 1  •*'" 

où  f{x)  et  ff(x)  sont   des    fonctions    univoques  de  la  variable  réelle  x  et  où 

f^'^Hx),  g'^^^  {x)  sont  les  dérivées  /{■"""'=«  de  ces  fonctions. 

1.  En  remplaçant  x  par  z  et  posant 

f{z)dz, 

la  formule  générale  d'intégration  par  parties  devient 

n 

¥{x)  =  F(.rJ  +  ^  ^^~J^"^''fW(^j  +  1^    r'  {x-zy  Pi'^^-Hz)dz, 

ce  qui  n'est  autre  que  la  série  de  Taylor. 

2.  Les  {n  —  i)  premières  dérivées  dey(j;)  étant  supposées  continues,  si   l'on 

pose 

g{x)=^e"-, 

la  formule  générale  devient 

/    /^"^  ( '^ )  e~"''  dx  —  a"   I     f{x) e-"  dx 

n 

=  y  i/"-''  [/(''- 'J  {x)e-"'-  —  /(''-')  {xJe-"-'\^]. 
h  =  ] 

3.  Les  {n  —  i)  premières  dérivées  de/(.37)  étant  toujours  supposées  continues, 
si  l'on  pose 

g{x)  =  \{x  +  x;){x  +  x^)Y 

et  si  l'on  prend  x^  comme  limite  supérieure  d'intégration,  il  vient 


f  ' f^"){x)[{x-x,){x-x^)rdx=    f  \f{x)  — 


[{x~-x^){x-x,)Y  ^^ 
dx"^ 


ce  qui  montre  que,  si  f{x)  désigne  une  fonclioii  enlièrc  de  (/cgrc  (n  —  i), 
r  intégrale 


s'annule.  Comparez  Jacohi  :  Ueber  Gauss'  neue  .\fitliode.  die  U'crte  der  Inte- 
grale  nfiherungsweise  zu  Jinden. 
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1.   l'riMioiis  pour  les  liiniLcs  crinlcgralion 

poui-  g'{oc),  la  fonction 

g{x)  —  C0S2k{x  -{- y)'K, 


où  A"  est  un  entier  quelconque  et  jk  une  variable;  poury(^),  une  fonction  quel- 
conque continue  ainsi  que  ses  {/i  —  1)  premières  dérivées,  de  ;r  =  o  à  a;  =  i  et 
ayant  même  valeur  aux  deux  limites,  x  =  o  el  x  =  1.  On  voit  alors  que,  si  l'on 
fait  sur  la  n'^""*  dérivée  l'unique  hypothèse  qu'elle  puisse  être  représentée  par 
une  série  de  Fourier,  on  obtient  fW  (^x)  en  différentiant  n  fois,  terme  par 
terme,  le  développement  de  f{x)  en  série  de  Fourier.  [Comparez  P.  Du 
Bois-Reymond,  Ueber  die  Intégration  der  trigonometrischen  Reihen,  Math. 
Annalen,  t.  XXII].  On  fait  souvent  usage  de  ce  résultat. 

5.  Soit/(a7)  une  fonction  finie  et  continue,  ainsi  que  ses  {n  —  i)  premières 
dérivées,  dans  l'intervalle  de  x^  à  x^;  et  soit  g{a:)  une  fonction  dont  la  dérivée 
d'ordre  {n  —  i)  est  discontinue,  mais  finie  aux  points 


«-C    •^~   iX* .  «        «X/ ,, 


^. 


oïl  i27g<  ^j <...•<  a; ^_j-<  a;^;  et  dont    la  dérivée  d'ordre    n   existe    et  est  finie 
dans  les  intervalles  où  la  {n  —  ly^me  dérivée  est  continue. 

Appliquons,  dans  cette  hypothèse,  la  formule  générale.  [1  viendra 

-/(•2^o)r-'(--27o) 

7—1 

+  y /(^t)lim  [^•("-0(e^_^J  _^»-.(_£^_^,)]-f-/(x,)^("-')(_:cj 
=    f  ' f"{x)g{-x)dx-   f  'f{x)g(-){-x)dx 

n  n 


h  =2 


h=1 


Définissons  donc  r  fonctions  continues  cp  admettant  des  dérivées  par  la  con- 
dition 

^•("-D {x)=^  cp^. {x)     pour  ^j._, <x<  x^ 

(A-==i,  2,  ...,  r), 
et  prenons  g'^'-^'^^{x)  =    I     g^''^x)  dx;  nous  aurons  alors  la  formule  générale 

r 

0 

n 

=    r' /{■v)'i'{x)dx-\-   f  '^f'Hx)g{-x)dx-^P"^{x;)gi"-^'){-x,), 


A— 0 


//  =  2 


OÙ  9o(^ci)  —  o,  9,.+,  (.27,.)  —  0,  et  où,  pour  x^_^<  x  <  x^, 
9'(.r)  =  ii,{x),        {/^--^i,  ■^.,  ...,  /•)• 
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G.  Kn  parLiculicr,  pour  -fjx)  =  x  —  x',^_^,  •^k-i=^'k-i  ^^/.'  (''''  =  ''  -'  •  •  •>  '")> 
on  oblienl  une  valeur  approcliée  de  l'intégrale 


£ 


f{x)  dx, 
savoir 

et  la  cliiïérence  entre  la  valeur  approchée  et  la  valeur  de  l'intégrale  est 

n 

-^  fO')  {X,.)  s<"-'"  ^)  {-  X,.)  +  f   '/i"Hx)g{-x)dx, 
h  ^  1  "  •'■" 

où  l'on   peut  trouver  les  fonctions  g'"''^^{x),  g^"~^^x)^  ...,  par   des  intégra- 
tions successives, 

7  à  11.  jM.  Kronecker  établit  maintenant  une  formule  générale  de  sommation 
qu'il  désigne  par  (S'),  page  S'ig,  et  de  laciuelle  il  déduit,  comme  cas  particulier, 
la  formule  de  Poisson  {Mémoires  de  l'Institut,  t.  VI;  1827) 

:^/(o)H-/(i)+/('i)+...  +  /(r-i)+^/(r) 

r     r,     ^/      ,  V^  2  cos2/v~.r    , 
'^  A-=l  '  " 

où  /  et  ses  {9.  ni  —  r)  j)remiéres  dérivées  sont  supposées  continues  et  où  /•  esl 
un  nombre  entier. 

Il  est  bon  d'observer  que  la  formule  établie  par  Jacobi  {Journal  de  Crellc, 
t.  12)  et  qu'il  nomme  formula  memorabilis,  quoique  obtenue  par  une  mé- 
thode diiïérente  et  se  présentant  sous  une  forme  diflerentc,  est  au  fond  iden- 
tique à  celle  de  Poisson. 

Il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de  remarquer  (pr'  les  fonctions  entières  donl 
les  coefficients  contiennent  les  nombres  de  liernoulli,  inlroduites  |)ar  Jacobi, 
représentent  chacune,  pour  //i  =;  i,  2,  3,  . . .,  la  série 

00 

VI    2   COS2  Ax-r     , 

7    —, — ; dx,        o  <  a;  <  I , 

dans  un  certain  intervalle  diMerminé.  Cela  résnlle  immédialenienl  de  l'équanon 

V 


;    lim       > 

2  ir  t  V  — oc    .^^     A"  —  *v 


/>•  -r  —  V 


\Comparez  Khoneckkr  :  Sur  les  fonctions  c/lijftif/ues  {Sitzu/igsl)(/-iclite, 
ï883  |.  Kt  cette  dernière  équation,  qui  a  lieu  pour  x  réel  et  o,  et  \v  réel  ou 
imaginaire  quelconque,  peut    être  ('lablic   de   dinVrcnlcs   ni.inirrc?  :  '>i>il  à  l'aide 
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(les  formules  (i3)  et  {i.'\)  du  IMcriioirc  cité  de  Poisson,  soiL  à  l'aide  du  dévelop- 
pement de 

cosatvx-;!  +  i  sina  wxtz, 

suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des  multiples  de  2xtz,  soit  encore  en  représen- 
tant la  (v'^"«  puissance  d'une  variable  imaginaire  Ç  à  l'aide  de  l'intégrale  de 
Cauchy. 

On  a  pris  généralement  l'habitude,  depuis  Jacobi,  de  substituer  à  la  forme 
donnée  par  Poisson,  celle  où  la  série  des  cosinus  est  remplacée  par  les  fonctions 
entières.  M.  Kronecker  fait  observer  que,  loin  de  gagner,  la  formule  ainsi  mo- 
difiée perd  plutôt  de  son  élégance  {Comparez  Malmsten,  Journal  de  Crelle, 
t.  35,  et  Acta  matheniatica,  t.  5)  et  qu'en  outre  elle  s'éloigne  davantage  de  la 
formule  générale  (S')  mentionnée  plus  haut.  Il  conviendrait  donc  de  revenir  à 
la  forme  donnée  par  Poisson. 

Enfin,  M.  Kronecker  fait  voir  que  cette  formule  générale  (S'),  qu'il  a  établie, 
n'est  pas  seulement  une  généralisation  banale  de  la  formule  de  Poisson,  mais 
qu'elle  est  plus  avantageuse  à  certains  égards  que  cette  dernière. 

n  et  13.  M.  Kronecker  établit  aussi  une  formule  qui  comprend  comme  cas 
particulier  le  théorème  des  valeurs  moyennes  de  M.  P.  du  Bois-Reymond 
[Crelle,  t.  G9).  Il  semble  que  le  rôle  de  ce  théorème  soit  mis  davantage  en 
évidence  par  la  formule  plus  générale  de  M.  Kronecker. 

En  l'appliquant  à  l'iutégrale-reste 

^/^••y,{x)g{-x)cix 

de  la  formule  générale  mentionnée  (S'),  on  tire  de  cette  dernière  le  résultat 
important  que  voici  : 

La  partie  du  second  membre  de  (S')  que  l'on  obtient  en  efi^açant  l'intégrale, 
reste  représente  la  somme  du  premier  membre  avec  une  approximation  d'autant 
plus  grande  que  n  croît  davantage,  pourvu  que  d'une  part  la  valeur  de  la 
fonction  g  reste  comprise  entre  deux  limites  déterminées  et  que  d'autre  parties 
fonctions  /,  dont  chacune  est  la  dérivée  de  la  précédente,  tendent  de  plus  en 
plus  vers  une  constante,  au  moins  dans  l'intervalle  auquel  se  rapporte  la  som- 
mation à  effectuer. 

Si,  en  outre,  les  fonctions  g{ — x),  dont  chacune  est  l'intégrale  de  la  précé- 
dente, diminuent  toujours  de  valeur,  l'exactitude  de  l'approximation  précé- 
dente augmente  également. 

La  diminution  de  la  valeur  de  l'intégralc-reste  lorsque  n  augmente  a  aussi 
lieu  lorsque  les  dérivées /(")  (^)  diminuent  elles-mêmes  de  valeur,  pourvu  que 
la  variabilité  des  fonctions  ^•( — x)  n'augmente  pas  en  même  temps. 

M.  Kronecker  généralise  ensuite  un  des  résultats  intéressants  obtenus  par 
M.  Malmsten  dans  son  Mémoire  cité  à  linstant,  sur  un  certain  nombre  de 
maxima  et  de  minima  concernant  les  séries 


T. 


{2kri)-'' 


COSTA -Xk,      (A 
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Enfin  il  établit  une  dernière  formule 

jn  ^ 

=  r"/(-r)^'"'"~"^^rf^+y[/(^--.)(o)-/c'-)(,-)]y^^^ 

«  =  1  A  =  .V 

k  =  s 

où  5  est  un  entier  positif  quelconque.  Elle  est  bien  remarquable,  car  elle  relie 
la  formule  de  sommation  de  Poisson  à  la  formule,  si  intéressante  par  ses  appli- 
cations, donnée  par  Lejeune-Dirichlet  {Crelle,  t.  |17)  dans  son  Mémoire  sur 
l'usage  des  intégrales  définies  dans  la  sommation  des  séries  finies  ou  infinies. 
On  obtient  en  efi'et  la  première  en  posant  5  =  i,  et  la  seconde  en  passant  à  la 
limite  5  =  oo  . 

Kirchhoff.  —  Sur  l'état  d'équilibre  électrique  de  deux  sphères 
conductrices.  (loo^-ioiS). 

Kronecker.   —   Sur  la  fonction   arithmétique  R  [suite).   (io45- 
1049). 

Il  s'agit  toujours  des  deux  démonstrations  (la  troisième  et  la  cinquième)  de 
Gauss,  basées  sur  le  même  lemme  qui  porte  son  nom,  du  théorème  de  réci- 
procité des  restes  quadratiques. 

Nous  avons  vu  que  la  démonstration  revient  à  montrer  que,  m  et  /?  étant 
deux  entiers  quelconques  premiers  relatifs,  le  nombre  de  valeurs  négatives  de 


-K^'>  ^^"«(^) 


n'est  impair  que  pour  /n  =  /i  = —  i  (  mod  4  )  )  dans  tout  autre  cas  il  est  pair.  Ici, 
comme  dans  les  relations  qui  suivent, 

,                        m  —  I            ,                        n  —  I 
/t  =  i,2,..., — - — ;  A- =  I,  2,  . ..,  — ; 


Cette  condition  est  identique,  et  à  l'égalité 

,        K  /  I  \  (  /W  —  I  )  (  M  —  1  ) 

hn\  w  W  .,/ f^'» 


(A)  (/'•) 

(pii  contient  au  fond   la  troisième  (b'nnoiishalion  de  (iauss,  cl    à    la  congruenco 

(/')  (A-) 

qui  roiilicnl    au  lond  la  ciiiffiiième  d<''moiislial  ion  de  (lauss. 

M.  Kronc(  kcr  observe  niaiulen.iiit  que  l'en  |hmiI  iin-llrc  (  cite  dcinicic  lolation 
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sous  la  forme 

(.)        -L.,ossg„IX"('^)ll"(^)=  ;('»-.)(«-.)        (mod,). 

(h)  (/.•) 

Si,  après  l'avoir  mise  sous  cette  forme,  on  la  compare  à  la  relation  (i),  on 
voit  bien  qu'elle  n'est  que  la  transformée  logarithmique  de  (i). 

Voilà  la  source  du  fait  observé  dans  le  premier  article  sur  la  fonction  H,  que 
la  cinquième  démonstration  de  Gauss  est  plus  simple  en  réalité  que  la  troi- 
sième. Au  lieu  d'un  produit,  nous  avons  à  considérer  le  logarithme  de  ce  pro- 
duit, c'est-à-dire  une   somme,  d'où  simplification. 

M.  Genocchi  a  donné  en  i852  une  démonstration  du  théorème  de  réciprocité 
dont  il  a  été  reparlé  dans  ces  dernières  années  {Comptes  rendus,  t.  \C,  p.  3oo, 
et  t.  CI,  p.  425).  En  analysant  la  démonstration  de  M.  Genocchi,  M.  Kronecker 
observe  qu'elle  aussi  peut  être  caractérisée  comme  une  transformation  logarith- 
mique de  la  troisième  démonstration  de  Gauss.  La  base  de  la  démonstration  de 
M.  Genocchi  peut  d'ailleurs  aussi  être  mise  sous  la  forme  d'une  congruence 
qui  résulte  immédiatement  des  développements  donnés  par  Eisenstein  {Crelle, 
t.  29,  p.  178).  Mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  M.  Genochi  a  trouvé  la  base  de 
sa  démonstration  par  une  voie  purement  arithmétique,  sans  pouvoir  la  tirer  des 
recherches  d'Eisenstein,  qu'il  ne  connaissait  pas  en  rédigeant  son  Mémoire. 

Weierstrass.  —  A  propos  du  Mémoire  de  M.  Llndemann  sur  le 

nombre  tt.  (1067-1085). 

M.  Lindemann  a  démontré  {Sitzungsberichte,  1882,  et  Mathematische  An- 
nalen,  t.  20)  l'impossibilité  de  la  construction,  à  l'aide  de  courbes  et  de  sur- 
faces algébriques,  d'un  carré  de  même  aire  qu'un  cercle  donné,  en  démontrant 
que  7c  n'était  pas  un  nombre  algébrique. 

Ce  théorème  est  intéressant,  car  il  nous  donne  un  second  exemple  d'une 
quantité  numérique  que  l'on  ne  peut  se  dispenser  d'introduire  en  Mathématiques 
et  qui  n'est  pas  algébrique.  On  sait  que  M.  Ilermile  en  avait  donné  un  premier 
exemple  en  démontrant  le  même  théorème  pour  l'exponentielle  e.  Les  quantités 
numériques,  non  algébriques,  construites  a  priori,  sont  manifestement  d'un 
intérêt  moindre. 

M.  Weierstrass  présente  la  démonstration  de  M.  Lindemann  sous  une  forme 
aussi  élémentaire  que  possible.  Il  ne  suppose  pas,  comme  M.  Lindemann,  que 
l'on  connaisse  le  célèbre  Mémoire  de  M.  Hermite  sur  la  fonction  exponentielle; 
il  n'emprunte  à  ce  Mémoire,  en  les  démontrant  d'ailleurs  à  nouveau,  que  ceux 
des  résultats  dont  il  a  besoin  pour  l'objet  qu'il  a  en  vue. 

Voici  le  théorème  emprunté  aux  recherches  de  M.  Hermite  et  qui  sert  de 
lemme  à  la  démonstration   de  M.  Weierstrass  : 

«  Soit/(^)  une  fonction  entière  de  la  variable  z  de  degré  (n-f-i),  à  coeffi- 
cients entiers  donnés  et  tels  que   les  {n-\-i)  racines  de  l'équation /(z)  =:  0, 


soient  toutes  différentes.  Soit  5  une  quantité  positive  choisie  arbitrairement, 
d'ailleurs  aussi  petite  que  l'on  veut.  On  peut  alors  déterminer  d'une  infinité  de 
manières  un  système  de  (/i  +  i)  fonctions  entières  de  z,  à  coefficients  e/î^/e/'*» 


\ 


I 
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dont  les  degrés  ne  dépassent  pas  ii,  et  telles  que,  d'une  part,  la  valeur  absolue 
de  chacune  des  difTérences, 

^v(-o)e'"'-— g'v(^/.)e'»        ()v,v  =  o,  I,  ...,  n), 
soit  plus  petite  que  ô,  et  que,  d'autre  part,  la  valeur  du  déterminant 

l^v(^).)l  ()v,   V  =  0,   I,    ...,    /O 

ne  soit  pas  nulle. 

Voici  maintenant  la  démonstration  de  M.  ^Yeierstrass  de  la  transcendance 
de  TT  : 

Comme  la  fonction  e^  n'est  égale  à  (  —  i)  que  pour  x  =  (2  A  + 1)'7^^,  où  A'  est 
un  entier,  il  suffit  de  démontrer  que  la  fonction  (e*+i)  ne  peut  s'annuler 
lorsqu'on  y  remplace  x  par  un  nombre  al gébrique  quelconque  x^  défini  comme 
racine  d'une  é(iuation 

X''-{-  c,  x'"~'+. . .+  c^=  o, 

dont  les  coefficients  c,,  ..,,   c,.  sont  des  nombres  rationnels.  Si  x^,  x^^  ...,  x^. 

sont  les  racines  conjuguées  de  x^,  il  faut  donc  et    il    suffit  que   l'on  démontre 

l'inégalité 

/■ 

TT(e'A+i)'^o. 

>.=  ! 

A  cet  effet,  désignons  par  ^,,  ...,  E,.,  /•  variables  indépendantes.  On  a  mani- 
festement 

/• 

JJ(C^A-|-l)=         V        es;, +...+  .,;,  (-^^   .,.^.^^0,   l). 

X  =  l  (£,,...,er) 

En  posant  2'=/?  et  en  désignant  par  u,,    ...,  l       les  p  fonctions 

£j,-t-...-hS,t  (s»  ...,£,  =  0,  l), 

prises  dans  un  ordre  quelconque,  on  a  donc 

/•  p-i 

Y[  (e')^  +  0  =^^''<'- 

Si  pour  l^=  X,,  .  ..,l,.=  X,.,  on  a  pour  Z^,  . . .,  t^,_,  les  valeurs 

il  vient  donc 

]~]  (e'-).  +  i)=^e>. 

A  =  1  [J-  =  0 

Supposons  qu'il  y  ait  («-I-1)  quantités  di'l/'crcntes  :;„,  ...,  c^,_,:  nous  pouvons 
toujours  prendre  les/?  fonctions  Co»  •••>  ^,,-^  tl«'"s  ^'"  o^'^^^i'^  ^<^'  n"C  «„,  -,,  ..., 
-S,,  soient  diiïércnts  et  que  ^g=  o. 

Ceci  posé,   on  forme  sans   difficMillé  un(^  fonction /(::  )  d'une   indélrrniinér  z 

de  degré  n  -h  1 ,  à  co»  lÏMienls  iiilirrs,  (jui  s'aumili'   pour  c  =  c„,  J, c„. 
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A  l'aide  de  celle  foiiclion  /{z),  on  forme  cnsiiile,  pour  loiil  S  donné,  en  ap- 
pliquant le  Icmnie  de  M.  Hcrmite,  (/î  +  i)  l'onctions  §(^)  enlières,  à  coeffi- 
cients entiers,  de  degrés  ^/<,  telles  que,  si  l'on  pose 


on  ait 


gAo)e'''-—  g,{z^)  =£^^,0         (X,  V  =  0,  I,  ...,n), 
Choisissons  ô  assez  pelil  i)our  que  l'on  ail 

nous  tirons  alors  des  inégalités  précédentes  ces  autres  inégalités 


(v  =  o,  I,  ...,  n), 


/j  —  1  P  ~^ 

où  I  £,^  I  <  I,  Mais,  pour  v  =  o,  i,  . . .,  n, 

p-i 

[X  =  0 

est  un  nombre  entier,  comme  on  le  voit  en  appliquant  le  théorème  des  fonc 
lions  symétriques  à  l'expression 

p-i 

|J!,=:0 

Ces  {n  -f-i)  entiers  ne  sont  pas  tous  nuls.  En  eiïet,  comme 

p—  1  n 

où  Ng,  N,,  .,.,  N,j  sont  des  entiers  positifs,  si  les  (/i+i)  entiers  envisagés 
étaient  tous  nuls,  le  déterminant 

\gA-'i)  i        Ck,  y  =  0,1,  ...,  n), 

serait  nul,  contrairement  au  lemme  de  M.  Hermile. 
On  peut  donc  fixer  au  moins  un  entier  v,  tel  que 

P~i 

[1  =  0 

soit  un  nombre  entier  difiérent  de  zéro,  et  par  suite  tel  que  l'expression 

p-i 

^^0  gJ.^^.)  +  ^.=  ^ogA'')Y\ie''''--i-^) 


v.  =  o 
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ne  soit  pas  nulle.  Mais  alors  chacun  des  facteurs 

en.  +  i 

du  produit  que  nous  venons  d'écrire  est  nécessairement  différent  de  zéro,  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

M.  Weierstrass  fait  suivre  cette  démonstration  de  considérations  générales 
concernant  la  fonction  exponentielle. 

Si  a;,,  ...,  x^.  ont  la  même  signification  ({ue  tout  à  l'heure,  et  si  N,,  ...,  N^ 
sont  des  nombres  entiers  quelconques  donnés  dont  l'un  au  moins  est  différent 
de  zéro,  la  quantité 

a  toujours  une  valeur  différente  de  zéro. 

Le  théorème  de  M.  Hermite,  que  l'exponentielle  n'est  pas  un  nombre  algé- 
brique, se  déduit  immédiatement  de  ce  théorème  en  prenant  pour  x^,  ...,x^,  r 
entiers  quelconques  inégaux. 

M.  Weierstrass  démontre  aussi  le  théorème  général  que  IM.  Lindcmann  avait 
sitnpiement  énoncé  et  qui  termine  les  recherches  commencées  par  M.  Ilermitc 
sur  la  fonction  exponentielle  : 

«  Si  x^,  . . ,,  X,.  sont  /•  nombres  algébriques  différents  et  si  X,,  .  . .,  X^  sont 
r  nombres  algébriques  quelconques,  l'équation 


I 


\^e  ?  =  o 


est  impossible,  à  moins  que  les  nombres  algébriques  X^,  X,,  . . , ,  X^  ne  soient 
tous  nuls.  » 

On  en  déduit,  comme  cas  particuliers,  les  beaux  théorèmes  suivants,  sur  l'im- 
portance desquels  M.  Lindemann  avait  déjà  particulièrement  insisté  : 

1.  Si  X  est  un  nombre  algébrique  quelconque  différent  de  zéro,  C  est  né- 
cessairement un  nombre  transcendant. 

2.  Le  logarithme  naturel  d'un  nombre  algébrique  quelconque  X  qui  diffère 
de  l'unité  est  toujours  un  nombre  transcendant. 

Enfin  M.  Weierstrass  déduit  du  théorème  général  cité  ce  résultat  rcmar- 
(juable  : 

On  ne  peut  obtenir,  à  l'aide  de  constructions  faites  à  l'aide  do  courbes  cl  sur- 
faces algébriques,  ni  la  rectification  d'un  arc  de  cercle  dont  la  corde  rapportée 
au  rayon  du  cercle  a  une  longueur  exprimable  par  un  nombre  algébrique,  ni 
la  quadrature  du  secteur  circulaire  correspondant  à  cet  arc. 

T.  M. 
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ANNALES  DE  LA  FAcur/rÉ  des  Sciences  de  Toulouse  ('). 

Tomo  II;  1887. 

Bloche.  —  Sur  les  lignes  asymptoliqiies  de  certaines  surfaces  ré- 
glées. (A.  "-). 

Dans  les  surfaces  réglées  (S)  à  plan  directeur  cL  à  paramètre  de  distribution 
constant,  les  lignes  asymptotiques  sont  les  lieux  des  milieux  des  segments 
compris  entre  la  ligne  de  striction  et  les  trajectoires  orthogonales  des  géné- 
ratrices. L'auteur  donne  l'équation  générale  de  ces  surfaces  (S)  et  de  leurs 
lignes  asymptotiques.  Il  considère  aussi  les  surfaces  dont  la  ligne  de  striction 
est  ligne  asymptotique. 

Paiiilevé.  —  Sur  les  lignes  singulières  des  fonctions  analytiques. 
(B.  i3G). 

Première  Partie  :  Étude  d'une  fonction  dans  le  voisinage  d'une  coupure. 
—  M.  Painlevé  commence  par  énumérer  les  diverses  singularités  que  peut  pré- 
senter une  fonction  uniforme  dans  une  portion  du  plan.  L'ensemble  des  points 
singuliers  peut  être  ponctuel,  linéaire  ou  superficiel.  Des  remarques  analo- 
gues s'appliquent  aux  fonctions  uniformes  à  trois  variables  qui  vérifient  l'équa- 
tion AV  =  o.  Il  donne  ensuite  une  série  de  propositions  générales,  parmi  les- 
quelles nous  signalerons  la  suivante:  soit  une  série  S/,^(  ;:;)  =  'P{z)  et  une  aire 
S  à  contour  quelconque  s;  si  les  fonctions /„(^)  sont  holomorphes  dans  S  et 
continues  sur  s,  et  si  la  série  F(s)  converge  sur  s  uniformément:  1°  la  série 
P'(^)  converge  uniformément  dans  toute  aire  S'  intérieure  à  S  et  sans  point 
commun  avec  s;  2°  les  séries  formées  par  les  dérivées  successives  des  termes  de 
F(;;)  convergent  uniformément  dans  S' et  représentent  les  dérivées  successives 
de  F (-3),  dont  l'existence  est  ainsi  démontrée. 

S'occupant  ensuite  de  la  possibilité  de  continuer  une  fonction,  il  établit  la 
proposition  que  voici:  soit  une  fonction  /(5)  holomorphe  dans  l'aire  S  de 
contour  s  et  prenant  sur  l'arc  AB  de  s  les  valeurs /o  (5),  S'il  existe  une  fonc- 
tion 9(-c)  holomorphe  dans  un  espace  S'  extérieur  à  S  et  attenant  à  AB,  qui 
prenne  sur  AB  les  valeurs  f{s),  la  fonction  F{z)  égale  à.f{z)  dans  S,  à 
9(5)  dans  S',  est  holomorphe  dans  l'aire  totale  il  formée  par  les  deux  aires  S 
et  S'.  Il  en  résulte  que,  pour  qu'une  fonction  y(^)  définie  du  côté  C  de  AB  et 
holomorphe  dans  le  voisinage  de  AB  soit  continuable  au  delà  de  cette  ligne,  il 
faut  et  il  suffit  qu'il  existe  une  fonction  de  z,  9(5),  définie  du  côté  opposé  C 
de  AB,  uniforme  dans  le  voisinage  de  AB  et  prenant  la  même  valeur  que/(:;) 
en  chaque  point  de  cette  ligne  (à  l'exception  peut-être  des  points  d'un  en- 
semble ponctuel).  L'auteur  donne  des  applications  de  ces  théorèmes  aux  fonc- 
tions implicites,  et  aux  fonctions  définies  par  des  équations  différentielles,  et 
parvient  à  d'intéressants  théorèmes  sur  la  possibilité  de  continuer  de  telles 
fonctions  ainsi  que  sur  la  nature  de  leurs  points  singuliers. 


C)   Voir  Bulletin,  \IL,  '^8. 
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M.  Painlevé  montre,  sur  des  cas  particuliers,  la  portée  de  ces  théorèmes;  il 
établit,  par  exemple,  que  toute  équation  différentielle  du  premier  ordre  entre 
z  et  ^,  dont  le  coefficient  différentiel  est  uniforme  dans  le  plan  des  x;  et  des  x, 
dont  l'intégrale  générale  est  également  uniforme,  est  une  équation  de  Riccati. 
Enfin,  on  peut  reconnaître,  par  des  opérations  purement  algébriques,  si  l'inté- 
grale de  l'équation  de  Riccati  est  une  fraction  rationnelle,  et,  dans  ce  cas, 
obtenir  l'intégrale  par  des  opérations  linéaires.  Voici  encore  une  des  proposi- 
tions qu'obtient  M.  Painlevé. 

Soit 

(i)  G(a',  M,  z,  U„  ...,  U„_„  V\,  ...,  V^,_,,  W„  ...,  W^_,=  o) 

une  équation  différentielle  où  G  est  un  polynôme  en  a',  et  en  U-,  V-,  W,, ;  U-, 
Vy,  W;,  sont  respectivement  des  fonctions  algébriques  de  m,  de  u'  et  de  ;;  défi- 
nies par  les  relations 

/   ^^{u,    U,,    ...,  U„_,)  =  0, 

(2)  ^^("',    V„     ...,     V,,_,)=:0, 

(    X,{5,    W„    ...,W„_,)-0, 

(a  =  I,  2,  ...,  n\  12  =:  1,  2,  ...,/>;  y  =  I,  2,  ...,7). 

Quand  une  intégrale  u—  '-o^z)  de  cette  équation  est  uniforme,  les  W,^  sont 
des  fonctions  uniformes  de  z,  et  les  relations  qui  lient  U.  à  U-  ou  à  u,  V^.  à  V 
ou  à  u' ,  sont  du  genre  o  ou  i,  à  moins  que,  pour  w  =  9(^),  M'=cp'(x;), 
le  système  d'équations  (2)  et  l'équation  G  =  0  n'aient,  quel  que  soit  z,  plu- 
sieurs systèmes  de  solutions  communes.  Si  l'intégrale  générale  de  G  =  o  est 
uniforme,  les  conditions  précédentes  sont  vérifiées,  à  moins  que.  jxnir  tout 
système  ^o»  w,,,  et  pour  une  valeur  u'^  vérifiant  l'équation 

f{u'u,z)=  o, 

obtenue  par  l'cliniination  des  U,  V,  W  entre  (i)  et  (2),  ledit  système  n'admette 
plusieurs  systèmes  de  solutions  communes,  ce  qu'on  reconnaît  par  des  opéra- 
tions purement  algébriques. 

Les  conditions  pour  qu'une  fonction  soit  coniinuablc  au  delà  d'une  courbe 
AB  prennent  une  forme  plus  simple,  lorsque  celte  courbe  est  analytique.  L'au- 
teur retrouve  dans  ce  cas  le  théorème  de  M.  Schwarz  :  «  Pour  (jue  la  fonction 
f{z)  définie  du  côté  G  de  AB  soit  continuable  au  delà  de  AB,  il  faut  el  il  suffit 
que  sa  partie  réelle  P  (ou  sa  partie  imaginaire  Q  )  [nemie  sur  AB  une  suite 
de  valeurs  Po(0  fonction  analytique  de  t.  » 

Après  avoir  discuté,  à  ce  point  de  vue,  le  genre  (\c  (|ueb|uos  iou[iures,  par 
exemple  de  celles  que  présentent  les  intégrales  de  la  forme 


/ 


G{z,t) 


considérées  par  M.  Ilcrmile,  M.  Painlev(''  doniu"  (|ucl(|ucs  e\em|iles  des  princi- 
pales singularités  qu'une  fonction  peut  présenter  dans  le  domaine  dune  c(»u- 
pure,  et  termine  cette  première  Partie  de  son  travail  en  in(ii(]uant  l'extensitui 
des  théorèmes  sur  la  continuation  des  fondions  d'une  variable  complexe  «  aux 
fonctions  de  deux  (ou  de  trois)   variables  (|ui   vi-rifienl    ré(]ii.ilion    A\' =  o. 
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Seconde  Pautie  :  Développement  en  séries  des  fonctions  à  singularités  quel- 
conques. —  Pour  parvenir  à  de  tels  dcveloppemenls,  on  a  tout  d'abord  à  résoudre 
la  question  suivante  :  Développer  en  série  une  fonction  holomorplie  dans  une  aire 
donnée  quelconque  S  limitée  par  une  courbe  s.  Une  première  solution  repose 
sur  la  représentation  conforme;  mais  IVI.  Painlevé  en  donne  d'autres,  qui 
n'exigent  la  connaissance  d'aucune  fonction   particulière  relative  à  la  ligne  s. 

Supposons,  en  particulier,  que  S  soit  Taire  intérieure  à  une  courbe  5,  n'ayant 
en  chacun  de  ses  points  qu'un  contact  simple  avec  sa  tangente.  Traçons  un 
cercle  C   tangent  à  s  au  point   M    et  contenant   S  à  son  intérieur.  Si  a  est  le 

centre   de    C,    :;    l'affixe   de   M,    x    un    point    intérieur  à  s.  l'expression  

z  —  X 
pourra  se  développer  ainsi 

I  I  X  —  a  (x  —  ay  ,  ,    , 

-  ■  ■  '  ...=  X{z). 


z  —  X        z  —  a        {z  —  ay        {z  —  a) 

Faisons  parcourir  au  point  z  la  courbe  5;  a  variera  avec  z  d'une  manière 
continue,  sauf  aux  points  anguleux  des.  La  série  A(^)  converge  sur  5  unifor- 
mément et  représente D'autre  part,  si  F(^)  est  holomorplie  dans  S  et 

sur  s,  on  a 


F(x) 


AT 

TZlJ 


V(z)  dz 


-  X 
par  suite 

^     '       iiiz  L^  J  {z  —  ay'+'  ^     "^     ^' 

Pj^{x)  désignant  un  polynôme  en  x  de  degré  n.  On  voit  donc  qu'une  fonction 
F(^),  holomorplie  dans  S,  peut  se  développer  dans  cette  aire  en  série  de  po- 
lynômes. Divers  autres  modes  de  développements,  dont  la  légitimité  exige 
parfois  une  discussion  assez  délicate,  sont  déduits  par  M.  Painlevé  de  ce  résultat 
si  simple  et  si  élégant.  Ces  modes  de  développement,  qui  sont  au  fond  la  gé- 
néralisation de  ceux  que  M.  Appell  avait  signalés  pour  une  fonction  holo- 
morplie à  l'intérieur  d'un  contour  formé  d'arcs  de  cercle,  se  généralisent  pour 
les  fonctions  de  trois  variables  qui  satisfont  à  l'équation   AV  =  o. 

L'auteur  est  maintenant  en  mesure  d'étendre  aux  fonctions  uniformes  les  plus 
générales  les  formes  de  décomposition  en  sommes  et  en  produits  donnés  dans 
la  théorie  des  fonctions  à  points  singuliers.  Lorsque  la  fonction  F(;î)  n'admet 
qu'un  nombre  fini  de  singularités,  on  peut  la  mettre  sous  la  forme  d'une  somme 
de  fonctions  n'admettant  dans  le  plan  qu'une  seule  singularité.  Dans  le  cas 
d'une  infinité  de  singularités,  des  théorèmes  dus  à  M.  Mittag-Leffler  et  à 
M.  Picard  permettent  de  mettre  la  fonction  sous  la  forme  d'une  série  infinie, 
ou  d'un  produit  de  facteurs.  L'auteur  démontre  à  nouveau  ces  théorèmes  et  ter- 
mine en  donnant  l'expression  la  plus  générale  des  fonctions  simplement  et  dou- 
blement périodiques. 

Hermite.  —  Remarques  sur  la  décomposition  en  éléments  simples 
des  fonctions  doublement  périodiques.  (C.  12). 

Soit  F(^)  une  fonction  uniforme  aux  périodes  2K  et  2iK',  dont  les  pôles,  à 
l'intérieur  du    parallélogramme    des    périodes,  sont   a,  b,  c,  ...:  l'auteur  par! 


i 

I 

I 
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de  la  formule  bien  connue,  dont  la  Science  lui  est  redevable, 

ll{x  —  a)  -^nix  —  a)  ii{x  —  a)  ' 

et  la  transforme  de  manière  qu'il  n'y  figure  plus  que  des  termes  manifestement 
périodiques.  Pour  cela,  il  établit  d'abord,  par  un  calcul  facile,  la  formule 

W {ce  —  a)  _  sn^cn^  dn57  +  sua  cna  dna        B'(x)        B(rt) 
U{x  —  a)  sn'a;  —  sn^a  iô{x)         fe>'(a)' 

il  suffit  ensuite  de  substituer,  en  tenant  compte  de  la   condition  SA  =  o  et  de 
la  relation 

pour  parvenir  au  résultat  cherché 

F{x)  =  C+5:A/(x,  a) 

+  i:A'D,./(j7,  a)  —  S'A-'sn^^ 
+  2:A"D2/(j?7,  a)  —  S"A-^D^sn^x 


où  S',  S",  ...  sont  des  constantes  et  où 

sna^cn^dnxH-snacnadna 


f{x,a) 


<ix\^  X  —  sn^a 


A  la  vérité,  on  introduit  un  pôle  apparent  x  =  iK',  mais  cette  circonstance  ne 
se  présente  pas  quand  tous  les  pôles  sont  simples,  et  dans  d'autres  cas  intéres- 
sants. 

Considérant,  en  particulier,  les  fonctions  à  périodes  2K  et  2iK'  qui  jouissent 
respectivement  des  propriétés 

F,(^  +  iK')  =_F,(.r), 

F,(^  +  K-l-a<')  =-F,(^), 
F3(^+K)  r=_F,(:r). 

l'auteur  montre  qu'elles  sont  respectivement  des  fonctions  linéaires  et  homo- 
gènes des  quantités 

DJogsn(^  — a),     D^  logcn(.r  -  a).     0,,  log  dn  (.r  —  <?  ) 

et  de  leurs  dérivées. 

Ces  fonctions,  ainsi  (luc  leur  somme,  vérifient  l'équalion 

V{x)  -+-  F(.z:-f-/K')  +  F(^+  K-hiK')  +  F(x  +  K)  =0: 

inversement,  toute  fonction  doublement  pcriodiiiuo  qui  vérifie  cette  iMiualiou 
est  la  somme  de  fonctions  F,,  F,^,  F,.  Son  intégrale  indéfinie  s'obtient  Aonc  au 
moyen  des  fonctions  élémentaires;  en  remplaçant  sn.r  par  ^,  on  obtient  ainsi 
des  types  d'intégrales  pseudo-elliptiques.  Ces  recherches,  comme  on  le  voit,  se 
rattachent  aux  résultats  obtenus  antérieurement  par  M.  Ilermilo  {Jonrmtl  ilc 


I()0 
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Liouvilley  1879),  ainsi  qu'à  ceux  que  l'on  doit  à  M.  Rafiy  et  à  M.  Goursat 
{Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  XII  et  t.  XV). 

L'auteur  passe  ensuite  aux  fonctions  admettant  les  périodes /|  K  et  /j^K'pour 
montrer  qu'elles  peuvent  être  regardées  comme  les  sommes  de  quatre  fonctions 
qui,  relativement  aux  périodes  2K,  liK',  sont,  l'une  doublement  périodique  de 
première  espèce,  et  les  autres  doublement  périodiques  de  seconde  espèce  avec 
les  multiplicateurs 

—  I,     H-i;     — r,     — i;     +1,     — i; 

pour  ces  dernières,  snx,  cnx,  dnx  jouent  respectivement  le  rôle  d'élément 
simple,  d'où  l'on  conclut  finalement  que  les  fonctions  considérées  sont  des 
fonctions  rationnelles  de  ces  trois  éléments. 

Tisserand.  —  Sur  une  équation  différentielle   du   second  ordre 
qui  joue  un  rôle  important  dans  la  Mécanique  céleste.  (D.  10). 

Il  s'agit  de  l'équation 


d'^z 
dv'"' 


ou 


?[/?,'-+-  2acos(/v  +  6)]  =  o, 
U  ==2:.A.  cosV.,       v.=  /.^  +  è. 


et  où  A?,  a,  /,  h,  A^-,  /.,  h^  sont  des  constantes  données.  Cette  équation  a  déjà 
été  l'objet  d'un  très  grand  nombre  de  travaux  :  c'est  de  la  comparaison  des  re- 
cherches de  MM.  Lindstedt  et  Gyldén  que  s'occupe  particulièrement  M.  Tisse- 
rand, et  il  a  spécialement  en  vue  l'application  à  la  théorie  de  la  Lune  exposée 
d'après  M.  Gyldén,  par  M.  Andoyer,  dans  le  volume  précédent  du  Recueil 
que  nous  analysons.  M.  Tisserand  montre  qu'en  se  bornant  à  un  degré  de  pré- 
cision, qui  permet  d'ailleurs  de  rendre  parfaitement  compte  des  principales 
inégalités  du  mouvement  de  la  Lune,  les  deux  méthodes  conduisent  au  même 
résultat. 

Baillaud.  —  Recherches  complémentaires  sur  le  développement 
de  la  fonction  perturbatrice.  (E.  21). 

Dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  II  des  Annales  de  V observatoire  de  Tou- 
louse, l'auteur  a  donné  deux  formules,  pour  le  développement  de  la  fonctioa 
perturbatrice,  applicables,  l'une  pour  de  faibles  inclinaisons,  l'autre  pour  des 
inclinaisons  quelconques.  Dans  le  présent  travail,  M.  Baillaud  montre  d'abord 
comment  on  peut,  pour  ces  formules  et  d'autres  analogues,  calculer  le  nombre 
de  termes  que  fournirait  le  développement.  On  aperçoit  ainsi  très  nettement 
dans  quelle  mesure  les  formules  sont  applicables.  Cette  recherche  conduit  d'ail- 
leurs à  d'intéressants  développements  analytiques. 

Kœiligs.  —  Contributions  à  la  théorie  du   cercle  dans   l'espace. 
(F.  .9)- 

L'étude  du  cercle  dans  l'espace,  au  point  de  vue  où  se  place  M.  Kœnigs,  est 
une  matière  nouvelle  qui  n'a  guère  été  touchée,  sur  un  point  particulier  mais 
très  intéressant,  que  par  M.  Stephanos.  M.  Kœnigs  rappelle  d'ailleurs  les  prm- 
cipaux  résultats  obtenus  par  ce  dernier. 


KEVUE   DES  PUBLICATIONS.  iGl 

Si  l'on  désigne  par  x-  {i  =  ï,  2,  3,l\,5)  les  coordonnées  pentaspliériques  d'un 
point,  toute  sphère  sera  représentée  par  une  équation  linéaire,  tout  cercle  sera 
représenté  par  deux  équations  linéaires 

S  a-  X-—  o,        i:  6j  X-  =  o  ; 
les  quantités 

peuvent  être  regardées  comme  les  coordonnées  ùq  ce  cercle;  elles  sont  au  nombre 
de  dix,  si  l'on  tient  compte  des  relations 

/^u=0'  Pik=—Pki- 

Ces  dix  coordonnées  ne  peuvent  d'ailleurs  être  indépendantes,  puisqu'un  cercle 
ne  dépend  que  de  six  quantités,  et  en  effet,  si  l'on  pose 

^a  =  P?-;PS.  +  P^SPty  +  P^^P-;^, 

où  a,  p,  Y,  6,  e  désignent  les  nombres  i,  2,  3,  4.  5  dans  l'ordre  de  présentation 
naturelle  à  partir  de  l'un  d'eux  a,  on  trouve  que  l'on  doit  avoir  identique- 
ment 

^.=  0,        (i  =  i,  2,  3,  4,  5); 

ces  cinq  équations  ne  sont  pas  d'ailleurs  indépendantes:  les  dix  quantités/? 
peuvent  être  regardées  comme  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  dans  uu 
espace  à  neuf  dimensions;  les  équations  précédentes  y  déterminent  alors  cinq 
espaces  quadratiques  à  huit  dimensions,  lesquels  ont  en  commun  un  espace  à 
six  dimensions  qui  est  du  cinquième  degré.  A  chaque  point  de  ce  dernier  espace 
correspond  un  cercle  dans  l'espace  ordinaire. 
Si  l'on  fait 

^'(^'^)   =    22-^^-'P' 

(1),  p        ^ 
l'équation 


exprime  que  les  deux  cercles  dont  les  coordonnées  sont  /? . ,  p'-j  se  rencontrent 
en  un  point  et  les  équations 

^Ap^p')  =  ^'        •••»        ^'AP^P')  =  o^ 

qui  se  réduisent  à  deux  distinctes,  exprimant  les  conditions  pour  que  ces  deux 
cercles  aient  deux  points  communs.  Le  ra3()n  p  du  cercle  dont  les  coordonnées 
sont/?.-  est  donné  par  la  formule 


1 


Pli 


P^  = 


où  les  H  sont  les  rayons  dos  sphères  de  rèl(Mrnc(\ 
La  forme  quadratique 


y^pi 


'y' 
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((uc  railleur  rc^prcscnle  pai   .!E1  (/>),  joue    un    rùlc   imporlanl   dans   la  lliéoric  du 
cercle,  l^^lle  conduil  à  la  uoLion  des  cercles  eu  involuLion  ;  si  l'on  pose 


',  / 


deux  cercles  seront  dits  en  iuvolution  si  l'on  a 

par  chacun  d'eux  on  peut  alors  faire  passer  un  cercle  orthogonal  à  l'autre.  La- 
mènie  forme  conduit,  par  un  procédé  bien  connu,  à  la  notion  de  Vangle  de; 
deux  cercles. 

Ces  notions  acquises,  M.  Kœnigs   passe   à   l'étude   des  systèmes  linéaires  dej 
cercles  qu'il  désigne  par  A.,  A^,  A,,  A^,  A,,  Ao,  selon  leur  degré  d'indétermina- 
tion. 

C'est  le  système  Ao  qui  a  été  l'objet  principal  des  recherches  de  M.  Stephanos; 
il  se  compose  de  cinq  cercles,  c'est  un />e/i^acj'c/e.  Les  cercles  d'une  congruericei 
linéaire  A^  sont  en  involution  avec  cinq  cercles  formant  un  pentacycle. 

C'est  sur  le  système  A,  que  M.  Kœnigs  appelle    particulièiement   l'attention. | 
Un  tel  système   est  formé  par  l'ensemble  des  cercles  dont  les  coordonnées /?; 
vérifient  une  équation  linéaire,  telle  que 


(lijPii 


',  j 


où  il  est  commode  de  supposer 


L'étude  de  ceux  de  ces  cercles  qui  sont  situés  sur  une  sphère  S  donne  lieu  aux 
résultats  suivants  : 

Tous  ces  cercles  sont  orthogonaux  à  une  sphère  S',  dite  conjuguée  de  S. 

Toutes  les  sphères  conjuguées  des  sphères  de  l'espace  sont  orthogonales  à  une 
sphère  fixe  K,  dite  sphère  centrale. 

Toutes  les  sphères  qui  coupent  la  sphère  centrale  suivant  un  même  cercle 
ont  même  conjuguée. 

Tous  les  cercles  du  système  A.  qui  coupent  deux  fois  un  cercle  quelconque 
de  la  sphère  centrale  sont  orthogonaux  à  une  même  sphère. 

L'auteur  cherche  ensuite  des  sphères  qui  coïncident  avec  leurs  conjuguées. 
Une  telle  sphère,  on  le  voit  sans  peine,  a  son  rayon  nul  et  son  centre  sur  la  sphère 
centrale.  INL  Kœnigs  montre  qu'il  y  a  quatre  points-sphères  de  cette  nature.  Leur 
détermination  dépend  d'une  équation  bicarrée  dont  les  coefficients  sont  les  in- 
variants du  système  A.:  l'un  est  la  forme  adjointe  de  la  forme  S(/?),  avec 
les  quantités  a  pour  variables,  l'autre  est  la  somme  des  carrés  des  formes  ad- 
jointes des  formes  €l,  toujours  avec  les  mômes  variables.  Ces  invariants  parais- 
sent devoir  jouer,  dans  la  théorie  des  systèmes  linéaires  de  cercles,  un  rôle 
essentiel. 

Hermite.  —  Sur  Ja    transformation    de    Fintc^rale    elliptique   (Je 
troisième  espèce.  (G.  6). 


il 


REVUE   DES  PUBLICATIONS.  i63 

Si  l'on  considère  l'intcgrulc 

r  Gcix 
J  a^h' 

oij  G,  A,  R  sont  des  polynômes  en  x,  et  si  l'on  détermine  les  polynômes  P  et 
Q  par  la  condition 

G  =  AP  —  A'  R  Q 
et  que  l'on  pose 

Q,=  P-RQ'-iR'Q, 

on  aura 

,    G  dx        Q  Jk         rO,dx 


r  G  dx   _  Q  y/R         fQ.dx 
J   k'-s/^~      A         J  A  V  R  ' 


c'est  un  cas  particulier  d'une  méthode  de  réduction  que  M.  Hermite  donne  dans 
son  enseignement  (  Cours  d'Analyse,  rédigé  par  M.  Andoycr,  3«  éti,,  p.  28). 
Dans  la  Note  que  nous  analysons,  l'illustre  géomètre  applique  la  précédente 
formule  à  la  recherche  de  l'expression  de  l'intégrale  elliptique 


/ 


'>^'r  dy ^ 

v/(i-r)(i->^^r)' 


où  j^  =  —  est  la  formule  de  transformation  de  Jacobi  qui  satisfait  à  l'équation 

dy  I  dx 


v/(i-r^)(«->^^r)        ^'  sl{x-x^){i-k^x^) 
La  relation  (1)  donne  alors 

'\'\}'dx  _  Q  y/R  ^    [-(l^dx 

en  faisant 


r\'\}^dx  _  Q  y/R        rq^dx 
J     Y'  v^R    ~      ^         J  V  v/r 
R  =  (i  — ^^)(i  — A-^^^),        G  =  VU%        A  =  V; 


M.  HermitQ  établit,  d'abord  par  une  méthode  duc   à  M.   Fuchs,  puis  par  voie 
algébrique,  que  Q,  est  divisible  par  V.  Le  quotient  est  un  simple  binôme 

nk'' M' X' -h  2  B"M\ 

où  R'  est  le  coefficicnl  de  x'^  dans  \',  snppos<'  écrit  dans  la  foi-me  i\c  Jacobi 

V  =  iH-  R'^'  +  . ..+  U<^"'^x""; 

finalement,  on  arrive  ainsi  au  résultat  de  Jacobi 

I     r  'k'^y'^dy  _       y  sl{\  —  x'){i  —  k'x^)         r  {n'kKi"-\--2n')dx 

^U   v/('-r)(i->^-^r)  ~  ^  V   \/ii--r'){i-k^a;*)' 

Deslrein.  —  Doplaccniciil    du    ("iiivr(^  j)ar   le  v.ww   cl  le  ciulmmin 
dans  quelques  solullons  (!('  sels  de  cnivi-e.  (11.  -). 

Si  icil  l'es.  —  Sur  la  IfanslonnalKU)  lirKMirc  de  la  ddirrcnlielle  cl- 
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liptiqiie    -^-    Première    partie.    Considérations   préliminaires 

v/x 
(R.  26). 

Il  s'agit,  comme  on  voit,  d'un  problùme  bien  rebattu.  Mais,  grâce  à  sa  con- 
naissance approfondie  de  l'Algèbre,  l'auteur  est  parvenu  à  l'éclairer  d'un  jour 
tout  nouveau. 

Soit 

X  —  ttoX^-^  ^^a^x^+  Qa.^x'^'-h  ti^a^x -\-  a^; 

si  y  est  une  nouvelle  variable,  liée  à  x  par  la  relation  liomographique 
(t)  p-{-qx+ry-^sxy  =  o, 

et  si  l'on  pose 

\  —  b^x''+ ^b^x'+i)b^x-+ r-\b,x  ^- b^, 

on  aura,  comme  on  sait, 

dx  _  dv 

il  est  aisé  de  voir  .'que,  si  l'on  désigne  par  S  et  T  les  deux  invariants  de  X, 
savoir 

S  =  «o«4 —  f\a^a^-i-  3a| 

T  =  «0^2 «4 H-  'i.a^a^a^ —  a%  —  a^a\  —  a\  a^, 

les  deux  invariants  correspondants  de  Y  auront  les  mêmes  valeurs.  D'un  autre 
côté,  le  rapport  anliarmonique  des  racines  de  X  est  égal  au  rapport  anharmo- 
nique  des  racines  correspondantes  de  Y, 

Réciproquement  M.  Stieltjes  montre  que,  si  les  deux  formes  X  et  Y  ont  des 
invariants  égaux,  le  rapport  anliarmonique  des  racines  de  la  première  est  le 
même  que  le  rapport  anharmonique  des  racines  de  la  seconde;  cela  résulte  ai- 
sément de  la  façon  dont  les  racines  de  X,  par  exemple,  s'expriment  au  moyen 
des  racines  de  l'équation 

[\iû —  Sm  —  T  =  o 

et  de  ce  que  l'équation  du  sixième  degré  qui  détermine    le   rapport   anharmo- 

S' 
nique  des  racines  de  X  contient  le  seul  paramètre  —  • 

Il  résulte  de  là  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'on  puisse 
satisfaire  à  l'équation  différentielle 

dx        dy 

par  une  relation  telle  que  (i)  consiste  en  ce  que  les  invariants  S  et  T  des  fonc- 
tions X,  Y  soient  égaux.  Le  calcul  des  coefficients  p,  q,  /•,  s  s'effectue  sans 
peine,  si  l'on  connaît  les  racines  de  X  et  de  Y. 

M.  Stieltjes  désigne  sous  le  nom  d'intégrale  linéaire  de  l'équation  différen- 
tielle une  relation 

p  -\-  qx  -\-  ry  +  sxy  =  o, 

qui  permet   d'y    satisfaire   quand    les    conditions    précédentes   sont   vérifiées.  Il 
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vient  donc  de  donner  un  moyen  de  trouver  ces  intégrales  linéaires,  qui  sont  au 
nombre  de  quatre.  Toutefois  les  calculs  précédents  impliquent  plus  d'opérations 
algébriques  que  n'en  exige  la  résolution  d'une  équation  du  quatrième  degré.  Il 
est  clair  que  le  problème  doit  dépendre  d'une  telle  équation,  et  c'est  cette 
équation  que  M.  Stieltjes  va  en  effet  former,  en  s'appuyant  sur  les  résultats 
obtenus  par  M.  Hermite  dans  ses  Mémoires  Sur  la  théorie  des  formes  homo- 
gènes à  deux  indéterm,inées  {Crelle,  t.  52). 
Désignons  par  H^  le  hessien  de  X 


H„  = 


^hk 


dx' 


à'-X 


ôx  dx' 

^ 

dx  dx'        dx-' 


où  x'  est  la  variable  d'homogénéité.  M.  Hermite  a  montré  qu'en  faisant 


on  avait 


2  dx 


X 

±  du 


il  suit  de  là  que,  en  employant  pour  Y  des  notations  analogues  à  celles  qui  ont 
été  adoptées  pour  X,  la  relation 

XH^-YH,.-o 

doit  satisfaire  à  l'équation  différentielle 


L'examen  de  la  fonction 
dans  le  cas  où  l'on  a 

montre  que  l'on  a 


dx  __^  dy^^ 

v/x       s/y' 

XH^-YII^, 

Y  =  (i-r)(i-A-^r), 


XH^,-YII.,=  -(,^A-)(a:-y){x-^y){^-/.■xy)il-\-k■xy), 

en  sorte  que,  dans  ce  cas,  le  premier  membre  se  décompose  en  quatre  fadeurs 
qui,  égalés  à  zéro,  donnent  précisément  les  quatre   intégrales  liiit'aiios  de  l'é- 
quation différentielle.  Il  est  aisé  d'en  conclure  qu'il  en  est  toujours  ainsi. 
On  est  donc  amené  à  l'étude,  dans  le  cas  général,  de  la  décomposiliou  en  far 

leurs  de  l'expression 

XH^  — YH,.. 

Soient  u',  u",  u'"  les  racines  de  l'équation 

^1  w'  —  Su  —  T  =  G  ; 

M.  Hermite  a  prouvé  que  les  fonctions 

Il-i    //\. 


où    l'on    remplace    u    par  u',  u",  u"  étaient    des    carres   parfaits    9x  ,  9.r  .  9x^' 
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M.  Sticlljcs  clabliL  que  l'expression 

(  11!'  -  u'"  )  cp'c  ? j  -4-  (  II'"  —  II'  )  cp'i  9 j  4-  (  w'  —  «^"  )  9x-  9: 


est,  sauf  un  fadeur  constant,  le  carre  de  l'un  des  facteurs  de  XII  —YII^..  On 
obtient  ainsi  la  solution  du  problème  posé. 
Appliquant  ces  résultats  à  l'équation  d'Euler 


dx^- 


aoCC'-Jr  ^a^x^-i-  6a^x'-h  ^a  a: 


dr 


a^y'^-h  3«,_7'+  6a'y--i-  ^\a^y 


M.  Stieltjes  parvient  au  résultat  suivant  :  les  intégrales  linéaires  de  cette  équa-j 
lion,  autres  que  x—y  =  o,  s'obtiennent  en  posant 


h  +  ;//+  /-L  s  —  iA{x  —  yY  =  o. 


ou 


■^       12  V'^    ÔX'     ^  ^-^ 


ôx  ôx' 


dx'- 

^X 

âx  dx'        dx'- 


sont  les  secondes   polaires  de   H^,  et  de  X,  et  où  u  doit  être  remplacé  par  les 
racines  u',  u",  u'"  de  l'équation 


4^3 


Sw  —  T 


o. 


Sauf  un  facteur  constant,  le  premier  membre  est  alors  un  carré  exact,  et  la 
relation  entre  ^  et  y  se  réduit  bien  à  la  forme 

p  +  q X  -+-  ry  -h  sxy  —  o. 

Ces   résultats    peuvent   s'obtenir   en    partant   de    la  forme  que  M.  Gayley  a 
donnée  à  l'intégrale  générale  de  l'équation  d'Euler,  savoir 


h 


C/+(-^S-C=)(^-y)^=o, 


et  cette  forme  même  met  bien  en  évidence  le  lien  entre  les  deux  questions.  En 
général,  il  doit  y  avoir  un  lien  aussi  intime  entre  la  recherche  des  intégrales 
linéaires  de  l'équation 

dx  _  dy 

et  l'intégration  générale  de  cette  équation.  Cette  étude  est  renvoyée  à  une  se- 
conde partie,  non  encore  parue. 

Duhein.  —  Etude  historique   de  la   théorie   de  l'aimantation  par 
influence.  (4o  p.). 

Les  conclusions  de  cette  importante  étude,  qui  fait  partie  des  travaux  biblio- 
graphiques que  publient  les  Annales  de  laFaculté  de  Toulouse,  sont  reproduites 
en  tête  de  l'analyse  du  Mémoire  suivant  de  M.  Duhem,  analysé  dans  la  pre- 
mière Partie  du  Bulletin.  Elle  est  terminée  par  une  liste  de  soixante  et  un 
Mémoires  sur  la  matière.  J.  T. 

^ 


i 


I 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  167 

ATTI  DELLA  Reale  Acgademia  dei  Lincei,  4^  série,   Rcndiconti, 
l.  III,  1887,  i'^'-  semestre.  In-f  (0- 

Tacchini  {P.).  —  Sur  les  phénomènes  de  la  chromosphère  solaire 
observés  à  Tobservatoire  royal  du  Collège  romain  dans  le 
quatrième  trimestre  de  1886.  (i3). 

Tacchini  (P-)-    —   Observations   de   taches  et    facules  solaires. 

(■4). 

Ricci  [G.).  —  Sur  la  dérivation  covariante  à  une  forme  quadra- 
tique différentielle.  (i5-i8). 

Millosevich  {E.).  —  Observations  de  la  comète  Finlay,  faites  à 
l'équatorial  de  25'"  d'ouverture  de  l'observatoire  royal  du  Col- 
lège romain  (18-19). 

Millosevich  {E .).  —  Observations  et  calculs  sur  la  nouvelle  pla- 
nète découverte  par  C.-H.-F.  Peters  le  22  décembre  iSHf).  (i()). 

Ricco  (A.).  —  Résultats  des  observations  des  protubérances 
solaires  faites  à  l'observatoire  royal  de  Palerme  en  i885.  (21- 

Cliistoni  [C .).  —  Valeurs  absolues  de  la  déclinaison  magnétique 
et  de  l'inclinaison,  déterminées  en  quelques  points  de  rilalie 
septentrionale  dans  l'été  de  1886.  (22-24). 

TaccJiini[P.).  —  Sur  la  distribution  des  protubérances  hydrogé- 
niques  à  la  surface  du  Soleil  pendant  l'année  i8S().  (i  1--1  i8\ 

Visalli  (P-)'  —  Sur  les  corrélations  (en  (\cu\  espaces  de  trois 
dimensions)    qui    satisfont    à    douze    condillt)ns    éléinonlaires. 

(118-124). 

L'aïUciir  passe  cii   revue  tous  les  cas   de  dou/.e  (•()ii(lili«>ns  éléiiioiilairos  (|ue 
l'on  peut  imaginer  par  combinaison  des  suivunlcs  : 


(')  Voir  liullctin,  l.  XIl^,  p.  SS. 
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1  et  2.  Qu'un  point  (plan)  donné  soit  le  pôle  (plan  polaire)  d'un  plan  (point) 
donne  ; 

3.  Que  deux  points  donnés  soient  conjugués  ; 

4.  Que  deux  droites  données  soient  conjuguées; 

Pour  chacun  de  ces  cas,  il  recherche  le  nombre  de  corrélations  exceptionnelles 
de  troisième  ordre. 

Visalli  {P')'  —  Sur  les  figures  engendrées  par  deux  formes  fon- 
damentales de  deuxième  espèce,  entre  lesquelles  a  lieu  une 
correspondance  multiple  (i,v)  de  degré  n.  (124-127). 

Millosevich  (E.).  —  Observations  sur  la  nouvelle  planète  (m) 
entre  Mars  et  Jupiter.  (127). 

Chistoni  (C).  — Valeurs  absolues  de  la  déclinaison  magnétique 
et  de  l'inclinaison  déterminées  dans  l'Italie  méridionale  en  no- 
vembre et  décembre  1886.  (i4<>)- 

Tacchini  (P-)-  —  Sur  la  distribution  en  latitude  des  facules, 
taches  et  éruptions  solaires  en  1886.  (i85-i86). 

Pieri  {M.).  —  Sur  le  principe  de  correspondance  dans  un  espace 
linéaire  quelconque  de  7i  dimensions.  (196-199). 

L'auteur  démontre  les  deux  formules 

N,,„=  ao+  a„+aî  +  a,  +  ...-l-a*/î_,H-a^_,+  a*„      (étant  a*„  =  a„,), 

dont  la  première  s'applique  aux  espaces  d'un  nombre  pair  de  dimensions,  et  la 
seconde  aux  espaces  d'un  nombre  impair  de  dimensions.  N.  est  le  nombre  de 
coïncidences  dans  une  correspondance  algébrique  entre  deux  espaces  de  i  di- 
mensions superposés  S-,  S*,  a*  est  l'ordre  des  lieux  (de  /'  dimensions)  corres- 
pondant aux  espaces  linéaires  de  ;•  dimensions  renfermés  en  S,-,  a^  l'ordre  des 
lieux  qui  correspondent  aux  espaces  linéaires  de  r  dimensions  appartenant  à  S,-. 

La  démonstration  est  faite  par  induction  mathématique. 

Enfin  l'auteur  applique  les  deux  formules  à  la  détermination  du  nombre  de 
points  constituant  le  groupe  jacobien  de  deux  surfaces  («  —  i  dimensions)  des 
ordres/»  et  q  dans  un  espace  de  )i  dimensions. 

Millosevich  {E.).  —  Sur  la  nouvelle  planète  découverte  par  le 
D""  Palisa  à  Vienne.  (200). 

Chistoni  (C).  —  Valeurs  absolues  de  l'intensité  du  magnétisme 
terrestre  déterminées  en  1886  en  divers  points  d'Italie.  (200- 
202). 


REVUE    DES  PUBLICATIONS.  169 

Sandriicci  {A.).  —  Sur  la  concordance  de  la  théorie  cinétique 
des  gaz  avec  la  Thermodjnamifjue,  et  sur  un  principe  de  la  ci- 
nétique admis  jusqu'ici  comme  vrai.  (2o5-2ii). 

Brioschi  {F.)-  —  Sur  les  fonctions  sigma  hjperelliptiques.  (24-^- 
260) et (3i 1-3 I 5). 

Biaiichi  i^L.).  — Sur  les  systèmes  doublement  infinis  de  rayons 
(congruences ) .  ( 3(x)-3 -o ) . 

FlncJieile  {S.).  —  Construction  de  nouvelles  expressions  analy- 
tiques qui  servent  a  représenter  des  fonctions  ayani  un  nombre 
infini  de  points  singuhers.  (3-0-375). 

Vollerra  (  V.).  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires.  (3()3- 

396). 

L'auteur  uioulre  un  nouveau  lien  qui  existe  entre  la  théorie  des  équations 
différentielles  linéaires  et  la  théorie  des  substitutions.  Il  introduit  deux  opéra- 
tions infinitésimales  relatives  à  une  substitution,  et  qu'il  appelle  dérivation  et 
intégration  d'une  substitution.  Après  quoi  il  démontre  que  l'intégration  d'une 
é(juation  différentielle  linéaire  homogène  d'un  ordre  quelconque  peut  se  réduire 
à  l'intégration  d'une  substitution. 


Miliosevicli  {-E.).    —   Sur   forbite   de  la   planète   (^}    l^ibussa. 

(470-480). 

Miliosevich  {E.).  —  Observation  sur  la  nouvelle  pclile  planète 
Aline  ^cg";  découverte  parle  D'J.  Palisa  le  17  mai.  (IHo). 

Mlllosevich  {E.).  —  Observations  de  la  nouvelle  comète  Barnard. 

(48.). 

Saiidiiicci  (A.).  —  Sur  r<'qualion  londamenlale  v\   .sur  la   pres- 
sion intérieure  des  vapeurs  saturées.  (/î^S()-i()3). 

Tome  111  ;   i.SSj,  -i''  scmosirc. 

Se*^/'C   (C-)'    —    !^n''    '»•    géouH'h'ie   sur    une    siirlacc    r(''i;lée    ali;é- 
bricjue.  (•>-^))- 

Sur  une   snrCarc   réglé(>   d'ordre   //   et    de   gciut^    />   ^.)il    donnée    une   eombc  y 
d'ordre  v  et  de  genre  -   qui  soit  A"'''*  pour   la  siirfaee,  et   (|ui  rencontre  rliaque 
généralriee  en  /.  points.  On  aura  alors  le  nombre    )•  des  génératrices  tangentes 
Jiu/f.  des  Sciences  nidllient..    •'   série,  t.  MU.  ^\o\cnibre  iSSj).1  U.i.'» 


i 
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à  y  cl  le  nombre  'r\   des    points  de  y  par   lesquels  passent   deux   génératrice^ 
coïncidentes  donnés  par  les  formules  suivantes  : 

y  =  2^  h{k  —  1  )  —  k{k  —  i)  n, 
T,  —  y  —  -ihi^  p  —  I )  —  2  h{T:  —  I ). 

Toute  surface  réglée  algébrique  de  genre  p  et  d'ordre  «  >  2 /?  + 1  appartient 
à  un  espace  de  plus  de  n  —  2/>  dimensions  ou  bien  est  une  projection  d'une 
surface  réglée  de  même  genre  et  ordre  appartenant  à  un  tel  espace. 

Ricco  (A.).  —  Résultats  des  observations  des  protubérances 
solaires  faites  à  l'observatoire  royal  de  Palerme  en  i886.  (5.)- 
54). 

]'^olterra  (  V.).  —  Sur  les  fonctions  qui  dépendent  d'autres  fonc- 
tions. Note  I  (97-io5),  Note  II  (141-14^)),  Note  III  (i53-i58). 

L'auteur  dit  qu'une  fonction  y  dépend  d'une  autre  fonction  9(^37)  dans 
l'intervalle  (A,  ...,  B)  lorsque  y  dépend  de  toutes  les  valeurs  de  9(37)  en  cet 
intervalle.  Il  étudie  les  variations  de  ces  fonctions  et  donne  une  extension  de 
la  formule  de  Taylor  à  ces  mêmes  fonctions.  Dans  la  Note  II,  il  examine  le  cas 
où  il  y  a  des  points  exceptionnels,  et  dans  la  Note  III  il  s'occupe  de  quelques 
questions  particulières.  Le  but  de  ces  recherches  est  principalement,  comme 
l'auteur  le  dit,  une  extension  de  la  théorie  de  Riemann  sur  les  fonctions  de 
variables  complexes. 

Segre  (C).  —  Sur  les  variétés  algébriques  composées  d'une  série 
simplement  infinie  d'espaces.  (i49-i53). 

Siacci  (F.).  —  Sur  les  angles  de   plus  grande  jetée.  (211-216). 

Tacchini  (P-)-  —  Observations  de  taches  et  facules  solaires 
faites  dans  le  deuxième  et  le  troisième  trimestre  de  1887.  (217). 

Tacchini  (P-)-  —  Sur  les  phénomènes  de  la  chromosplière  solaire 
dans  le  deuxième  et  le  troisième  trimestre  de  1887.  (218). 

Millosevicli  {E.).  —  Sur  les  dernières  planètes  découvertes  entre 
Mars  et  Jupiter;  observations  et  statistique.  (220-223). 

Millosevich  {E.).  —  Éphéméride  de  la  planète  '^m)  Libussa  pour 
la  deuxième  opposition.  (223-225). 

VoUerra  (  K.).  —  Sur  les  fonctions  qui  dépendent  de  Hgnes. 
Note  I  (225-23o),  Note  II  (274-281). 

Pizzelti  (P-)'  —  Sur  la  compensation  des  observations  suivant  la 
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méthode  des  moindres  carrés.  Note  1  (23o-p.35),  Note  II  (288- 
293). 

Volterra  (V.).  —  Sur  une  extension  de  la  théorie  de  Riemann 
sur  les  fonctions  de  variables  complexes.  (281-28^). 

Lockyer  {N.).  —  Recherches  sur  les  météorites.  Conclusions 
générales.  (3oy-3io). 

Plncherle  (S.).  —  Sur  la  comparaison  des  singularités  de  deux 
fonctions  analytiques.  (3io-3i5). 

L'auteur   appelle   semblables   deux   fondions    enlicres    G{x),    G, (x)    lors- 
qu'on a 

G,  (a?)  =a{x)G{x)-}-b{x), 

a{x)  elb{a;)  étant  deux  fonctions  ayant  un  caractère  rationnel  dans  un  inter- 
valle comprenant  a:  =  ce. 

Tacchiiii  {P-)-  —  Photographies  de  la  couronne  atmosphérique 
autour  du  Soleil,  faites  à  Rome  en  septembre  188-  par  P.  Tac- 
chini.  (3i5-3i6). 

Millosevich  {E.).  —  Occultations  d'étoiles  derrière  la  Lune 
pendant  Téclipse  totale  de  Lune  du  18  janvier  1888.  (3i^-32o). 

S.  R. 


MEMORIE    DELLA   ReALE   ACCADEMIA   DELLE    SciEVZE    DI    ToRIXO.    In-4°. 

2«  série,  t.  XXV,  1871. 

Richelmy  (P.).  —  Recherches  théoriques  et  expérimentales  sur 
l'écoulement  des  liquides  par  de  courts  tubes  coniques  divci- 
gents.  (3 1-52). 

De  Saiiit-Rohert  (/^.).  —  Sur  ki  résohition  de  certaines  ('(jua- 
lions  à  trois  variables  au  moyen  d'une  règle  gbssanic.  (laiac- 
tère  par  lequ<^l  on  reconnaît  qu'une  tcHe  résolution  csl  possible. 
Graduation  de  la  règle.  (53-62). 

De  Saint-Robert  (P.).  —  Nouvelles  Tables  h\  psouietrupies. 
(63-79,  VUI  Tables). 
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Cuvionl  (C-)'  —  Sur  la  poussée  des  terres  dans  le  cas  le  plus 
général  qui  puisse  se  présenter  à  l'ingénieur  constructeur.  (8i-| 
122,  2  pi.). 

Cavalli  (,/.).  —  Supplément  à  la  théorie  du  choc  des  projectile* 
d'artillerie,  donnée  dans  le  Mémoire  de  i866,  2*' série,  t.  XXF 
des  ((  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Turin  ».  (i23- 

i4o). 

Menabrea  (L.-F.).  —  Etude  de  Statique  physique.  Principe  gé-l 
néral  pour  déterminer  les  pressions   et  les   tensions  dans   ui 
système  élastique.  (i4i-i8o). 

Voici  le  principe  dont  il  s'agit  : 

Lorsqu'un  système  élastique  quelconque  se  met  en  équilibre  sous  l'action  de^ 
forces  extérieures,  le  travail  développé  par  les  forces  intérieures  est  un  /ni- 
nimum. 

L'auteur,  après  avoir  exposé  quelques  considérations  préliminaires  sur  ce 
principe,  traite  cinq  problèmes  sur  la  distribution  des  pressions  et  des  tensions. 
Puis  il  donne  la  démonstration  générale  du  principe  dans  le  cas  d'un  système 
libre,  et  son  extension  au  cas  où  le  système  contient  des  points  fixes  ou  des 
parties  rigides. 

Cavalli  (G.).  —   Sur  la  résistance  des  tubes  au  choc   de  l'eau. 

(24[-255)'. 

Tome  XXVI;  1871. 
Genocc/ii  (A.).  —  Démonstration  d'une  formule  de  Leibnitz  et 


Lagrange  et  de  quelques  formules  affines.  (61-77 


La  formule  de  Leibnitz,  traitée  ensuite  par  Lagrange,  est  celle  qui  exprime 
les  diiïérentielles  successives  d'un  produit.  L'auteur  en  donne  pour  le  cas  que 
l'indice  soit  entier  et  négatif,  c'est-à-dire  pour  les  intégrales,  une  démonstration 
très  simple,  fondée  sur  la  formule 

dont  le  premier  membre  est  une  intégrale  de  l'ordre  n.  Il  donne  aussi  une 
extension  au  cas  des  indices  négatifs  d'une  formule  plus  générale  établie  par 
Pfaff,  une  généralisation  d'une  formule  donnée  par  Winckler,  et  la  démon- 
stration et  généralisation  d'une  autre  formule  de  Pfaff.  Enfin,  il  fait  remarquer 
que  les  théorèmes  qu'il  a  démontrés  pour  les  intégrales  à  indice  entier  peuvent 
être  étendus  aux  intégrales  à  indice  fractionnaire,  en  prenant  la  formule  citée 
ci-dessus  comme  définition  de  ces  intégrales. 
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Catalogue  des  634  principales  étoiles  visibles  sous  la  latitude 
moyenne  de  4^)'\  avec  les  coordonnées  de  leurs  positions 
moyennes  pour  1880;  et  atlas  de  douze  cartes,  contenant  ces 
étoiles  projetées  stéréographiquement  sur  l'horizon,  de  deux 
en  deux  heures  sidérales,  avec  les  cercles  et  parallèles  de  décli- 
naison de  10  en  10  degrés;  présentés  à  l'Académie  royale  des 
Sciences  de  Turin  par  le  Directeur  de  robservatoire.  (223-281). 

Basso  (G.).  —  Nouvelle  boussole  rliéométriquc.  (283-281)). 

Codazza  (G.).  —  Transmission  pneumatique  de  la  force.  ("^(Ji- 

302). 

Tome  XXVII;  1S73. 

Dorna  {A.).  —  Description  des  instruments  et  des  méthodes  en 
usage  à  l'observatoire  de  Turin  pour  la  mesure  du  temps.  Pre- 
mière Communication.  (i-32). 

Tome  XXVIII;  1876. 

Genocchi  [A.).  —  Etudes  sur  les  cas  d'intégration  sous  Torme 
finie.  Deuxième  Mémoire.  (1-18). 

Curioni  (G.).  —  L'élasticité  dans  la  théorie  de  Téquilibrc  et  de 
la  stabilité  des  voûtes.  (339-36o,  i  pi.). 

Tomo  XXIX;    i8;8. 

Genocclil  {A.).  —  Sur  un  Mémoire  de  Daviet  de  Foiuhiu^x  cl 
sur  les  géométrics  non  euclidiennes.  (3()5-4o4,  i  [>l-). 

Le  Mémoire  de  Fonceiiex  est  rclalif  à  la  etunposilioii  des  l'orros.  Los  iloux. 
démonstrations  données  par  ^onccnex  et  reportées  par  l'auteur  sont  failes 
indépendamment  de  la  théorie  des  parallèles,  l'une  au  moyen  du  t'aloul  infini- 
tésimal, l'autre  sans  le  secours  de  ce  calcul.  L'auleiu*  traite  ensuite  la  question 
de  l'équilibre  du  levier  en  reportant  la  démonstration  de  Foneencx,  qui  croyait 

(|ne  r(''quation 

[/(a;)]--/(-.r)    )    '. 

à  laquelle  il  était  conduit  par  ses  considévalit>iis  n'avait  pa-^  d'autre  s(tlulic>n  f(iic 
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f{x)  —  -2.  L'aiileur  observe  qu'elle  a  aussi  la  solution 

a  étant  une  constante.  Si  l'on  pose  a  =  e''',  h  étant  constante,  la  solution  de 
Foncenex  est  donnée  par  h  =  o  {a  =  i),  et  elle  porte  à  conclure  que  la  somme 
des  angles  d'un  triangle  est  égale  à  deux  angles  droits,  c'est-à-dire  à  établir  la 

géométrie  euclidienne.  Le  cas  de  h  =  -  ,  r  étant  réel,  correspond  à  la  géométrie 

de  Lobatschefski  ou  hyperbolique,  et  celui  de  /i  =  -  ( /'  réel)  à  la  géométrie 

elliptique.  L'auteur  est  ainsi  porté  sur  le  terrain  des  géométries  non  eucli- 
diennes et,  dans  les  considérations  qu'il  fait  suivre,  il  montre  ne  pas  croire 
beaucoup  à  l'utilité  de  ces  géométries,  ni  à  celle  des  espaces  de  plusieurs  di- 
mensions. Suit  un  appendice  sur  l'existence  de  la  pseudosphère  et  sur  l'impos- 
sibilité de  déniontrer  le  poslulatuni  d'Euclide. 

Tome  XXX;  1878. 
Ne  contient  aucun  Mémoire  de  Mathématique  ni  d'Astronomie. 


Tome  XXXI;  1879. 

Dorna  (A.).  —  Indications,  formules  et  Tables  numériques  pour 
le  calcul  des  épliémérides  astronomiques  de  Turin  avec  les  élé- 
ments de  la  «  Connaissance  des  Temps,  de  Paris  »  et  du  «  Nau- 
tical  Almanac,  de  Greenwich  ».  (i-ii4)« 

Curioni  (G.).  —  L'élasticité  dans  la  théorie  de  l'équilibre  et  de 
la  stabilité  des  voûtes.  Réduction  de  la  méthode  générale  pour 
les  applications  pratiques.  (ii5-i35,  i  pi.). 

Siacci  (F.).  —  Nouvelle  méthode  pour  déterminer  la  résistance 
de  l'air  sur  les  projectiles.  I'*"  Partie  (i 87-1 56);  IP  Partie 
(201-245). 

Dorna  (A.).  —  Application  des  principes  de  la  Mécanique  analy- 
tique à  des  problèmes.  (247-31  i). 

Note  I  (2'j9-26(S).  —  Sur  le  mouvement  absolu  d'un  point  matériel  lié. 

Note  7/(269-288).  —  Sur  le  mouvement  relatif  d'un  point  matériel  lié. 

Note  III  (289-299).  —  Sur  les  intégrales  elliptiques  de  première  espèce  et 
sur  leur  application  au  mouvement  d'un  point. 

Note  IV  (3oi-3ii).  —  Sur  les  intégrales  elliptiques  de  première  espèce  et  sur 
leur  application  au  mouvement  rectiligne  oscillatoire  de  deux  graves  liés. 
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Tome  XXXI I;  1880. 

D^Ovidio  {E .).  —  Etude  sur  les  cubiques  gauches  par  la  notation 
symbolique  des  formes  binaires.  (i-^T)). 

La  cubique  gauche.  Ses  plans  sécanls,  tangents  et  osculateurs.  Cordes  et 
tangentes.  La  développable  de  troisième  classe  osculatrice  de  la  cubique 
gauche.  Correspondance  entre  la  cubique  et  la  développable.  Axes  de  la  déve- 
loppable. Rapport  anharmonique  de  quatre  points  de  la  cubique  ou  de  quatre 
plans  de  la  développable.  Foyers  et  plans  focaux.  Correspondance  analytique 
des  éléments  de  l'espace  au  moyen  de  la  cubique.  Involutions  de  points  de  la 
cubique  ou  de  plans  de  la  développable.  Surfaces  du  second  degré  circonscrites 
à  la  cubique  ou  inscrites  à  la  développable.  Droites  associées.  Sur  certains 
faisceaux  ou  certains  systèmes  de  surfaces  du  second  degré.  Cônes  conjoints. 
Coniques  conjointes.  Autres  cônes  conjoints.  Quelques  systèmes  particuliers  de 
surfaces  du  second  degré.  Surfaces  polaires  par  rapport  à  la  développable  ou  à 
la  cubique.  Sur  certains  complexes. 

Curioni  (G.).  —  L'élasticité  dans  Ja  théorie  de  l'équilibre  et  de 
la  stabilité  des  voûtes. 

Voûtes  symétriques  et  sollicitées  symétriquement.  (i35-i85, 

2pl-)- 
Voûtes  symétriques   non  symétriquement  sollicitées.   (i3j- 

262,  2  pi.). 

Sang  (E.).  —  Nouveau  calcul  des  mouvements  elliptiques.  (187- 
199)- 

Borna  (A.).  —  Application  des  principes  de  la  Mécanique  analy- 
tique à  des  problèmes. 

iXote  V.  —  Sur  les  fonctions  elliptiques  et  les  intégrales  elliptiques  de  pre- 
mière espèce  et  sur  leur  application  au  mouvement  circulaire  d'un  point  non 
libre  attiré  ou  repoussé  avec  une  force  constante  par  un  centre  fixe.  (2ot-23r>). 

Sang  (E.).  —  Addition  au  Mémoire  sur  le  calcul  des  mouviMuenls 
elliptiques.  (3o5-3o7). 

Gei'baUU  (E.).  —  Sur  les  systèmes  de  cubicjucs  gauches  ou  de 
développables  de  la  troisième  classe,  déterminés  par  deux  cu- 
bif|iies  projeclives.  (3o()-35-). 

La  pi'ojectivilé  est  (Iclcrminée  par  trois  couples  arbilr.'iircs  de  points  cl  par 
l'égalité  des  lapports  anharraoniques.  Les  droites  joignant  les  points  corres- 
pondants forment   unr  surface  gaurhc  du  sixième  degré.   \\\v  un  point  de  celte 
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surface  passe  en  géïK'ral  une  seule  cubique  gauche  située  sur  la  surface.  Ces 
systèmes  oo  de  cubiques  sont  ceux  que  l'auteur  a  étudiés.  Il  traite  d'abord  de 
cette  surface  de  sixième  degré  et  de  quelques  propriétés  qui  s'y  rattachent. 
Puis  il  démontre  que  le  système  renferme  quatre  cubiques  planes  et  à  point 
double  et,  après  avoir  donné  l'équation  du  plan  osculateur  à  une  cubique  du 
système,  il  fait  voir  (|uc  les  plans  osculaleurs  de  même  paramètre  à  toutes  les 
cubiques  du  système  sont  aussi  osculateurs  à  une  nouvelle  cubique.  On  a  ainsi 
un  nouveau  système  de  cubiques  gauches.  Après  avoir  traité  plusieurs  autres 
questions  et  donné  les  équations  en  coordonnées  de  pians  de  la  surface  du 
sixième  degré,  de  sa  développable  et  d'une  cubique  quelconque  du  système,  il 
considère  une  certaine  surface  gauche  du  quatrième  degré,  lieu  des  coniques 
inscrites  aux  développables  osculatrices  de  toutes  les  cubiques  du  système. 
Ensuite,  il  expose  les  propriétés  de  la  surface  du  sixième  ordre  enveloppe 
de  tous  les  plans  osculateurs,  et  d'un  système  de  surfaces  de  la  troisième  classe 
lié  à  cette  surface;  puis,  il  examine  particulièrement  certaines  quadriquos  et 
coniques  en  relation  aux  cubiques  du  système.  Après  l'exposition  de  quelques 
autres  propriétés,  il  termine  par  la  considération  du  cas  où,  au  lieu  de  deux 
cubiques  projectives,  on  prend  pour  établir  le  système  une  cubique  en  invo- 
lulion. 

Tome  XXXIII;  1881. 
Ne  contient  aucun  Mémoire  de  Mathématiques  ni  d'x\stronomie. 


Tome  XXXIV;   i«83. 

Basse  (G.).  —  Phénomènes  de  polarisation  chromatique  en  des 
agix'ïgats  de  corps  biréfringents.  (3-24,  i  pi-)- 

Tome  XXXV;   1884. 

Dorna  (A.).  —  Sur  la  réfraction.  Interprétation  mathématique 
de  l'hypothèse  par  laquelle  Dominique  Gassini  détermina  la 
réfraction  astronomiqtie,  et  théorie  exacte  qui  en  suit,  libre  de 
toute  supposition  arbitraire  sur  la  constitution  de  Fatmosphère, 
par  une  propriété  de  cette  dernière  qui  n'avait  pas  encore  été 
indiquée.  (129-105). 

Jadanza  (A^.).  —  Quelques  problèmes  de  Géodésie.  (la^-iSo). 


i 


Tome  XXXVI;  il 


iD. 


Segre  (C).  —  Etude  sur  les  quadriquos  dans  un  espace  linéaire 
d'un  nombre  quelconque  de  dimensions.  (3-86). 

Généralités  sur  les   espaces  linéaires.  Polarité  par  rapport  a   une  quadrique 
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de  l'espace  de  n  — i  dimensions.  Transformation  projective  d'une  quadriquc  en 
une  autre.  Espaces  linéaires  tangents.  Équations  tangentielles  d'une  qua- 
drique.  Espaces  linéaires  de  points  tracés  sur  la  quadrique.  Projection  stéréo- 
graphique  de  la  quadrique  sur  un  plan,  et  son  application  à  la  recherche  des 
relations  ayant  lieu  entre  les  deux  systèmes  d'espaces  de/?  dimensions  qui  sont 
sur  une  quadrique  de  2/?  dimensions.  Faisceaux  de  quadriques  et  classification 
des  quartiques  d'intersection  à  l'aide  du  théorème  de  Weierstrass  sur  les 
formes  bilinéaires  et  quadratiques,  dont  voici  l'énoncé  : 

«  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  couple  de  formes  bilinéaires 
ou  quadratiques  puisse  être  transformé  en  un  autre  couple  est  que  ces  deux 
couples  aient  les  mêmes  diviseurs  élémentaires.  » 

Système  (Schicra)  de  quadriques.  Développable  circonscrite  à  ce  système  et 
SCS  singularités.  Quartiques  tracées  sur  une  quadri(jue. 

Segre  (C).  —  Sur  la  Géométrie  de  la  droite  et  de  ses  séries  qua- 
dratiques. ((S^-if)^). 

Ce  Mémoire  fait  suite  au  précédent,  et  contient  l'applicaiion  des  résultats 
de  ce  dernier  à  la  géométrie  de  la  droite,  cette  géométrie  étant  considérée 
comme  celle  d'une  quadrique  à  quatre  dimensions  dans  un  e-^pace  linéaire  de 
cinq  dimensions. 

De  Berardiiiis  {G.).  —  Sur  l'écartement  de  la  ligne  i;éodési(|uc 
des  sections  normales  d'une  surface.  (159-179). 

Guidi  {C).  —  Sur  les  arcs  élastiques.  (181-197,  4  P^-)* 

Loria  {G.).  —  Recherches  sur  la  géométrie  de  hi  sphère  et  leur 
application  à  r<'Lude  et  à  la  classification  des  surfaces  chi  (pia- 
trième  ordre  ayant  pour  ligne  double  le  cercle  imaginaire  de 
l'infini.  (199-297). 

La  géométrie  de  l'espace  de  points  est  celle  vl'une  qua(Iri(|ue  de  odiincnsions 
dans  un  espace  à  4  dimensions  (l'espace  de  sphères).  Le  groupe  des  transfor- 
mations qui  transforment  en  elle-même  cette  quadrique  est  constitué  par  le 
groupe  des  transformations  de  la  géométrie  métrique  ordinaire  et  celui  des 
transformations  par  rayons  vecteurs  réciproques.  Interprétation  géométrii|uc 
des  coordonnées  d'une  sphère.  l*]tude  des  systèmes  linéaires  et  (|uadrali(iucs  de 
sphères.  Classification  des  cyclidcs  à  l'aide  du  théorème  do  Weierstrass  précé- 
demment cité,  ayant  défini  la  cyclide  comme  lieu  des  points  sphères  d'un 
complexe  (iuatlrati(|ue  de  sphères.  Il  y  a  18  espèces  île  cyclidcs  non  rèduolildcs 
par  transformations  projectives  ou  par  rayons  vecteurs  rèciprocjues. 

Tome  XXXVII;  iSSO. 

Ferrai'is  (G.).  —  Uechcrches  ihéoricpies  cl  expeiinienlaics  ^ur  le 
généralcur  secondaire  daulard  cl  (lihhs.  (()--i()-V 
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Ferria  [G. -G.).  —  Ergomètre  pour  TétLide  de  la  stal)ililé  des 
constructions  et  de  Félasticité  des  matériaux.  (:>o];-2in,  .^  p|  \ 

Roiti  {A.).  —  Sur  un  électrocalorimètre  et  sur  quelques  mesures 
faites  avec  cet  appareil  sur  le  générateur  secondaire  Gaulard  et 
Gibbs.  (3()7-3()4). 

Segre  (C).  —  Reclierclies  sur  les  homographies  et  sur  les  cor- 
rélations en  général,  et  en  particulier  sur  celles  de  l'espace 
ordinaire  considérées  dans  la  géométrie  de  la  droite.  (3g5-4'i5). 

Homographies  d'un  espace  linéaire  qui  transformenl  en  elle-même  une  qua- 
drique  donnée  {de  n — i  dimensions).  Homographies  de  l'espace  ordinaire  dans 
la  géométrie  de  la  droite.  Les  corrélations  en  des  espaces  linéaires  quelconques. 
Corrélations  dans  l'espace  ordinaire.  Transformations  homographiques  et 
réciproques  d'un  complexe  linéaire  de  droites  en  soi-même.  Sur  les  invariants 
des  homographies  et  des  corrélations  dans  la  géométrie  de  la  droite. 

Guidi  (C).  —  Sur  la  courbe  des  pressions  dans  les  arcs  et  les 
Yotites.  (625-642,  I  pi.). 

Tome  XXXVIII,  1888. 

Segre  (C).  —  Les  couples  d'éléments  imaginaires  dans  la  géo- 
métrie projective  synthétique.  (3-24)- 

La  méthode  suivie  par  Fauteur  est  fondée  sur  le  théorème  suivant  : 

«  Si  deux  correspondances  ou  transformations  univoques  P,  P,  en  des  va- 
riétés quelconques  sont  telles  que  P  soit  transformée  en  elle-même  par  P,,  P, 
sera  aussi  transformée  en  elle-même  par  P,  et  le  produit  de  ces  deux  trans- 
formations est  commutatif,  c'est-à-dire  que  la  transformation  obtenue  en  appli- 
quant les  transformations  données  dans  l'ordre  P,  P^  est  identique  à  celle 
qu'on  obtient  en  les  appliquant  dans  l'ordre  P,,  P.  Réciproquement,  la  com- 
mutativité  des  deux  transformations  entraîne  la  propriété  que  P  soit  trans- 
formée en  elle-même  par  P,,  et  P,  par  P.  » 

L'auteur  fait  aussi  des  applications  à  la  théorie  métrique  des  couples  imagi- 
naires, aux  coniques,  à  l'hexagramme  de  Pascal,  aux  théorèmes  de  Carnet  et 
de  Sturm.  Il  considère  enfin  les  couples  gauches  de  droites  imaginaires. 

Loi'ia  (G.).  —  Le  passé  et  le  présent  des  principales  théories 
géométriques.  (329-376). 

La  Géométrie  avant  la  moitié  du  xix^  siècle.  Théorie  des  courbes  planes. 
Théorie  des  surfaces.  Théorie  des  courbes  à  double  courbure.  Représentations, 
correspondances,  transformations.  Géométrie  de  la  droile.  Géométrie  non 
euclidienne.  Géométrie  à  n  dimensions. 


ï 


M 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  179 

Ferraris  {G.).  —  Sur  les  différences  de  phase  des  courants,  sur 
je  retard  de  rinduction  et  sur  la  dissipation  d'énergie  dans  les 
transformateurs.  Recherches  expérimentales  et  théoriques.  (4 1 5- 
464,  I  pi-)-  S.  R. 


ATTI   DELL4   R.    ACCADEMLV    DELLE    SciENZE    DI   TORINO.    In-8°. 

Tome  XXI,  1 885-86  (i). 

Padova  {E .).  —  Sur  le  mouvement  de  rolation  d'un  corps  rigide. 
(38-47). 

L'auteur  résout  deux  cas  de  ce  problème.  Dans  le  premier,  les  équations  du 
mouvement  sont 

A|f  =  (B_C.),,-VV, 
B^-f  =~-(C-.\)/-/.-aBî, 


et,  dans  le  second, 


A^  =-).A/?4-(A-C)7/--P5y^, 
A^  =._-XA^+(C-A)/?/-+P5v„ 

dt 

Charrier  (A.).  —  Ephémérides  du  Soleil,  de  la  Lune  et  des  pla- 
nètes principales,  calculées  pour  Turin  en  temps  moven  civd 
de  Rome  pour  1886.  (6i-83). 

Charrier  (A.). —  Observations  météorologiques.  (8^-88). 

Dorna  (A .).  —  Sur  la  visée  méridienne  de  l'observatoire  de 
Turin  à  Gavoretto,  et  formule  pour  déduire  sa  position  de  sa 
hauteur  et  des  constantes  de  l'instrument  des  passages.  (9.>.-94, 

I  pi.). 

Segre  (C).  —  Sur  les  variétés  normales  à  trois  dimensions  com- 
posées de  séries  simples  rationnelles  de  plans,  (t)^-!  i5). 

(')  Voir  Bulletin,  \\.  p.   i83. 
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L'aiilcur  donne  plusieurs  propriétés  de  ces  variétés,  leur  distinction  on 
classes  et  enfin  leur  représentation  sur  l'espace  ordinaire.  De  cette  représenta- 
lion  il  déduit  une  transformation  univoque  de  l'espace  ordinaire,  par  laquelle 
aux  plans  correspondent  des  surfaces  réglées  d'ordre  quelconque. 

Jaclaaza  (^A^.).  —  Nouvelle  méthode  pour  ruccourclr  les  lunelles 
terrestres.  (ii8-i32,  i  pi.). 

Siacci  [F.).  —   Sur  la   rotation  d'an   corps    autour   d'un   point. 

(26l-2()5). 

L'auteur  suppose  qu'une  surface  tracée  dans  le  corps  soit  constamment  tan- 
gente à  une  surface  fixe  et  démontre  deux  propositions  relatives  à  ces  surfaces. 

Bruno  (G.).  —  Sur  un  point  de  la  théorie  des  fractions  continues. 

(273-277). 

Une  fraction  intermédiaire  comprise  entre  les  deux  fractions  principales 
d'ordres  i  et  îH-  2  d'une  fraction  continue  est  plus  rapprochée  de  cette  réfrac- 
tion continue  que  toute  autre  fraction  à  termes  plus  simples,  à  l'exception,  en 
certains  cas,  de  la  fraction  principale  d'ordre  i  +  i. 

Donia  {A.).  — Notions  sur  l'équatorial  à  réfracteur  Merz  de  o"\3() 
d'ouverture  et  4'"j5o  de  distance  focale.  (3o4-3io).  Note  II 
(357-365).  Note  ITI  (379-399).  Note  IV  (698-715). 

Charrier  {A.).  —  Travaux  de  l'observatoire  rojal  de  Turin 
(Observations  météorologiques).  (3ii-3i2). 

Doriia  (A.).  —  Recherches  pour  reconnaître  si  la  déviation  de  la 
visée  méridienne  de  l'observatoire  de  Turin  à  Gavoretto  du  plan 
du  méridien  est  sensiblement  nulle  comme  en  1828.  Note  II 
(433-442).  Note  m  (489-500). 

Jadanza  (N.).  —  Sur  le  calcul  de  la  distance  de  deux  points 
dont  les  positions  géographiques  sont  connues.  (469-488). 

Basso  (G.).  —  Sur  la  loi  de  répartition  de  l'intensité  lumineuse 
entre  les  rayons  biréfractés  par  des  lamelles  cristallines.  (586- 
602). 

Loria  (G.).  —  Représentation  sur  un  plan  des  congruences  [2,  6]2 
et  [2,  7].  (621-632). 

Peano  (G.).  —  Sur  l'intégrabilité  des  équations  différentielles  du 
premier  ordre.  (677-685). 
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L'auteur  démontre  l'existence  des  intégrales  de  l'équation 

dy 

en  supposant  seulement  la  continuité  de  la  fonction /(^,jk). 
Zanotti  Bicuico  (0.).  —  L'iicxagramme  de  Pascal  (686-G9;). 

En  1820  Bessel  retrouva  la  propriété  de  l'iiexagramme  sans  connaître  le 
théorème  de  Pascal.  Il  communiqua  sa  découverte  à  Olbcrs,  qui  ne  connaissait 
pas  non  plus  ce  théorème. 

Charrier  (A.).  —  Ephéméricles  du  Soleil,  de  la  Lune  et  des  pla- 
nètes principales,  calculées  pour  Turin  en.  temps  moyen  civil 
de  Rome  pour   1887.  ('j2'j-j/\C)), 

Porro  {F.).  —  Observations  des  comètes  Fabry,  Barnard  et 
Brooks(P''  1886),  faites  àl'équatorial  de  Merz  de  l'observatoire 
de  Turin.  (700-757). 

Segre  (C).  —  Recherches  sur  les  surfaces  réglées  elliptiques 
d'ordre  quelconque.  (868-891). 

Les  surfaces  réglées  rationnelles  d'ordre  n  dans  un  espace  d'un  iioinI)re  quel- 
conque de  dimensions  peuvent  être  regardées  comme  des  projections  de  celles 
qui  appartiennent  à  un  espace  S„+,.  L'auteur  démontre  qu'une  jiropriété  ana- 
logue a  lieu  pour  les  réglées  de  genre  i  et  pour  celles  de  genre  i.  I^uis  il 
s'occupe  des  réglées  de  genre  i  (considérées  comme  des  projections  de  celles 
qui  appartiennent  à  S„_,),  de  leur  classification,  de  plusieurs  propriétés  rela- 
tives aux  courbes  tracées  sur  elles,  et  de  la  représentation  de  ces  réglées  sur 
le  cône  cubique  ordinaire. 

Morera  (G.).  —  Sur  la  représentation  des  fonctions  d'une  va- 
riable complexe  par  des  expressions  analytiques  infinies.  (892- 

899)- 

Il  s'agit  d'établir  des  conditions  pour  qu'une  expression  analyli(|uç  inlinie 
(série,  produit  infini,  etc.)  représente  une  fonction  /)io/ioi:^i'/ic.  Nous  citerons 
le  théorème  suivant  obtenu  par  l'auleur,  et  qui  contient  comme  des  cas  paili- 
culiers  les  théorèmes  connus  sur  les  séries  et  sur  les  produits  inlinis. 

Si  les  expressions  cp(/i|,  «,,  ...,  -s)  restent  tnonodromes  finies  et  continues 
dans  un  champ  T,  au  moins  pour  toutes  les  valeurs  des //^  supérieures  àctMiains 
nombres  finis,  et  si  en  T  l'expression  9(//|,  ir^,  ...,  z)  est  uniformément  con- 
vergente, l'expression 

w  —  lim  9  (  //,,  // z) 

n  —  <x> 

représente  une  fonction  monodrome,  finie  et  ((uilinue  de  r  en  T. 

Novarese  [Il .).  —  Sur  une  aMah)<;ic  enlre  I.»  ibi'iuic  des  \iiesses 
et  la  théorie  <hîs  forces.  (900-91  iV 
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Tome  XXII,  1886-87. 


Porro  (F.).  —  Observations  des  comètes  Finlay  et  Barnard-Hartwig, 
faites  à  l'équatorial  de  Merz  de  l'observatoire  de  Turin.  (5-ii). 

Jadanza  (  A^.).  —  Influenee  des  erreurs  du  théodolite  sur  la  me- 
sure des  angles  horizontaux.  (12-27). 

Emery  (G.).  —  Sur  la  condition  de  réciprocité  et  sur  les  cas 
d'identité  entre  des  courbes  qui  représentent  une  distribution 
continue  de  forces  parallèles  et  les  courbes  funiculaires  corres- 
pondantes^ et  disquisition  particulière  sur  les  clinoïdes.  (176- 
.y8). 

Porro  (E.).  —  Nouvelles  observations  des  comètes  Finlay  et  Bar- 
nard-Hartwig, à  l'équatorial  de  Merz  de  l'observatoire  de  l'Uni- 
versité royale  de  Turin.  (218-223). 

Zanotti  Bianco  (O.).  —  Quelques  théorèmes  sur  les  coefficients 
de  Legendre.  (225-289). 

Guidl(C.).   —   Sur   le    calcul   de   certaines  poutres    composées. 

(240-246). 

Siacci  {F.).  —  Commémoration  d'Alexandre  Dorna.  {'i/\^-i^i). 

Charrier  (A.).  —  Travaux  de  Tobservatoire  astronomique  de 
Turin.  (274-278). 

Segre  (C).  Nouveaux  résultats  sur  les  surfaces  réglées  algébri- 
ques de  genre  quelconque.  (302-363). 

L'auteur  énonce  sans  démonstration  quelques  propriétés  en  les  empruntant 
à  un  Mémoire  dont  il  annonce  la  prochaine  publication  dans  les  Mathematische 
Annalen. 

Charrier  {A).  —  Résumé  des  observations  météorologiques 
faites  dans  le  second  semestre  de  1886  à  l'observatoire  astrono- 
mique de  Turin.  (364-368). 

Porro  {F.).  —  Détermination  de  la  latitude  de  la  station  astro- 
nomique de  Termoli  par  des  passages  d'étoiles  au  premier  ver- 
tical. (399-4  19)- 
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nOvidio  {E,).  —  Sur  deux  points  de  la  TJieorie  der  hinaren 
algebraiscJien  Forme n  de  Glel)sch.  (^^')--/\?)-\. 

Les  deux  points  en  question  sont  relatifs  à  la  formule  de  Gordan  pour  le  dé- 
veloppement d'une  forme  à  deux  séries  de  variables  suivant  les  puissances  de 
{x^y),  et  à  la  discussion  des  solutions  de  l'équation  biquadratiquc. 

Peano  {G.).  —  Intégration  par  séries  des  équations  différentielles 
linéaires.  (4^^7~44^^)- 

Jadanza  {N.).  —  Sur  une  question  d'optique  et  sur  un  nouvel 
appareil  pour  redresser  les  images  dans  les  lunettes  terrestres. 

(4/47-452). 

Porro  (F.).  —  Troisième  et  dernière  série  d'observations  des 
comètes  Finlay  et  Barnard-Hartwig,  à  l'équatorial  de  Merz  de 
l'observatoire  de  Turin.  (55y-56i). 

Brambilla  (A.).  —  Un  théorème   dans   la   théorie   des   polaires. 

(787-790). 

Segre  (C).  —  Sur  la  variété  cubique  à  dix  points  doubles  de 
l'espace  de  quatre  dimensions.  (791-801). 

Exposé  sans  démonstrations. 

Novai'ese  {E .).  —  Sur  une  transformation  des  questions  d'équi- 
libre des  courbes  funiculaires.  (801-808). 

Bertini  {E .).  —  Sur  la  décomposition  de  certaines  homographies 
en  homologies.  (865-8o6). 

Extrait  d'une  lettre  à  M.  Segre. 

Charrier  (^i.)-  —  Ephémérides  du  Soleil,  de  la  Lune  et  des  pla- 
nètes principales  calculées  pour  Turin  en  temps  nuncn  civil  de 
Rome  pour  1888.  (8G7-889). 

Del  Re  (yi-)-  —  Sur  les  homographies  (jui  Iransloiiueiil  en  cWc- 
mème  une  certaine  courbe, gauche  du  (|ualiiènie  orilre  cl  de 
seconde  espèce,  et  sur  les  corrélations  ([ui  la  Iranslonnent  en  la 
développable  de  ses  plans  osculateurs.  (901-99.9,). 

l/auleur  li'duvc    deiiv    séries    di lit  renier   de    ce»   liomograpliit  >.  Les  lormulos 
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poui"  la  première  sonL  les  suivanles  : 

x'.  : x\  :  x'..  : x',  —  b^x'.  —  b^cx^  :  —  bc^x^  :  c-* x} 

1234  41*  2  3*      44 

cl  celles  de  la  seconde 

x'^  :  x\^  :  x'.^  :  x',^  =  a'^x^:  —  a^  dx^  :  —  ad\x^  :  d'*x^. 

11  éliidie  des  propriétés  et  des  cas  particuliers  remarquables  des  deux  séries, 
l'application  successive  (produit)  de  deux  homographies,  et  enfin  les  corréla- 
tions mentionnées  dans  le  titre,  dont  il  trouve  aussi  deux  espèces. 

Basso  {G').  —  Sur  la  loi  optique  de  Malus  dite  du  cosinus  carré. 
(923-930).  S.  R. 


ACTA  IVIATHEMATICA. 

Tome  VI;  i885  (i). 

Molk  (-/.).  —  Sur  une  notion  qui  comprend  celle  de  la  divisibi- 
lité et  sur  la  théorie  générale  de  l'élimination.  (1-106). 

L'objet  de  ce  Mémoire  est  de  servir  d'introduction  à  la  lecture  des  belles 
théories  arithmétiques  publiées  par  M.  Kronecker  à  l'occasion  du  cinquantième 
anniversaire  du  doctorat  de  M.  K^ummer  (-). 

Dans  un  premier  Chapitre,  M.  Molk  fixe  le  domaine  commun  à  l'Arithmétique 
et  à  l'Algèbre;  il  expose  la  méthode  qui  lui  semble  devoir  être  suivie  dans  tout 
exposé  des  théorèmes  fondamentaux  de  ces  deux  sciences;  il  faut,  s'il  est  pos- 
sible, rester  dans  le  domaine  des  nombres  entiers,  des  fonctions  entières  à 
coefficients  entiers.  Il  ne  faut  pas  craindre  des  longueurs  inévitables;  ce  qui 
seul  est  essentiel,  c'est  qu'on  aperçoive  bien  la  chaîne  des  transformations 
identiques  qui  permettent  de  passer  du  point  de  départ  au  point  d'arrivée; 
c'est  alors  que  les  démonstrations,  malgré  leur  longueur  apparente,  tiennent 
le  moins  de  place  dans  l'esprit.  La  démonstration  d'un  théorème  d'Arithmé- 
tique ou  d'Algèbre  est  d'autant  plus  nette  et  définitive  cjuclle  évite  davantage 
l'emploi  des  symboles  étrangers  à  ces  sciences,  tels  que  les  incommensurables, 
depuis  les  radicaux  jusqu'aux  nombres  transcendants.  Il  y  a  encore  quelque 
chose  A' essentiel  à  faire  pour  perfectionner  une  démonstration,  même  si  l'on 
n'y  fait  usage  ni  de  nombres,  ni  de  fonctions  transcendanles,  tant  qu'elle  exige 
l'emploi  de  radicaux  ou  de  quantités  algébriques  quelcon((ues.  Ce  n'est  toute- 
fois pas  changer  le  domaine  de  l'Arithmétique  et  de  l'Algèbre  que  d'y  faire  en- 
trer les  nombres  négatifs  et  les  nombres  rationnels.  A  côté  de  ces  nomltres  il 
faut  considérer  les  quantités  indétenninées ;  ce  sont  ces  symboles  qui  sont  lc> 
vrais  auxiliaires  dans  toute  recherche,  comme  l'a  déjà  montré  Gauss,  et  comm'- 
M.  Kronecker  l'a  mis  en  pleine  lumière  dans  le  Mémoire  cité. 


(  '  )  Voir  Bulletin,  XIII^,  p.  gS. 
{■')  Voir  Bulletin,  Mil,,  p.  i\h. 
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Ce  sont  ces  symboles  qui  simplificnl  les  démonstrations  en  permettant  de 
grouper  dans  un  ordre  déterminé  les  systèmes  d'entiers  ou  de  fonctions  en- 
tières que  l'on  a  à  considérer. 

II  y  a  encore  une  autre  abstraction  qui  joue  un  grand  rôle  dans  les  recherches 
d'Arithmétique  et  d'Algèbre,  c'est  le  passage  des  égalités  aux  congruences  sui- 
vant un  module  donné.  Les  congruences  ont  l'avantage  de  laisser  de  côté  ce 
qui  dans  une  recherche  déterminée  ne  joue  aucun  rôle;  elles  ne  font  d'ailleurs 
quitter  en  rien  le  domaine  de  l'Algèbre. 

L'emploi  des  nombres  imaginaires  de  la  forme  a  +  bi,  où  a  et  ^  sont  ration- 
nels, est  un  cas  particulier  de  l'emploi  des  indéterminées,  c'est  celui  où  i  est 
considéré  comme  une  indéterminée  et  où,  à  chaque  égalité  que  l'on  écrit,  on 
doit  substituer  par  la  pensée  une  congruence  suivant  le  module  î^-t-i.  II  est 
d'ailleurs  bien  souvent  avantageux  de  remplacer  le  module  î^-m  par  tout 
autre  module  qui  correspond  aux  recherches  que  l'on  a  à  effectuer. 

Le  second  Chapitre  est  consacré  à  l'étude  de  V irréductibilité  d'une  fonction 
entière  quelconque  dans  un  domaine  naturel  de  rationalité  donné. 

Tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter  sont  passés  successivement  en  revue  et 
l'on  donne  pour  chacun  d'eux  une  méthode  permettant  de  trouver  les  facteurs 
irréductibles  de  la  fonction  entière  donnée  ou  de  montrer  qu'elle  n'est  pas  dé- 
composable  en  facteurs  dans  le  domaine  de  rationalité  donné.  Bien  entendu,  on 
ne  fait  pas  usage  du  théorème  que  toute  équation  algébrique  a  une  racine  au 
moins;  car  ce  serait  introduire  les  quantités  algébriques  dans  une  recherche 
fondamentale  d'Algèbre  où  elle  n'a  rien  à  faire. 

La  théorie  du  résultant  de  deux  fonctions  entières  est  ensuite  exposée  avec 
de  grands  détails.  On  cherche  successivement  la  condition  suffisante  et  la  con- 
dition/iece^^ai'ye  pour  que  les  deux  fonctions  entières  données  aient  un  diviseur 
commun;  on  montre  ensuite  que  ces  deux  conditions  sont  identiques.  A  l'aide 
de  l'algorithme  du  plus  grand  commun  diviseur  seulement,  le  résultat  peut 
être  obtenu  dans  chaque  cas  particulier. 

On  définit  ensuite  ce  que  l'on  entend  par  domaine  générai  de  rationalité, 
et  l'on  donne  enfin  la  théorie  de  la  réductibililé  des  fonctions  entières  dans  un 
domaine  général. 

Lorsqu'on  se  propose  d'étudier  parallèlement  aux  fonctions  entières  les  sys- 
tèmes de  fonctions  entières  et  lorsqu'on  cherche  à  les  décomposer  en  systèmes 
irréductibles,  on  s'aperçoit  bientôt  qu'il  est  commode  de  généraliser,  d'une 
façon  déterminée,  la  notion  de  divisibilité.  Cette  généralisation  est  l'objet  du 
troisième  Chapitre,  tandis  que  la  décomposition  des  systèmes  de  fonctions  est  elle- 
même  abordée,  dans  toute  sa  généralité,  dans  le  quatrième  Chapitre  du  ÎNIèmoire. 
Après  avoir  étendu  la  théorie  du  résultant  à  la  rechei'chc  des  résultants  pris 
suivant  un  module  déterminé,  on  montre  aussi  dans  le  troisième  Chapitre 
comment,  à  l'aide  des  systèmes  de  modules,  on  peut,  sans  faire  usage  des 
nombres  et  fonctions  algébriques,  décomposer  une  fonction  entière  dans  un 
domaine  général  de  rationalité.  En  eonii)araut  ccite  recherche  à  celle  (jui  ter- 
mine le  second  Chapitre,  on  voit  bien  nettement  ravantaj;e  des  nietiioch^s  pure- 
ment algébriques  sur  celles  qui  ne  le  sont  pas. 

Dans  le  quatrième  Chapitre,  le  cas  général  de  la  (léeoin|)osilioii  d'un  sys- 
tème formé  par  un  nombre  quelconque  m  de  fonctions  d'un  nonibro  (juelcon(|uc 
\j.  de  variables  est  précédé  du  cas  particulier  de  la  décomposition  des  systèmes 
l'ormés  d'abord  de  deux  et  ensuite  d'un  nondire  (juelcoutiue  de  fonctions  de 
deux  variables  seulement. 

Ihdl.  des  Sciences  nujlliém.,  2"  série,  t.  \11!.  (  Nox-uibie  iSSq.)  U.iC» 
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Enliii,  dans  un  dcM'nier  Cliapilrc,  les  rcclierclies  prccédcnlcs  sonL  appliqncel 
à  la  théorie  générale  de  l'ëUmination,  {z'c?>i-i\-(\\rc  à  l'cludc  d'un  syslèrne  formé 
par  un  nombre  quelconque  jyi  d'équalions  entre  un  nombre  également  (|ucl- 
conque  ;x  d'inconnues  :  on  y  trouve  nettement  établie  la  notion  arithmétique 
de  rang  d'un  système.  Cette  notion  est  de  la  plus  haute  importance  et  la  dé- 
nomination de  M.  AFolk  a  été  adoptée  par  M.  Kroneeker  qui  a  substitué  le  mot 
rang  au  mot  Stufe  dans  ses  Communications  à  l'Académie  des  Sciences  de 
Berlin.  Cette  notion  de  rang  d'un  système  est  déjà  donnée  géométriquement  au 
début  du  troisième  Chapitre,  pages  5i  et  52  du  Mémoire. 

B ois- Rey moud  [P.  du).    —  Sur  le  concept  de  longueur  d'une 
courbe.  (loy-i  lo). 

Remarques  relatives  aux  Mémoires  de  M.  Scheciïer  insérés  dans  le  tome  pré- 
cédent des  Acta. 

Weierstrass.  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,   (iio- 
228). 

C'est  la  traduction,  par  M.  l'abbé  Pantonnicr,  d'un  Mémoire  qui  a  paru  en 
allemand,  dans  les  Sitzungsberichte  de  l'Académie  de  Berlin  et  qui  a  été  ana- 
lysé à  ce  titre  dans  le  Bulletin  (t.  XI,,  p.  286). 

Riinge.  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  analytiques  uniformes. 

(228-244). 

L'auteur  s'occupe  d'une  question  que  M.  Mittag-Lefflcr  se  trouvait  avoir  ré- 
solue dans  son  Mémoire  classique  par  une  voie  tout  autre.  Les  ingénieuses  re- 
cherches de  ]\L  Runge  ont  d'ailleurs  été  entièrement  indépendantes  de  celles 
du  savant  directeur  des  Acta. 

Dans  la  première  Partie,  il  s'agit  de  montrer,  d'une  part,  que  le  domaine  de 
validité  d'une  fonction  {Gûltigkeitsbereich) ,  c'est-à-dire  l'ensemble  des  points 
où  la  fonction  est  régulière  et  de  ses  pôles,  n'est  soumis  à  aucune  autre  condi- 
tion que  d'être  connexe  et,  d'autre  part,  que  toute  fonction  analytique  uniforme 
peut  être  représentée  par  une  série  unique  dont  les  termes  sont  des  fonctions 
uniformes  de  la  variable,  valable  dans  tout  le  domaine  de  validité.  Cette  série 
s'obtient  en  considérant  l'intégrale  de  Cauchy 


i 


JL   fil 
■Ai-,'      z 


f{z)dz 


X 


et  en  remarquant  que  la  définition  même  de  cette  intégrale  comme  limite  d'une 
somme  fournit  une  fonction  rationnelle  qui  i)eut  en  approcher  autant  qu'on 
veut. 

Dans  la  seconde  Partie  de  son  Mémoire,  M.  Runge  montre  qu'une  série  dont 
les  termes  sont  des  fonctions  rationnelles  peut  représenter  une  fonction  analy- 
tique avec  un  domaine  de  validité  prescrit  à  l'avance,  à  supposer  seulement  que 
ce  domaine  soit  connexe. 

Runge.  —  Sur  la  théorie  des  fonctions   analytiques.  (245-248). 

Exemple  d'une  série  dont  les  termes   sont  des  séries   procédant  suivant  les 
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puissances  enlièrcs  d'une  variable,  avec  un  même  domaine  de  convergence,  ^af 
ne  converge  pas  uniformément,  et  qui  cependant  représente  une  fonction 
monogène.  Ainsi  la  condition  établie  par  M.  Wcierstrass  comme  suffisante 
{Bulletin,  t.  Vj,  p.  157)  n'est  pas  nécessaire. 

Kowalevski  (S.).  —  Sur  la  propagation  de  la  lumière  dans  les 
milieux  cristallisés.  (249-30/1). 

Dans  ses  Leçons  sur  l'élasticité,  Lamé  a  ramené  la  question  de  la  propaga- 
tion de  la  lumière  dans  un  milieu  cristallisé  à  l'intégration  des  équations  simul- 
tanées aux  dérivées  partielles  que  voici  : 


<H 


\dy       dx  J  \dx       dz  j 


—  c-  — — =^-^ b- 


dt-  dy  dz 

(1)  {  d-n  _  _,.    \ds       dyj  \ay       dx 


ât'  Oz  dx 

dt^  dx  dy 

t  représente  le  temps;  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  du  milieu  vibrant,  ;, 
■r\,  î^  les  projections  de  l'écart  de  ce  point  de  sa  position  d'équilibre;  a,  0,  c  les 
constantes  optiques  du  cristal. 

M™"  Kowalevski  commence  par  rappeler  les  recherches  de  Lamé  relatives  à 
ces  équations;  ces  recherches,  si  profondes  qu'elles  soient,  n'ont  pas  abouti;  et 
la  solution  analytique  à  laquelle  Lamé  était  parvenu  correspond  à  un  mouve- 
ment qui  est  physiquement  impossible;  en  sorte  que  Lamé  avait  été  amené  à 
introduire  des  hypothèses  physiques  sur  la  valeur  et  sur  les  conséquences  des- 
quelles il  n'a  d'ailleurs  pas  insisté. 

En  1881,  M.  Weierstrass  avait  communiqué  à  M'""  Kowalevski  des  résultats 
d'une  haute  importance  théorique,  car  ils  aboutissent  à  l'intégration  générale 
des  équations  (i);  ces  résultats,  M'"''  Kowalevski  les  développe  avec  toute  l'am- 
pleur désirable  (p.  254-279);  mais  ces  recherches  n'avaient  pas  eu  d'application 
et  il  était  réservé  [à  ]M™°  Kowalevski  d'en  déduire  la  solution  complclo  du  pro- 
blème physique.  Elle  parvient  en  effet,  dans  la  dernière  partie  de  son  Mémoire, 
à  un  système  de  formules  pour  \,  r,,  ^,  composées  avec  des  intégrales  triples 
relatives  à  tous  les  points  de  l'espace  limités  par  une  nappe  (extérieure  ou  inté- 
rieure) d'une  surface  d'ondes  correspondant  à  une  valeur  (|uclcon(|ue  de  /,  les- 
quelles satisfont  aux  équations  (i)  et,  pour  t  —  o,  se  réduisent,  ainsi  que  leurs 
premières  dérivées  par  rapport  à  t,  à  des  fonctions  données  de  x,  y,  c,  qui 
doivent  toutefois  être  choisies  en  accord  avec  l'équaliou 

d\       d-n       d'; 
dx       dy       dz 

Ces  formules  générales  définissent  un  niouvcniont  ph\si(|U(Mncnl  possible, 
sans  le  secours  d'hypothèses  étrangères. 

lluni^c.  —  DéveloppcMKMit  des  rnriiies  (riine  ('(piation  al^«'b^  que 
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en   sommes    de   fonctions   rationnelles  des   coefficients.   (3o5- 

:3i8). 

Daniel  Bernoulli  a  montré  que  le  rapport 

où  S„  désigne  la  somme  des  puissances  n'"""'  des  racines  d'une  équation  algé- 
brique, a  pour  limite  la  racine  de  plus  petit  module,  s'il  n'en  existe  qu'une 
seule.  M.  Runge  fait  la  remarque  extrêmement  simple  que  voici  :  si  a?,,  x,^,  ..., 
a7,j  sont  les  racines  d'une  équation  et  si  x  est  un  point  fixe  du  plan,  assujetti 
à  être  plus  près  de  la  racine  x  que  des  autres,  la  quantité 


H,(^) 


S(^.—  x)-'^ 


^{x. 


X 


quand  le  nombre  entier  positif  }v  augmente  indéfiniment,  tend  vers  x^—x;  en 
sorte  que  la  série 

^+R,+  (H,-RJ  +  (K3-HJ+..., 

dont  les  termes  sont  manifestement  des  fonctions  rationnelles  des  coefficients 
de  l'équation,  converge  vers  x^.  M.  Runge  étudie  d'une  façon  approfondie  la  li- 
mitation du  domaine  de  convergence  d'une  telle  série  lorsqu'on  regarde  comme 
variables  (indépendantes  ou  non)  les  coefficients  de  l'équation;  ce  domaine  est 
limité  par  les  parties  d'une  configuration  algébrique  d'une  dimension  moindre 
d'une  unité  que  le  domaine  de  variabilité  des  coefficients.  Si,  par  exemple, 
ceux-ci  sont  des  fonctions  rationnelles  d'une  variable  imaginaire,  les  régions 
de  convergence  seront  limitées  par  des  portions  de  courbes  algébriques  et  le  fait 
de  traverser  une  de  ces  portions  de  courbes  correspondra  à  une  substitution 
eifectuée  sur  les  racines  x^,  x^,  ....  x,^. 

Stieltjes.  —  Un  théorème  d'A.lgèbre.  (3 1 9-820). 
Si 


a,      6,      c, 

a',     b' ,     c', 

a",     b",     c", 


A,      B,      C, 

A',     B',      C, 
A",     B",     G" 


sont  les  coefficients  de  deux  substitutions  orthogonales  à  déterminant  4-i,  le 

déterminant 

A-ha       B-h  b       C  +  c 

V+a'     B'-hb'     C'+c' 

A"  +  a"    B"  +  b"    G"  +  c" 

ne  peut  s'annuler  sans  que  ses  mineurs  du  premier  degré  s'annulent  aussi. 

Le  théorème  analogue  est-il   vrai  dans  le  cas  de  deux  substitutions  ortho- 
gonales d'ordre  quelconque? 

Stieltjes.  —  Sur  certains  polynômes  qui  vérifient  une  équation 


II 
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difFérenlielle  linéaire  du  second   ordre  et    sur    la   théorie   des 
fonctions  de  Lamé. 

Heine  {Kugelfimctioiien,  1"  édition,  t.  I,  p.  472,  etc.)  a  montré  que,  V  et  B 
étant  deux  polynômes  donnés  quelconques  en  x^  le  premier  de  degré  />  +  1,  le 
second  de  degré  p  —  i  au  plus,  il  existe 

/»    ^^_  (^+0(^^  +  2)(/i  H-3). ..(/?  +  /?  — i) 

yiii  p  )  —  —^ . 

1.2.0...^  —  I 

déterminations  du  polynôme  C,  telles  que  l'équation 

admette  comme  intégrale  un  polynôme  en  x  de  degré  n. 

M.  Stieltjes  établit  les  propositions  suivantes  : 

Lorsque  les  racines  a^,  a^,  ...,  a  sont  toutes  réelles,  inégales,  et  que  les  ré- 
sidus de  la  fraction  rationnelle  -^  relatifs  à  ces  racines  sont  tous  positifs,  les 

{n,  p)  déterminations  du  polynôme  C  sont  toutes  réelles,  ainsi  que  les  poly- 
nômes correspondants  jK  du  degré  n.  Si  y^  est  un  de  ces  polynômes,  les  racines 
de  l'équation  y^  =  o  sont  réelles,  inégales  et  distribuées  dans  les  p  intervalles 
des  racines  de  A  =  o. 

Il  est  clair  qu'on  peut  distribuer  n  quantités  dans  p  intervalles  de  {n,  p) 
manières;  or  il  arrive  que  les  racines  des  polynômes  y  présentent  en  ciïet 
toutes  ces  distributions,  en  sorte  qu'un  tel  polynôme  est  parfaitement  carac- 
térisé par  la  distribution  de  ses  n  racines  dans  les  p  intervalles  des  racmes 
«o>  «1,  . .  -,  Cl.,  des  racines  de  l'équation  A  =  o. 

Stem.  —  Remarque  sur  les  sommes  de  diviseurs.  (327-328). 

Cette  remarque  se  rapporte  à  la  Communication  de  M.  Zcller  {Acta,  t.  IV, 

p.  4i5). 

Weber.  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  (329-416). 

Cet  important  Mémoire  constitue  un  exposé  d'ensemble,  très  condensé  et 
très  clair,  de  la  théorie  de  la  transformation,  qui  aboutit  aux  applications  à  la 
théorie  des  nombres.  L'auteur  n'a  pas  craint  de  reprendre  les  choses  au  début: 
c'est-à-dire  à  la  définition  des  fonctions  B  de  Jacobi,  considérées  connue  des 
séries.  M.  Weber  rejette  en  edet  de  son  exposition  les  démonsiralions  (pii  re- 
posent sur  l'emploi  des  produits  infinis,  malgré  les  simplilicutions  qu'introduit 
parfois  la  considération  de  ces  produits. 

Il  fait  observer  à  cet  égard  que  les  démonstrations  fondées  sur  les  séries 
peuvent  s'étendre  aux  fonctions  0  à  plusieurs  variables,  et  qu'il  n'en  peut  ctie 
de  même  de  celles  qui  reposent  sur  les  produits  infinis. 

Voici  les  principales  subdivisions  de  son  iMémoire. 

Première  Section. 

1.  Les  fonctions  (-)  du  /u''"'"  ordre. 

2-3.  Les  fonctions  C->  du  premier  cl  du  second  nrdrc. 
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4.  Les  fondions  2r„. /,(««,  /^w)  cL  lu  fonclion  7)(o)). 

5.  Transformation  linéaire. 

Deuxième  Section. 

G.  Les  fonctions  elliptiques. 

7.  Le  module  et  l'invariant  (absolu)  regardés  comme  variables  indépendantes. 

Troisième  Section. 

8.  Le  théorème  d'addition. 

!).  Multiplication  des  fonctions  elliptiques. 

10.  Division  des  fonctions  elliptiques  par  2  et  les  puissances  de  2. 

11.  Division  par  un  nombre  impair. 

12.  Division  des  périodes. 

13.  Le  groupe  de  Galois  et  les  facteurs  irréductibles  de  l'équation  de  division. 

14.  Retour  à  l'équation  de  division  et  aux  équations  de  transformation. 

15.  Equations  de  transformation  particulières. 

16.  Deuxième  représentation  des  racines  des  équations  de  transformation. 

17.  L'équation  des  invariants. 

Quatrième  Section. 

18.  La  multiplication  complexe. 

19.  Sur  les  relations  entre  les  invariants  de  classes  des  diflerents  ordres. 

20.  Lemmes  de  la  théorie  des  fonctions  algébriques  (Dedekind). 

21.  Partage  de  l'équation  de  classes  en  facteurs. 

J.  T. 


ANNALES  DES  MINES  (O. 

8"  série.  —  Tome  IX;  i^'"  semestre  i886. 

Thirc  (A.).  — Profil  des  cames  des  bocards.  (282-800,  i  planche). 

Le  profil  habituellement  adopté  pour  les  cames  est  celui  d'une  développante 
de  cercle.  Ce  profil,  auquel  on  avait  autrefois  donné  la  forme  circulaire,  paraît 
avoir  été  recommandé  pour  la  première  fois  par  Bélidor.  C'est  du  reste  ce  que 
l'on  peut  conclure  d'un  Mémoire  de  Lefroy  sur  les  machines  à  pilons,  publié  en 
i8o3  dans  le  Journal  des  Mines. 

Cette  règle,  reproduite  dans  les  principaux  Ouvrages  de  Mécanique  appliquée, 
devint  rapidement  classique,  et  le  tracé  en  développante  est  aujourd'hui  indique 
partout  pour  le  profil  des  cames  des  bocards  (Poncelet,  Morin,  Bour,  Rcsal, 
Callon-Boutan,  Ad.  Lesoinne,  Kittinger,  Gaetzchmann,  etc.). 

L'auteur  de  ce  Mémoire  montre  que  ce  tracé  convient  aux  pilons  avec  fente 
en  fenêtre  pour  laisser   passer  la  came,  et  qu'il   est  très  défectueux  pour  les 


(')  Voir  Bulletin,  I„,  017,  11^,  io5,  IV^,  20^1,  VII,,  Ho,  VIII,,  08,  M,,  122. 
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pilons  ordinaires  munis  d'un  nnentonnet  en  saillie.  Il  serait,  pour  ces  derniers, 
très  avantageusement  remplacé  par  le  profil  en  arc  de  cercle,  dont  le  fonc- 
tionnement est  plus  parfait  et  le  trace  plus  facile. 

Enfin  la  développante  de  cercle  convient  aux  pilons  usités  en  Californie,  et 
dans  lesquels  la  came,  placée  de  côté  par  rapport  à  la  tige,  saisit  la  base  du 
manchon  monté  sur  la  tige. 

Villié  {E.).  —  Note  sur  la  délimitation  théorique  de  la  zone  des 
affaissements  dus  aux  travaux  de  mines.  (3oi-3i2,   i  planche). 

Une  couche  souterraine  repose  sur  un  massif  sur  lequel  elle  surplombe;  elle 
n'est  soumise  qu'à  l'action  de  son  poids  et  de  celui  des  couches  qu'elle  sup- 
porte, ce  poids  étant  d'ailleurs  suffisant  pour  amener  sa  rupture,  quelle  sera  la 
direction  de  la  ligne  de  rupture? 

Le  poids  qui  produit  la  rupture  étant  maximum  quand  le  plan  de  rupture 
passe  par  le  point  d'appui  de  la  couche,  c'est  par  ce  point  que  passera  le  plan 
qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Cela  posé,  il  y  a  lieu  de  traiter  la  question  dans  deux  cas  extrêmes  : 

i"  La  couche  est  assez  peu  épaisse  pour  que,  quelle  que  soit  la  direction  du 
plan  de  rupture  de  cette  couche,  on  puisse  regarder  la  force  qui  produit  la  rup- 
ture comme  constante  de  grandeur  et  de  position. 

2"  La  couche  n'est  surmontée  d'aucune  autre  et  se  rompt,  par  consé(iucnt, 
sous  l'action  de  son  seul  poids. 

Il  est  juste  d'observer,  avec  l'auteur,  que  les  problèmes  qui  précèdent  ne 
sont  pas  la  reproduction  rigoureuse  de  ce  qui  se  passe  en  pratique. 

Resal  [IL).  —  Sur  les  conditions  de  résistance  de  quelques  élé- 
ments des  portières  de  l'écluse  de  la  Monnaie.  (33r)-3.'î>J7 
I  planche). 

Ces  portières,  qui  sont  en  fer,  ont  été  construites  en  i85.3  et  i853  dans  les 
ateliers  de  M.  Cave,  mais  il  ne  paraît  pas  que  l'on  ait  publié  à  ce  sujet  une 
étude  théorique  sur  les  équarrissages  des  différentes  pièces  qui  conslitucnt  un 
vantail. 

La  présente  Notice  a  pour  objet  de  combler  cette  lacune,  au  moins  en  ce  ((ui 
concerne  la  déformation  et  la  résistance  des  entretoises  horizontales. 

Keller  (^0.).  —  Conditions  théoriques  de  résistance  des  fonds 
plats  circulaires  des  appareils  à  vapeur.  (346-36^),  i  planclu"). 

L'explosion  d'un  récipient  de  vapeur,  surNcnue  en  iSS')  dans  une  l".il)ri(|uo  do 
papier  à  Fontenay  (Loiret),  tout  en  n'occasionnant  (jue  dc^s  dégâts  matériels, 
a  présenté  des  particularités  dignes  d'attention,  au  point  (\c  vue  de  la  résistance 
des  plateaux  en  fonte  formant  les  deux  extrémités  du  corps  cylindrique. 

L'étude  des  modifications  de  l'élasticité  exige  l'emploi  dos  plus  hautes  spécu- 
lations des  théories  physiques  et  matliémaliques.  Il  sulTit  de  r.ippclcr  qu(> 
Lamé,  Clapeyron,  Poisson,  Caucliy,  Clebsch  ont  a|)pli(|ué  leurs  mcdilalions  à 
ce  difficile  [)r()blème.  En  particulier,  dans  une  de  ses  additions  aux  ruerons  de 
Clebsch,  IM.  Barré  de  Saint-Venant  a  élaMi  rr(|iiatiitn  (!»>  la  llètlie  /*  iiuo  prcml 
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une  phuiuc  circulaire  de  rayon  n,  d'épaisseur  (pieleonque  as.  uniformcnncnt 
sollicitée  périme  charge  q,  dans  les  deux  cas  de  la  plaque  posée  par  son  bord 
sur  un  appui  circulaire  et  de  la  plaque  encastrée.  Ces  deux  fornnules  sont,  res- 
pectivement, 

5,i20  7:£'\  7 

/         33   £^ 


/=G 


i_l ^ 


"^  G     I,024Tr£^ 


G  désignant  le  coefficient  d'élasticité  de  glissement  ou  de  torsion. 
Ces  expressions  des   flèclies  centrales,  si   l'on  y  cfl'ace   le  terme  en  —,  sont 

exactement  conformes,  sauf  la  diirérence  de  notations,  à    celles   que   Poisson  a 
trouvées  en  1828,  en  les  déduisant    de    l'intégration  de    la   célèbre  équation  de 
Lagrange,  aux  dérivées  partielles  du  quatrième  ordre,  relative  à  l'équilibre  des 
plaques  minces. 
Les  conditions  de  la  pratique  se  trouvant  ici  justifier  l'emploi  de  ces  formules, 

5 
on  en  déduit  que  la  flèclic/'  (pièce  encastrée)  est  —■>  soit  environ  quatre  fois 

plus  petite,  sous  une  pression  donnée,  que  la  flèche/ (pièce  posée). 

En  remarquant  l'analogie  de  ces  formules  avec  celles  de  la  résistance  des 
barres  prismatiques,  on  est  amené,  pour  les  charges  qui  déterminent  la  rupture, 
aux  évaluations  suivantes  : 

567       E/9rt2 


R  = 
R'  = 


6,4oo     Ge- 

128     Ge- 


E  désignant  le  module  d'élasticité, />  la  pression  de  vapeur  par  unité  de  surface. 
Bien  qu'il  n'existe  pas  de  résultats  d'expériences  sur  la  résistance  des  plaques 
de  fonte,  les  formules  précédentes  font  voir  un  avantage  marqué  en  faveur  des 
plaques  encastrées.  Il  sera  bon  que  les  constructeurs  profitent  de  cette  indica- 
tion, mais  il  conviendra  d'employer  aussi  des  dispositions  spéciales  pour 
augmenter  la  résistance  du  profil  de  ces  plaques. 

Tome  X;  2"  semestre  j88G. 
Ce  volume  ne  renferme  aucun  Mémoire  ayant  trait  aux  Mathématiques 


Tome  XI;   1*"'"  semestre  1887. 

Alby.  —  Note  sur  des  expériences  de  congélation  des  terrains. 
(5G-8G,  I  planche,  8  tableaux,  avec  figures). 

Ces  expériences  ont  été  exécutées  en  octobre  188."),  dans  les  ateliers  de 
■MM.  ilouart  frères.  Elles  ont  porté  sur  deux  points  distincts  :  le  premier  est  la 
formation  de  la  couche  de  glace  autour  des  tubes  à  circulation  de  liquide  in- 
congelable;  le  second  la  résistance  des  terrains  congelés. 

Les  dispositions  et  les  conditions  de  ces  expériences  ont  été   inspirées  de  la 
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(JescripLion  de  la  méthode  de  fonçage  des  puits  de  mines  en  terrains  aquifères, 
imaginée  par  M.  Pœtsch,  et  décrite  dans  un  précédent  travail  de  M.  Lebreton 
(voir  Bulletin,  XT^,  12,3). 

Entre  autres  résultats,  ces  expériences  ont  montré  que  le  solide  congelé  prend 
la  forme  ellipsoïdale,  ce  qui  est  d'accord  avec  les  conclusions  de  M.  Potier  au 
sujet  des  surfaces  isothermes  autour  d'une  source  de  chaleur  rectiligne  dans  le 
cas  de  l'équilibre  mobile  de  température. 

Thiré  (A.).  —  Sur  la  théorie  du  planimètre  d'Amsler.  (i2i-i3i, 
I  planche). 

Les  Annales  des  Mines  ont  déjà  donné  (fi«  série,  XIX,  1871;  8«  série,  I,  1882, 
et  III,  i883)  la  description  et  l'usage  du  planimètre  d'Amsler  et  ont  publié 
diverses  théories  de  cet  ingénieux  instrument.  L'auteur  s'est  proposé  d'en  pré- 
senter ici  une  théorie,  basée  sur  une  méthode  assez  simple,  et  qui  conduit  suc- 
cessivement à  quelques  propriétés  géométriques  du  planimètre. 

Pelletan.    —  Mémoire    sur  l'extension  des   plaques   élastiques. 
(228-289,  J  planche). 

Simplifications  à  la  méthode  de  Clebsch,  exposée  dans  l'Ouvrage  de  ce 
géomètre,  Théorie  de  l'élasticité  des  corps  solides,  traduction  de  M.  de  Saint- 
Venant,  i885. 

Tome  XII;  2^  semestre  1887. 
Marié  (G.).  —  Les  régulateurs  de  vitesse.  (i()3-a6(),  2  planches). 

En  1878,  l'auteur  avait  déjà  publié  une  étude  théorique  sur  les  régulateurs. 
Il  avait  montré  que  les  régulateurs  isochrones,  qui  rendent  de  grands  services 
dans  la  construction  des  petits  moteurs  donnant  le  mouvement  aux  appareils 
d'Astronomie,  ne  trouvaient  pas  leur  application  dans  les  machines  à  vapeur. 
II  avait  en  outre  établi  les  principes  sur  lesquels  doit  reposer  la  construction 
des  régulateurs  de  vitesse,  de  pression,  de  température,  etc.  Mais  il  était  né- 
cessaire de  compléter  cette  étude  théorique  par  l'examen  détaillé  de  toutes  les 
précautions  à  prendre  pour  le  montage  des  régulateurs,  des  valves,  etc.,  d'après 
les  indications  de  la  pratique;  c'est  ce  qui  fait  l'objet  du  présent  Mémoire. 


Tome  XIII;  i^'"  semestre  1888. 

Le  C  haie  lier  {IL).  —  Recherches  expérimenlah's  ol   llu'oriqucs 
sur  les  équilibres  chimiques.  (iS^-SSi?,  i  5  figures). 

La  notion  de  la  réversibilité  a  vivement  conlribué  à  étendre  la  port^^e  philo- 
sophique de  l'étude  des  phénomènes  physiques.  Par  exemple,  un  corps  llollant 
sur  un  liquide  prend  un  état  d'équilibre  qui  ne  dépend  pas  des  étals  antérieurs 
par  lesquels  ce  système  est  passé.  Les  facteurs  de  cet  équilibre  sont  le  poids 
du  corps  flottant  et  la  densité  du  liquide.  Si  l'un  de  ces  facteurs,  le  poids  par 
exemple,  est  modifié,  une  déformation  se  produit  dans  le  système;  mais,  si  l'on 

Jhdl.  des  Sciences  nuithém.,  2"  série,  l.  Mil.  (  Dt'cciiibre  iS8().)  H. 17 
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ramène  le  poids  à  sa  valeur  primitive,  le  corps  (loltant  reviendra  à  sa  posilion 
primitive.  La  déformation  du  système  est  dite  réversible. 

De  même,  la  dilatation  d'une  barre  de  métal  sous  l'influence  de  la  tempéra- 
ture représente  un  état  d'équilibre  réversible. 

Les  réactions  chimiques  donnent  lieu  également  à  des  phénomènes  d'équi- 
libre; elles  peuvent  s'arrêter  avant  d'être  complètes  dans  un  état  stable  indé- 
pendant des  états  antérieurs  du  système,  et  les  déformations  du  système  en  équi- 
libre sont  réversibles.  La  dissociation  du  carbonate  de  chaux  ofTre  l'exemple 
d'un  système  dont  les  déformations  sont  réversibles. 

Après  avoir  montré  que  les  phénomènes  chimiques  présentent,  aussi  bien  que 
les  phénomènes  physiques,  les  mêmes  caractères  de  réversibilité,  la  détermina- 
tion des  facteurs  de  l'équilibre  chimique  est  le  premier  point  à  aborder. 

Si  l'on  prend  pour  terme  de  comparaison  les  systèmes  purement  mécaniques, 
l'étude  de  ces  derniers  peut  se  diviser  en  trois  parties  : 

Cinématique, 
Dynamique, 
Résistances  passives, 

que  l'on  retrouve  identiques  dans  les  systèmes  chimiques. 

Après  avoir  établi  le  parallélisme  de  ces  subdivisions  avec  les  '  subdivisions 
analogues  présentées  par  les  réactions  chimiques,  l'auteur  s'est  donné  pour  but 
de  prouver  que  l'étude  du  mouvement,  de  la  déformation  d'un  système  chimique 
peut  être  ramenée  à  l'étude  de  l'équilibre.  Tout  système  hors  d'équilibre  se 
déplace  pour  arriver  à  une  position  d'équilibre  stable. 

A  chaque  réaction  dont  un  système  chimique  peut  être  le  siège,  correspond 
un  état  d'équilibre  particulier. 

La  réversibilité,  caractère  nécessaire  de  l'équilibre,  est  souvent  masquée  par 
les  résistances  passives  qui  s'opposent  à  toute  déformation  dans  une  direction 
quelconque.  On  peut,  dans  certains  cas,  tourner  cette  difficulté,  en  faisant  in- 
tervenir une  action  de  présence  qui  rende  possibles  les  transformations  chimi- 
ques du  système.  Les  actions  de  présence  n'ont  aucune  influence  sur  l'état 
d'équilibre  d'un  système. 

Les  conditions  qui  influent  sur  l'état  d'équilibre  d'un  système,  c'est-à-dire  les 
facteurs  de  l'équilibre,  sont  :  comme  facteurs  externes,  la  pression  P,  la  tempé- 
rature T  et  la  force  électromotrice  E  ;  comme  facteurs  internes,  l'état  chimique, 
l'état  physique  et  la  condensation  G  des  corps  en  présence. 

Le  sens  de  la  déformation  d'un  système  produit  par  la  variation  d'un  des 
facteurs  de  l'équilibre  est  défini  par  la  loi  suivante  de  réciprocité,  que  l'auteur 
a  proposé  d'appeler  loi  d'opposition  de  l'action  à  la  réaction  :  Toute  variation 
d'un  facteur  de  l'équilibre  amène  une  transformation  du  système  qui  tend  à 
faire  éprouver  au  facteur  considéré  une  variation  de  signe  contraire  à  celle 
qu'on  lui  a  communiquée. 

La  recherche  mathématique  de  la  fonction  d'équilibre  présente  un  grand  in- 
térêt pour  les  physiciens  et  les  chimistes. 

En  premier  lieu,  la  fonction  d'équilibre  est  une  fonction  continue,  ainsi  ([ue 
l'a  prévu  M.  Vicaire  et  comme  cela  a  été  démontré  par  les  expériences  de  l'au- 
teur, en  collaboration  avec  INL  Mallard,  ce  qui  a  permis  de  généraliser  des  ré- 
sultats obtenus  par  Bunsen. 

Pour  déterminer  la  forme  précise  de  l'équation  d'équilibre,  on  tire  un  grand 
secours  des  principes  de  la  Thermodynamique;  mais,  à  cause  de  leur  généra- 


i 
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lité,  il  n'y  a  encore  que  deux  principes  dont  on  ait  fait  une  application  rigou- 
reuse à  la  Chimie  :  la  formule  des  tensions  de  vapeur  établie  par  Clapeyron  et 
complétée  par  Clausius 

-^  dT  -i-  A  (  V  -  \'  )  dP  =  o, 
et  la  formule  des  piles  établie  par  Helmholtz 

^  <iT  +  A' I  rfE  z^  o. 
On  en  déduit,  pour  la  fonction  d'équilibre,  une  relation  de  la  forme 


dT       ^  dE  dP 


o, 


a,  [i,  Y  représentant  les  quantités  d'énergie  gagnées  par  le  système  sous  forme 
de  chaleur,  électricité  et  travail,  par  le  fait  d'une  déformation  virtuelle  com- 
patible avec  les  liaisons,  c'est-à-dire  définie  par  l'équation  chimique  de  la 
réaction  considérée  et  effectuée  à  pression,  force  électromotricc  et  température 
constantes. 

On  remarquera  l'analogie,  et  mieux  encore  l'identité  absolue  de  cette  for- 
mule avec  celle  que  donne,  en  Mécanique,  le  théorème  du  travail  virtuel  ap- 
pliqué à  un  système  déformable  dans  des  conditions  analogues  à  celles  qui  sont 
étudiées  ici. 

Le  Mémoire  est  terminé  par  l'exposé  de  considérations  théoriques,  parmi  les- 
quelles on  signalera  les  conclusions  tirées  de  l'entropie  S  de  M.  Clausius  et  de 
la  fonction  caractéristique  H'  de  M.  Massieu,  définies  par  les  relations 


dO 

H'^ST- U-APV  — A'EI, 


le  principe  de  Clausius  et  le  principe  de  Gibbs  (voir  Bulletin,  \1_,,  !"  Partie, 

p.  122  et  iSg.  Mémoire  de  M.  Duhem). 

Signalons  enfin,  entre  autres  résultats,  l'équation  caractéristique  des  courbes 

de  solubilité 

.dC  I      L  dT 

*-c  -ÂR-^r-  ="' 

dont  la  discussion  rend  compte  des  formes  singulières  et  restées  inexpliquées 
de  ces  courbes. 

Dans   ces   relations,  A    désigne    l'équivalenl    raloriHiHK*   du   travail    ou  -, — ,  . 

I  '  I 

PV 

R  la  (juantité  -=^7  U  l'énergie  interne,  F.  la  chaleur  lalcnU^  Ac  réaction  a  pres- 
sion et  température  constantes,  C  la  condensation,/  mu- consiauic  voisine  di-  i. 
L'  la  chaleur  latente  de  réaction  à  voIiiiik^  constant. 


Tom(^  XIV;  2"  scmoslic  1S8S. 

Ricoiir.  —  Les  j)ri\  de  ih'vIcmiI  sut-  les  cluMiiiiis  de  l'ci-.  i  i3i-i(u, 
-    2  plan  cil  os). 


i(,6  SECONDE   TAUTIE. 

Celle  élude  est  divisée  en  deux  Parlies,  ayant  pour  objet  : 

i"  Les  relations  entre  le  prix  de  revient  de  l'unité  de  trafic,  la  fréquentation 
et  la  déclivité; 

:>"  La  comparaison  des  prix  de  revient  de  la  traction  de  divers  réseaux,  et 
rinduence  de  la  rampe  caractéristique. 

Pour  ces  diverses  notions,  il  y  a  lieu  de  rappeler  les  précédents  exposés  de 
l'auteur,  soit  dans  le  même  Kecueil  (2*  semestre  1887),  soit  dans  les  Annales 
des  Ponts  et  Chaussées  (même  semestre)  où  s'est  engagée  une  intéressante 
discussion  avec  M.  rvioblemaire. 

Râteau  {A.).  —  Etude  sur  les  appareils  Piccard  pour  la  vapori- 
sation des  dissolutions  salées  et  sur  l'euiploi  du  travail  pour 
obtenir  de  la  chaleur.  ( 3^^7-463,  5  planches). 

Le  procédé  d'évaporation  économique  par  compression  de  la  vapeur  a  été 
indiqué  depuis  assez  longtemps  déjà  par  Péclet  (1860)  qui  en  attribue  la  dé- 
couverte à  Pelletan  avant  iS^o.  En  1876,  M.  Piccard  imagina  de  chauffer  la 
saumure  sous  pression,  de  façon  qu'elle  ne  s'évaporât  pas,  puis  de  la  porter 
brusquement  dans  une  enceinte  à  pression  plus  basse,  où,  l'ébullition  se  pro- 
duisant instantanément  et  uniformément  dans  toute  la  masse,  le  sel  se  formerait 
au  sein  même  du  liquide  et  se  déposerait  ensuite  au  fond  du  vase  sans  venir 
s'attacher  aux  parois. 

Lorsque  la  dissolution  saline  est  en  ébullition,  le  sel  se  forme  à  l'état  de 
tout  petits  cubes  :  c'est  du  sel  fin  ;  tandis  que,  si  la  dissolution  s'évapore  tran- 
quillement, en  présence  d'une  atmosphère  gazeuse,  comme  dans  les  poêles  or- 
dinaires des  salines  à  feu,  le  se!  se  forme  à  la  surface  du  liquide  et  s'y  main- 
tient par  capillarité  jusqu'à  ce  que  son  poids  soit  devenu  suffisant  pour  l'entraîner 
au  fond;  il  se  présente  alors  à  l'état  de  trémies  :  c'est  du  sel  gros.  De  là  résul- 
tent les  deux  sortes  d'appareils  Piccard,  à  sel  fin  et  à  sel  gros. 

Le  présent  Mémoire  a  pour  ol)jct  l'étude  des  conditions  d'établissement  et  de 
fonctionnement  de  ces  deux  sortes  d'appareils. 

Resal  (H.).  —  Sur  la  résistance  des  fonds  plats  circulaires  des 
appareils  à  vapeur.  (53o-536). 

Le  calcul  de  l'épaisseur  des  fonds  plats  circulaires,  quand  il  est  basé  exclusi- 
vement sur  la  théorie  mathématique  de  l'élasticité,  présente  des  difficultés 
telles  que  jusqu'ici  elles  n'ont  pu  être  surmontées. 

Aussi  Lamé,  qui  s'est  beaucoup  occupé  de  la  question,  s'est-il  trouvé  réduit 
à  avoir  recours  à  une  induction  théorique  qui  l'a  conduit  à  la  formule 

e'  =  v/Rc, 

où  é,  R  représentent  l'épaisseur  et  le  rayon  du  fond  et  e  l'épaisseur  du  corps 
cylindrique. 

L'induction  de  Lamé,  quoique  très  ingénieuse,  soulève  une  objection,  en  ce 
sens  qu'elle  ne  fait  pas  intervenir  le  mode  d'ajustage  du  fond  et  du  corps  cylin- 
drique. 

L'auteur  s'est  proposé,  dans  celle  Note,  de   traiter  la    (jucstion    en    poussant 
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aussi  loin  que  possible  la  Lhéorie  matlicmatique  de  l'clasticiLé,  puis,  à  l'exemple 
de  Saint-Venant,  et  en  vue  d'arriver  à  une  solution,  en   faisant   intervenir  les 
hj'^pothèses  de  la  résistance  des  matériaux. 
Il  se  trouve  ainsi  amené  à  la  formule 

e'  =  0,791  \J\\e. 

H.  B. 


BULLETIN  DE  LA  Société  Mathématique  de  France  (•). 
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C alla ndr eau.  —  Sur  le  développement  des  fonctions  en  série 
par  la  formule  de  Maclaurin,  dans  le  cas  d'une  variable  réelle. 
(23-33). 

Si,  dans  un  intervalle  fini,  pour  o  ^  ,37  ^  a  la  fonction /(^)  est  représentée  par 
la  série  de  Maclaurin,  clic  continuera  à  être  représentée  par  la  même  série 
tant  que  les  dérivées  successives y'(")(^)  seront  continues  et  que  la  série  de 
Maclaurin  sera  convergente. 

Demartres.  —  Sur  la  courbure  totale  des  surfaces.  (34-35). 

Si  l'on  considère  sur  une  surface  deux  déplacements  infiniment  petits  effec- 
tués à  partir  d'un  môme  point  suivant  deux  directions  conjuguées,  le  produit 
des  àç.yx's.  flexions  correspondantes  par  rapport  à  un  mènje  plan  de  référence 
est  égal  et  de  signe  contraire  au  produit  des  rayons  de  courbure  principaux. 
Voici  comment  M.  Demartres  définit  la  flexion.  Si  sur  une  surface  on  par- 
court un  élément  linéaire  cls,  on  s'éloigne  d'une  (juantité  dit  d'un  plan  de  réfé- 
rence faisant  l'angle  0  avec  le  plan  tangent;  en  même  temps  la  trace  du  plan 
tangent  sur  le  plan  de  référence  Lourne  de  rff  ;  la  (lexion  de  l'élément  ds  est  le 

rapport 

I       dh 

sin^O  cZ-p 

Jamet.  —  Sur  le  rapportanharmonique  d'une  courbe  du  Iroisième 
ordre.  (35-38). 

Salmon  a  prouvé  que  le  rapport  anliarmonique  des  quatre  langcnles  qu'on 
peut  mener  à  une  courbe  du  troisième  ordre  par  un  de  ses  points  est  conslanl. 
M.  Jamet  rattache  ce  fait  à  la  constance  du  rapport  anliarmonique  de  ([ualrc 
solutions  d'une  équation  de  Biccali. 

I^aisanl.   —  Des   rayons   de    courbure    dans  b's    Iranslormalions 
isogonales.  (39-41)- 

(')  Voir  Jhdletin,  \II,,  p.    \i. 
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L;i  IruiisforinalioD  définie  par  la  relation  Y  —  9  (X)  ou  plus  généralcnienl 

Y-/(X)  +  ï/,(\), 

les  foncLions/, /,  étant  des  fonctions  analytiques,  conserve,  comme  on  sait,  les 
angles.  Si  l'on  pose 

le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  (Y)  est  lié  à  celui  de  la  courbe  (X)  par  la 
relation 

-,  =   !.  +^,sin([i+e). 

?  P 

0  désignant  l'inclinaison  de  la  tangente  à  la  courbe  (X). 

[)e  là  on  déduit,  entre  autres  conséquences,  que,  si  les  centres  de  courbure 
d'une  série  de  courbes  passant  par  un  point  (X)  sont  distribués  sur  une  co- 
nique, les  centres  de  courbure  des  courbes  transformées  passant  par  le  point  Y 
sont  aussi  distribués  sur  une  conique. 

Laisant.  —  Démonstration  nouvelle    du   théorème  fondamental 
de  la  théorie  des  équations.  (42-44)- 

Neii.  —  Système  articulé  pour  tracer  la  courbe  symétrique  par 
rapport  à  un  axe  d'une  courbe  donnée.  (44-43)' 

Perrin.  —  Sur  le  système  de  quatre  formes  binaires  simultanées 
(deux  linéaires  et  deux  quadratiques).  (45-6 1). 

L'objet  de  ce  travail  est  d'établir  d'une  manière  complète  les  relations  ou 
syzygies  qui  existent  entre  les  invariants  du  système  de  quatre  formes  binaires 
simultanées,  savoir  deux  linéaires  et  deux  quadratiques.  Ce  système  possède 
i3  invariants  distincts,  reliés  par  20  syzygies  indépendantes,  dont  chacune 
peut  être  transportée  dans  le  domaine  ternaire. 

Pellet.    —    Mémoire   sur   la    théorie   algébrique    des    équations. 

(6i-io3). 

L'auteur  établit,  sans  recourir  à  la  théorie  des  substitutions,  les  propositions 
générales  de  la  théorie  des  équations  algébriques.  Il  applique  ensuite  sa  mé- 
thode aux  équations  dont  dépend  la  division  du  cercle  en  un  nombre  premier 
de  parties  égales,  et  à  celles  qui  se  ramènent  par  une  transformation  linéaire 
aux  équations  binômes. 

Laisant.  —  Sur  les  transformations  planes  non  isogonales.  (io3- 
106). 

Goursat.  —  Note  sur  les  intégrales  pseudo-elliptiques.  (106-120). 

L'auteur  établit  d'abord  par  une  méthode  nouvelle  un  résultat  déjà  obtenu 
I)ar  M.  Halfy  : 
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c  .  r    Nt  —  î\n 

«  boit    t,         _         une  substilulion  de  période  ?.  permutanl  deux  à  deux  les 

racines  de  l'équation  du  qualriènie  degré  r{(^)  =  o,  et  soit  F(0   une  fonction 
rationnelle  telle  que  l'on  ait  identiquement 


l'intégrale 

dt 


*F(0 


/> 


v/R(0 
est  une  intégrale  pseudo-elliptique.  » 

M.  Goursat  montre  ensuite  que  si  S,,  S^,  S3  sont  les  trois  substitutions  li- 
néaires de  période  2  qui  permutent  deux  à  deux  les  quatre  racines  de  l\{t)  et 
siF(0  désigne  une  fonction  rationnelle  vérifiant  l'identité 

F(/;)-^F(S,)+F(SJ+F(S3)  =  o, 
où  F(S)  signifie  ^fv  . ^)'  l'intégrale 


/' 


F(0      '" 


est  encore  pseudo-elliptique. 

Si  les  quatre  racines  sont  quelconques,  il  n'existe  pas  d'autres  subslilutions 
que  les  trois  précédentes  qui  permutent  ces  racines.  Mais,  pour  certaines  formes 
spéciales  de  R(^),  il  existe  d'autres  substitutions  de  cette  espèce,  auxquelles  se 
rattachent  des  intégrales  pseudo-ellipticjucs. 

S'il  existe  une  substitution  (S)  laissant  invariable  une  des  racines  et  per- 
mutant les  trois  autres  circulairement,  (  S  )  sera  nécessairement  de  période  3. 
Soit  maintenant  F(^)  vérifiant  l'identité    F(S)  =  a  F(i),  où  a'  =  i  ;  l'intégrale 


/'•■ 


(O 


V/K(0 


pourra    s'exprimer  en   termes  finis.    Â    ce  cas  de  réduction   se  ratlaclie,   cnUe 
autres,  l'mtégrale  pseudo-elliptique  de  Legendre  et  Clauscn 


/ 


tdt 


{t^-hS)^P—i 


Dans  le  cas  considéré,  on  peut  ramoner  les  quatre  racines  aux  valeurs  oc.  i, 
a,  a^  Les  substitutions  linéaires  (jui  permutent  ces  (|uatre  racines  forment  un 
groupe  de  douze  substitutions  S-  isomorphes  au  groupe^  rt)rmé  par  les  rotations 
qui  font  revenir  sur  lui-même  un  létraèdrc  régulioi-  (  Moin)- 

Si  l'on  prend  une  fonction  rationnelle  F(/)  satisfaisant  aux  deu\  relations 

12  12 


1 


V  ' 


F(S,)  =  o,  >   -,  F(S,)^o, 

1  1 


ij..  étant  le  mulliplicalcur  rorrespond.iiit  à  S,,  l'intégrale 

dl 


r 


F(0 


est  une  intégrale  pseudo-clliptiquc. 
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Il  peut  encore  se  faire  qu'une  substitution  ayant  pour  points  doubles  deux 
des  racines  de  H(0  permute  les  deux  autres.  A  ces  substitutions  correspondent 
les  types  d'intégrales  réductibles 

Les  substitutions  de  période  4  ne  fournissent  pas  d'intégrales  pseudo-ellip- 
tiques nouvelles. 

An^iin.  —  Théorème  sur  les  déterminants.  (120-129). 

Demarlres.  —  Sur  un  point  delà  théorie  des  surfaces.  (129-133). 

L'auteur  établit  diverses  expressions  de  la  flexion  {voir  plus  haut  la  défini- 
tion de  cet  élément)  qui,  pour  un  choix  particulier  du  plan  de  référence,  se 
réduit  à  la  torsion  géodésique,  introduite  par  M.  Bertrand  dans  la  théorie  des 
surfaces. 

nOcagne.  —  Sur  une  source  d'identités.  (i33-i43). 

Si  l'on  représente  par/(«)  une  fonction  quelconque  de  l'entier  n  et  que  l'on 

pose 

/,  ('0=  /(O    +    /(2)    -i-...  +  /(/^), 


A('0=/._.(0^-/,,-,(2)-^...^-/,_.(/^), 
on  a,  pour  exprimer /^.^,  (/O  en  fonction  de/(i),/(2),  ...,/(/0,  la  formule 

où  C'  est  le  nombre  des  combinaisons  de  [x  objets  v  à  v. 

Chaque  fois  que,  pour  une  fonction /(/i)»  on  pourra,  par  un  autre  procédé, 
calculer /^.j.,(/i),  cette  formule  donnera    une  identité.   L'auteur  fait  connaître 

un  grand  nombre  de  ces  identités.  Prenant,  par  exemple, /(/i)  =  îi  —  C^,   il 

obtient 

n+k+t  n+k-i     '  ,i+k-2  k 

nOcagne,  —  Intégration  d'une  suite  récurrente  qui  se  présente 
dans  une  question  de  probabilité.  (i43-i44)- 

Étant  donnés  k  événements  également  probables  et/>  épreuves  consécutives, 
quelle  est  la  pi^obabililé  X(7>)  qu'un  événement  désigné  se  produise  au  moins 
deux  fois  de  suite  dans  l'ensemble  desy>  épreuves? 

M.  Weill,  qui  a  posé  ce  problème,  a  montré  que  X(y;)  est  donné  par  la  for- 
mule récurrente 
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i\f.  d'Ocagnc  donne  cette  expression  explicite  de  X{p) 

^  V    2   y  >,  -n._2(M,+  l) 

Collignon.  — Une  méthode  graphique  de  quadrature.  {\^\^-ilfi). 

L'auteur  applique  à  l'évaluation  des  aires  le  procédé  connu  de  construction 
du  centre  de  gravité  d'un  système  de  points;  il  détermine  ainsi  l'ordonnée 
moyenne  qui,  multipliée  par  la  base  du  trapèze  mixtilignc,  fait  connaître  l'aire 
cherchée. 

Fouret.  —  Remarque  sur  certains  déterminants  numériques.  {i/\(S- 

•47)- 

Picard.  —  Sur  les  fonctions  lijperfuchsiennes  provenant  des  sé- 
ries hjpergéométriques  de  deux  variables.  (i48-i52). 

M.  Picard  a  montré  que  les  intégrales 

u''i-' {u  —  i )''.-'  {u  —  ^)i^-'  ( u  —y)'-' du, 


i: 


où  g  et  /i  désignent  deux  des  cinq  quantités  o,  i,  x,  y,  ce,  satisfont  à  un  sys- 
tème S  de  trois  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles,  ayant  trois  solutions 
communes  indépendantes. 

Soient  w,,  w.,,  w^  ces  trois  solutions;  les  équations 

—   =  u,  ~  =  V 

donnent  pour  x  cl  y  des  fonctions  uniformes  de  u,  v  quand  >v  +^,  —  1  et  les 
expressions  analogues,  ainsi  (jue  2  —  \  —  6,  —  b^  et  ses  analogues,  sont  1rs  in- 
verses de  nombres  entiers. 
L'auteur  a  fait  voir  {Annales  de  l'École  Normale,  iSSj)  (juo  le  cas  de 

>^  =  I^  =  ^.  =  ^.  =  -5 

donnait  le  premier  exemple  d'un  groupe  liyperfuchsion  dans  lotiuel  le  clomain(* 
ou  polyèdre  fondamental  est  tout  entier  à  l'intéricnr  (l(^   ri>yp(M-spl»èrc  limite. 
Deux  autres  exemples  du  même  fait  sont  (owrnis  |)ai-  les  systèmes 

\  =  \x  =  b^=b.^=^^y  'K-=[l..=  b^  =  b,=  '^^^ 

Dans  un  troisième  exemple, 

o 
"k    =   \l  =  b^   r-'j  ,  b^r-    y, 

le  polyèdre  fondamental  a  un  cerlain  nombre  de  polnls  communs  avec  la   >ur 
face  de  rhypcrsphère. 


I 
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Dans  le  Mémoire  cité,  M.   IMcard  a  cLabli  ([u'à  tout  système  S  correspondant  A 

à  une  intégrale  hypergéomélrique  on  peut  associer  une  forme  quadratique  ter- 
naire à  indéterminées  conjuguées,  qui  ne  cliange  pas  lorsqu'on  effectue  sur  les 
variables  les  substitutions  an  groupe  du  système  S.  Parmi  les  cas  qui  donnent  \ 

les  fonctions  hyperfuchsiennes,  y  en  a-t-il  dans  lesquels  le  discriminant  de  la 
forme  ternaire  soit  nul?  M,  Picard  cite  comme  exemple  le  cas  de 

Alors  l'une  des  intégrales  du  système  S  se  réduit  à  une  constante  et  la  forme 
en  question  à  ' 

norme  [w,  —  (i  — /)w, +  «0),].  J 

Les  équations 

-. ; =    II, •     =^    V 

w,—  (  I  —  0  <^,+  îf*^2  W,—  (l  —  i)  w^+ ito^  , 

donneront  pour  ^  et  y  (comme  le  montre  la  considération  des  substitutions 
fondamentales  du  groupe  du  système  S)  des  fonctions  doublement  périodiques 
séparément  par  rapport  à  chacune  des  variables  u  et  v.  Ainsi,  dans  ce  cas  de 
dégénérescence  des  fonctions  hyperfuchsiennes,  l'inversion  des  équations  précé- 
dentes se  ramène  à  des  fonctions  0  d'une  seule  variable.  ' 

Picard.  —  Remarque  sur  les  groupes  linéaires  d'ordre  fini  à  trois 
variables.  (i52-i56). 

Étant  donné  un  groupe  linéaire  d'ordre  fini  à  deux  variables,  dont  une  sub- 
stitution quelconque  sera  représentée  par 

{x,  y  \y.x-^  Py,  y^  +  oy), 

il  existe  une  forme  quadratique  binaire  à  indéterminées  conjuguées 

A xjc^  +  B  xy^  +  J^.x^y  -^  C  yy, 

(A  et  C  étant  réels,  B  et  B^  ainsi  que  x,  x^  et  y,  y^  étant  respectivement  des 
imaginaires  conjuguées)  qui  se  transforme  en  elle-même  quand  on  effectue  sur 
X  e^l  y  les  substitutions  du  groupe,  en  effectuant  sur  x^,  y^  la  substitution 

(•n'  y,  I  a,-,  ^,+  p^rco  ^.x.  +  s^jo) 

dont  les  coefficients  sont  respectivement  conjugués  de  ceux  de  la  première.  La 
même  remarque  s'étend  aux  groupes  d'ordre  fini  à  trois  variables.  Il  existe  une 
forme  quadratique  ternaire  à  indéterminées  conjuguées  qui  se  transforme  en 
elle-même  quand  on  effectue  sur  les  variables  les  substitutions  d'un  groupe 
d'ordre  fini.  Il  n'y  a  exception  que  pour  un  seul  type  de  groupe,  dans  lequel 
se  présente  une  circonstance  plus  simple  encore. 

D'Ocagne.  —  Sur  une  notation  utile  en  Algèbre  et  en  Analyse. 

(i56-i58). 

Carvallio.  —  Exposition  d'une  méthode  de  M.  Caspary  pour  IN^- 
tude  des  courbes  gauches.  (i58-i66). 
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Carvalho.  —  Note  sur  les  expressions  obtenues  par  Duhamel  et 
par  Lamé  pour  le  flux  de  chaleur  dans  les  soHdes  non  isotropes. 

(167-173). 

Duhamel  a  obtenu  pour  l'expression  du  flux  de  chaleur  dans  les  solides  cris- 
tallisés une  expression  qui  contient  six  coefficients.  Lamé,  partant  d'une  hypo- 
thèse plus  générale,  obtient  pour  ce  flux  une  expression  à  neuf  coefficients. 
M.  Carvalho  montre  que  ces  neuf  coefficients  de  Lamé  doivent  se  réduire  à 
six,  comme  dans  la  théorie  de  Duhamel,  et  que  cette  complication  ne  provient 
que  d'une  imperfection  d'analyse. 

Lerch.  — -  Démonstration  nouvelle  de  la  propriété  fondamentale 
de  l'intégrale  eulérienne  de  première  espèce.  (173-178). 

De  Presles.  —  Démonstration  de  la  loi  d'inertie  des  formes  c[ua- 
dratiques.  (179-181). 

Tissot.  —  Lettre  à  propos  d'une  Note  insérée  au  Bulletin.  (181). 

André  (^D.).  —  Théorème  sur  les  formes  quadratiques.  ([88-192). 

Etant  donnée  une  forme  quadratique  à  n  variables,  somme  des  carrés  de 
p  fonctions  linéaires,  si  l'on  considère  d'une  part  le  système  des  n  équations 
linéaires  et  homogènes  à  n  inconnues  qu'on  obtient  en  annulant  les  tiérivées  par- 
tielles de  la  forme,  d'autre  part  le  système  des  p  équations  obtenues  en  éga- 
lant à  zéro  les  j)  formes  linéaires,  ces  deux  systèmes  d'équations  sont  équiva- 
lents. 

De  ce  théorème  on  peut  tirer  de  nombreux  corollaires  dont  voici  les  |>lns  in- 
téressants : 

1°  Le  déterminant  principal  des  dérivées  d'une  forme  quadratique  est  d'un 
ordre  égal  au  nombre  des  carrés  indépendants  dans  les((uels  ou  peut  décom- 
poser celte  forme. 

2°  Pour  qu'une  forme  quadratique  F  se  réduise  à  la  somme  do />  carrés,  il  faut 
et  il  suffit  ((ue,  dans  les  dérivées  partielles  de  K,  le  délerniinant  principal  soit 
d'un  ordre  égal  à  p. 

Anglin.  —  Sur  le  coefficient  du   tei'me  génc'ral  dans  eerlams  dé- 
veloppements. (192-198). 

Laisant.  —  Théorèmes  de  Trigonométrie.  (198-202). 

Poincaré.  —  Sui-  les  hypothèses  fondamentales  de  la  ('leoiiu'lrie. 

(2o3-2  16). 

b^noncer  toutes  les  liypolbèscs  nécessaires  eu  ^^éouu-tric  à  deux  diuieii-'iiMi-<, 
el  n'énoncer  que  celles-là,  Ici  esl  le  problème  ([uc  se  pose  M.   roincaré. 

0\\  eonnait  dcjà  Irois  ^('(tinélrics  à  deux  (linicnsiuiis  :    !  '  l,i   i^runu-trit"  cucli- 
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dicnnc,  où  la  soniiric  des  angles  d'un  Uiangiç  est  égale  à  deux  droits;  2°  la 
gconiétric  de  Ricruann,  où  cette  somme  est  plus  grande  que  deux  droits;  3°  la 
géométrie  de  LobatchevsUi,  où  elle  est  plus  petite  que  deux  droits.  Ces  trois 
géométries  reposent  sur  les  mêmes  hypothèses  fondamentales,  si  l'on  excepte  le 
postulatum  d'Euclide,  que  la  première  admet  et  que  les  deux  autres  rejettent. 
M.  Poincaré  généralise  cette  interprétation  en  considérant  une  surface  du  se- 
cond ordre  quelconque;  il  convient  d'appeler  droites  les  sections  planes  dia- 
métrales de  cette  surface,  et  circonférences  les  sections  planes  non  diamétrales. 
Après  avoir  défini  ce  que  l'on  doit  entendre  par  l'angle  de  deux  droites  qui  se 
coupent  et  par  la  longueur  d'un  segment  de  droite,  il  montre  qu'il  y  a  plu- 
sieurs sortes  de  géométries  quadratiques,  car  il  y  a  plusieurs  sortes  de  qua- 
driques  : 

1°  Si  la  surface  fondamentale  est  un  ellipsoïde,  la  géométrie  quadratique  ne 
diffère  pas  de  celle  de  Riemann. 

'2°  Si  la  surface  fondamentale  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes,  la  géométrie 
quadratique  ne  diffère  pas  de  celle  de  Lobatchevski. 

3°  Si  la  surface  fondamentale  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  on  a  une 
troisième  géométrie  quadratique,  non  encore  signalée  et  qui  comporte  diverses 
conséquences  dont  la  nature  paradoxale  a  dû  la  dérober  à  l'attention  des  géo- 
mètres. 

La  géométrie  d'Euclide  correspond  au  cas  limite  où  la  surface  fondamen- 
tale rlégénère  en  paraboloïde  elliptique. 

Quelles  sont  donc  les  hypothèses  communes  à  toutes  les  géométries  quadra- 
tiques? 11  y  en  a  deux  qui  sont  nécessaires  : 

A.  Le  plan  a  deux  dimensions; 

B.  La  position  d'une  figure  plane  dans  son  plan  est  déterminée  par  trois  con- 
ditions. 

Ces  deux  premières  hypothèses  laissent  le  choix  entre  les  diverses  géomé- 
tries quadratiques  et  deux  autres  géométries  qui  se  trouveront  exclues  par 
une  troisième  hypotlièse  : 

C.  Quand  une  figure  plane  ne  quitte  pas  son  plan  et  que  deux  de  ses  points 
restent  immobiles,  la  figure  tout  entière  reste  immobile. 

On  n'a  plus  alors  à  choisir  qu'entre  les  diverses  géométries  quadratiques. 
Toutes  se  trouveront  (îcartées.  à  l'exception  de  la  géométrie  euclidienne, si  l'on 
introduit  le  postulat  d'Euclide. 

Maintenant  ces  hypotlièses  sont-elles  des  faits  expérimentaux,  des  jugements 
analytiques,  ou  des  jugements  synthétiques  a  priori?  M.  Poincaré  répond  né- 
gativement à  ces  trois  questions.  11  montre  que  la  Géométrie  n'est  autre  chose 
que  l'étude  d'un  groupe,  et  en  ce  sens  la  vérité  de  la  géométrie  d'Euclide  n'est 
pas  incompatible  avec  celle  de  la  géométrie  de  Lobalchcvski,  puisque  l'existence 
d'un  groupe  n'est  pas  incompatible  avec  celle  d'un  autre  groupe.  Le  groupe 
choisi  dans  la  géométrie  euclidienne  est  seulement  plus  commode. 

De  Presles.  —  Développement  en  produit  des  fonctions  B  et  II  de 
Jacobi,  et  recherche  des  valetirs  de  ces  fonctions  quand  les  pé- 
riodes sont  divisées  par  un  nombre  entier.  (^  16-222). 
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Casopis  pro  pÈstovani  matiiematiky  a  FvsiKy,  ktery  se  zvlaslnim  zrelelem 
k  stiidujicim  rediguie  Ed.  Wcyr,  Rocnlk  XI.  V.  Prazc  i88i-8-^.  (^). 

Bolzano  {Bernard).  —  Démonstration  purement  analytique  de 
ce  théorème,  qu'il  y  a  au  moins  une  racine  réelle  d'une  équa- 
tion entre  deux  valeurs  de  la  variable,  auxquelles  correspondent 
des  résultats  de  signes  contraires,  par  B.  Bolzano.  Mémoires 
(le  la  Société  royale  bohème  des  Sciences,  t.  V,  Prague,  iSi^. 
Traduit  par  le  D'"  F.-J .  Stiidnicka.  (i-38). 

C'est  à  l'occasion  du  centenaire  de  la  naissance  de  Bolzano  qu'a  été  faite  la 
traduction  de  ce  Mémoire,  déjà  analysé  par  M.  O.  Stolz  clans  son  article  B. 
Bolzano's  Bedeutung  in  der  Geschichle  der  Infinitesimalrecliniing.  {jVat/i. 
Annalen,  t.  XVIII,  p.  255.) 

En  renvoyant,  pour  plus  de  détails,  à  cette  analyse,  je  me  borne  à  transcrire 
l'aperçu  suivant,  donné  par  Bolzano^  p.  21  du  Mémoire  original,  sur  sa  méthode 
de  démonstration. 

«  La  vérité  qu'il  s'agit  de  démontrer,  à  savoir  qu'il  y  a  toujours,  entre  deux 
valeurs  a  et  (3  donnant  des  résultats  de  signes  contraires,  au  moins  une  racine 
réelle,  repose  évidemment  sur  cette  vérité  plus  générale  (jue  voici  :  Etant 
données  deux  fonctions  continues  de  x, /(x)  et  '^{x),  telles  que,  pour  ^  =  a, 

on  ait 

/(a)  <9(a), 
et,  pour  X  =  ^, 

il  existe  toujours  entre  a  et  ^  une  valeur  de  x  telle  qu'on  ail 

f{x)  =  z>{x). 

En  effet,  comme /(a)  <9(a),  on  a,  d'après  la  loi  de  la  continuité, 

/(an-  0  <  ?(3c  +  i), 

en  supposant  seulement  «assez  petit.  La  propriété  d^ètrc  plus  petite  appartient 
donc  à  la  fonction  f{<x-\-i)  de  i  pour  toutes  les  valeurs  de  i  plus  petites 
qu'une  certaine  valeur.  Cependant  cette  propriété  ne  lui  appartient  pas  pour 
toutes  les  valeurs  de  i,  sans  restriction;  notamment  pas  pour  un  i  qui  sérail 
égal  à  [^  —  OL,  puisque  déjà  /(?)>'•?(  [^)-  Or,  le  théorème  suivant  a  lieu  : 
«  Toutes  les  fois  qu'une  certaine  propriété  M  appartient  à  toutes  les  valeurs 
»  d'une  quantité  variable  i  plus  petites  ((u'une  valeur  donnée,  sans  a|iparlenir  à 
»  toutes\cs  valeurs  de  i,  il  existe  toujours  une  valeur  wqui  est  la  plus  grande 
»  de  celles  dont  on  puisse  dire  que  tous  les  /  qui  sont  <«  possèdent  la  propriélc 


(')  Journal  de  Mathématiques  et   de   Bliysique,  xC-Av^C-  en    vue  spéciale  des 
étudiants,   par  Ed.  Weyr,  année   \l.  l'rague  uSSi-S;>.  (Voir  Bulletin.  \,  p.  lo.) 
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»  M.  »  Pour  cette   valeur  de  /  on  ne  peut  pas  avoir 

/(a  H-  u)  <  9(a+  u); 

car  on  aurait  alors,  d'après  la  loi  de  la  continuité, 

/(  a  +  w  H-  to  )  <  cp  (  a  H-  w  +  w  ), 

en  prenant  seulement  to  assez  petit.  Et  par  cela  il  ne  serait  pas  vrai  que  u  est 
le  maximum  des  valeurs  desquelles  on  peut  dire  que  pour  tout  i  qui  est  plus 
petit  on  ait 

/(a  +  0<?(a-hO; 

puisque  u  +  iù  serait  une  valeur  plus  grande  pour  laquelle  cette  assertion  aurait 
lieu.  On  ne  peut  pas  avoir  non  plus 

/(a  +  u)  >  cp(a+  u); 

puisqu'on  aurait  alors  aussi 

/  (  a  -h  t<  +  0)  )  >  9  (  a  -h  i<  -h  0)  ) , 

6>  étant  pris  assez  petit;  ce  qui  est  contraire  à  ce  qu'on  a 

pour  tous  les  i  qui  sont  <  u.  Il  faut  donc  qu'on  ait 

f{a  -h  u)  —  cp(a  +  M); 

c'est-à-dire  qu'il  existe  entre  a  et  [3  une  valeur  x,  à  savoir  a  -i-  u,  telle  que  /{x) 
soit  égal  à  ^{x).  Il  ne  s'agit  maintenant  que  de  démontrer  le  théorème  énoncé 
plus  haut.  On  parvient  à  cette  démonstration  en  faisant  voir  que  les  valeurs  de 
/,  telles  que  pour  toutes  valeurs  plus  petites  la  propriété  M  ait  lieu,  peuvent 
être  rapprochées  des  valeurs  de  i  pour  lesquelles  cette  assertion  ne  vaut  point 
autant  qu'on  le  veut;  d'où  il  suit,  pour  quiconque  possède  une  idée  exacte  de 
la  notion  de  quantité,  que  l'idée  d'une  quantité  i  niaxima  de  toutes  celles  des- 
quelles il  y  a  lieu  de  dire  qu'à  toutes  les  valeurs  plus  petites  convient  la  pro- 
priété M  est  l'idée  d'une  quantité  réelle,  c'est-à-dire    d'une   quantité  véritable.  « 

Weyr  {Ed.).  —  Sur  un  théorème  sur  les  nombres.  (39-47). 

Il  s'agit  de  la  généralisation  du  théorème  de  Fermât,  énoncée  par  Serret  dans 
les  Annales  de  Terquem,  p.  261,  i855,  à  savoir  que. 


étant  un  nombre  quelconque,  où  q^,  q ,, 
miers  distincts,  le  nombre 


,  <7„,  désignent  des  nombres  pre- 


p'  —  S p'f' -h  ^p'I' 'li  —  . .  .+  {  —  \) '»  n'/' 9'2 •••  ^rn 

est  divisible  par  v,  quel  que  soit  le  nombre/:».  L'aulenr  donne  une   démonstra- 
tion de  ce  théorème,  dont  voici  le  principe  : 
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1.  a  et  V  étant  deux  entiers  quelconques,  prenons  M  =  «•'—1  pour  module 
des  congruences  que  nous  allons  considérer.  Soit  x  un  entier  quelconque  et 
formons  la  suite 

on  aura  évidemment 

w  ci    =^^^  kL/  y  ou  CL    '     ^^^  ce  «  •  •  •  • 

ce   qui   permet  de  ne  considérer  que  les  v  premiers  termes  de  la   suite.  Si  les 
nombres 

(i)  Xj    xa,    a7a%     .,.,     xa'-'^ 

sont  tous   incongrus,  l'auteur    appelle  x  un   nombre  d'ordre  v,   et  il    cherche 
combien  il  y  a  de  nombres  d'ordre  v,  et  incongrus  mod  M. 

Pour  cela,  il  remarque  d'abord  que  le  nombre  cherché  N  est  un  multiple 
de  V.  En  effet  x  étant  d'ordre  v,  tous  les  nombres  (i)  sont  d'ordre  v  et  distincts, 
mod  M,  puisque  a  et  M  sont  premiers  entre  eux;  de  plus  y  étant  un  autre 
nombre  d'ordre  v,  tous  les  nombres 

y,    y  a,    y  a',     ...,    y  a''-' 
sont  du  même  ordre,  distincts  entre  eux  et  distincts  des  nombres  (i),  etc. 

2.  Le  nombre  x  n'étant  pas  d'ordre  v,  on  aura 

xa?^^xa}\        g<ih<iv, 
d'où 

xas+''-''^^  xa'^.  X. 

Soit  donc  simplement  xas  le  premier  terme  de  la  suite  (i)  qui  est  congru  à 
x;  nous  dirons  que  x  est  d'ordre  g,  et  l'on  voit  facilement  que  l'ordre  d'un 
nombre  quelconque  divise  v. 

3.  Le  nombre  des  solutions  de  la  congruence  xaSn^  x,  où  g  désigne  un  divi- 
seur du  nombre  v,  est  as—i.  En  effet,  la  congruence  proposée 

x{a^—\)—o        (mod  M) 

peut  être  remplacée  par  celle-ci 

x^o     (mod  INI,),         M,—  > 

ce  qui  donne  les  solutions 

o,     M„     2M„     ....     (r7^-->)M,, 

toutes  distinctes,  mod  M. 

4.  Les  nombres  g  et  A  étant  deux  diviseurs  de  v,  on  trouve  facilemcnl  que  li' 
nombre  des  solutions  communes  des  congruences 

X n" :rp.  X,        xn^'—  X        ( mod  IM  ) 

ost  «''— i,  (/  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  <\c  v  cl  //. 
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De  inème  le  nombre  des  solutions  communes  des  congruenccs 
xa=^^x,        xa''^x,        ^a^=^.r        (modM), 

où    g,    II,  A"  désigncnL  des   diviseurs  de    v,   est  a'' — i,  d  élanl  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  nombres  g,  h,  k. 

5.  Soit  maintenant  v  =  p" ,  p  étant  un    nombre  premier.  Les   nombres  o,  r, 
2,  . . .,  M  —  1   ont  pour  ordre  ou  i,  ou  /),  ou  p-,  . . .,  ou  enfin  v. 
Ceux  qui  ne  sont  pas  d'ordre  v  satisfont  donc  à  la  congruence 

X  a/'"-''  =  X         (  mod  M  ) 
qui  possède  a/'""'  —  i  solutions.  Il  y  a  donc  N  =  a' —  a^  nombres  d'ordre  v,  ce 

V 

qui  fait  voir  que  «' — a^  est  divisible  par  v,  comme  le  dit  le  théorème  en  vue. 
Soit,  en  second  lieu,  v^^p'^q?',  p  et  q  étant   des  nombres  premiers  distincts. 
Soit  g  l'ordre  d'un  nombre  x  qui  n'est  pas  d'ordre  v;  on  aura 

et,  comme  g  divise  v,  g  divisera  l'un  ou  l'autre  des  membres /?*~'^P, /?"^P-', 
ou  tous  les  deux.  Donc  x  satisfait  à  l'une  ou  à  l'autre  des  congruences 

V  V 

xaJ^^^x,        xa^^^BX         (modM), 

V  V 

ou  à  toutes  les  deux.  La  première  a  a''  —  i  solutions,  la  seconde  en  a  a''  —  i ,  et 

V 

elles  ont  a''  —  i  solutions  communes,  d  étant  ici Il  y  a  donc 

pq 

V  V  /    _^ 

nombres  x  qui  ne  sont  pas  d'ordre  v,  de  sorte  que  des  M  nombres  il   en  reste 

/     V  V  \  V 

qui  sont  d'ordre  v,  ce  qui  montre  que  N  est  divisible  par  v,  etc. 

0.  L'auteur  ajoute  à  cette  démonstration  la  remarque  suivante. 

Le  nombre  i  est  d'ordre  v;  car  de  a?=  a'',  g  <C  /i  <  v,  on  conclurait 

as  (  a''~s-  _  I  )  =E  o  ; 

d'où,  puisque  a  et  M  sont  premiers  entre  eux, 

a''- s  —  I  SE  o, 

chose  impossible,  le  module  M  étant  plus  grand  que  a^'s—i.  Le  nombre  a 
appartient  donc  à  l'exposant  v  relativement  au  module  M,  d'où  l'on  conclut 
(Seuret,  Alg.  Slip.,  Sect.  III,  CJiap.  II)  que  v  divise  le  nombre  cp («'•'— i),  en 


j 
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désignant,  comme  d'habitude,  par  9 (M)    le  nombre   qui  exprime  combien  il 
y  a  de  nombres  premiers  à  M  et  non  supérieurs  à  ce  nombre. 

Zdrahal  {AL).  —  Un  théorème  sur  les  coefficients  binoiiiiaux. 

(47-48). 

C'est  le  théorème  exprimé  par  l'égalité 

(a,  p,  .,.) 

où   «,  6,  ...  et  /'^aH-ÔH-...  désignent  des  entiers  donnés,  et  où  a,    p,   ... 
prennent  toutes  les  valeurs  entières  satisfaisant  aux  conditions  a^a,  Jî^^, .... 

Tilser  {François).  —  Sur  les  fondements  de  la  Géométrie  des- 
criptive. (09-74^  ï^^"ï79)- 

Notices  historiques  et  critiques,  avec  des  vues  sur  une  réforme  de  l'enseigne- 
ment de  la  Géométrie  descriptive. 

V 

Simerka  {  Venceslas).  —  La  force  de  la  conviction.  (75-1 1  1). 

L'auteur  tâche  de  soumettre  la  conviction  au  calcul,  en  l'assimilant  à  la  pro- 
babilité. Quoique  ses  vues  un  peu  vagues  ne  sauraient  pleinement  justifier  des 
calculs  faits  sans  introduction  d'une  mesure  précise,  cette  Note  contient  ce- 
pendant un  bon  nombre  d'aperçus  intéressants  qui  témoignent  de  l'originalité 
du  regretté  auteur.  On  retrouve  ce  travail,  augmenté  d'un  Chapitre  sur  les 
nombres  complexes,  dans  les  Sitzungsberichte  dev  philos,  hist.  Classe  de 
l'Académie  de  Vienne,  i883. 

V 

lieho/'oçsky  {Venceslas).  —  Sur  la  fonction  génératrice  de  Bor- 
chardt.  (i  i  i-i  20). 

L'auteur  démontre  l'égalité  I)  —  AT  de  laquelle  part  Horchardt  (  Vcrh.  dcr 
k.  preuss.  Akademie,  i855,  p.  i65)  pour  trouver  la  propriété  connue  de  sa 
fonction  génératrice,  en  suivant  la  voie  indiquée  par  Horchardt  lui-même. 

Pdnek  {Aug.).    —  Un  problème  i»éomélri({uo  des  prohabilités. 
(121-122). 

Weyr  {Ed.).  —  Sur  l'intégration  des  différentielles  rationnelles. 

(125-187). 

Exposition  de  la  méthode  donnée  par  M.  I/c/niitc  dans  son  cours  il  Vnalyso 
de  l'École  Polytechnique  qui  permet  de  déterminer  la  partie  algébrique  de  l'in- 
tégrale, sans  supposer  connues  les  racines  du  dénoiniualinir  de  la  fonction  ra- 
tionnelle, et  application  à  l'intégrale    /  p-^ — : ;  f«»rniules  de  rcduction 

^^  '  ./    X' -i- b p X* -h  f/ 

relatives  aux  intégrales  des  dilférentielles  rationnelles. 
Bull,  des  Sciences  niathéni.,  ■.>•■  série,  t.  \1II,  (hécomhie  iSS»).)  K.18 
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Jarolimek  (  F.).  —  Sur  la  projccLion  de  la  li<^nc  (rinlcrscclioii 
de  deux  surfaces  de  rotation  et  de  second  ordre  sur  un  j)lau 
principal  commun,  (ijçj-iyo). 

Weyr  [Emile).  —  Sur  la  projectivité  c^^clique.  (191-21  2,  265- 
281). 

Transformations  projcctives  cycliques  sur  une  droite,  clans  le  plan  et  dans 
l'espace,  cas  spéciaux,  divisions  homograpliiques  C3^cliques  sur  une  conique. 
Une  transformation  projectivc  cyclique  d'ordre  n  ^^  pq  se  compose  de  deux 
transformations  cycliques  d'ordres  p  etq.  Transformation  cyclique  dans  le  plan 
et  d'ordre  3,  triangles  qui  se  trouvent  en  position  perspective  de  trois  manières 
différentes,  coniques  circonscrites  à  ces  triangles.  Transformations  projcctives 
cycliques  dans  le  plan  et  de  l'ordre  4  et  5  ;  celles  de  l'ordre  /^  >  5  déterminent 
des  groupes  de  n  points  situés  sur  une  conique. 

Kolacek  [François  D**).  —  Sur  les  électromètres.  (25i-265). 

L'auteur  donne  une  description  brève  des  principaux  électromètres,  qu'il 
divise,  d'après  Thomson^  en  hétérostatiques  et  idiostatiques.  La  théorie  concise 
qu'il  ajoute  à  cette  description  devient  très  simple  et  très  claire  par  l'emploi 
conséquent  du  principe  de  l'énergie;  mais  le  mérite  principal  de  l'auteur  con- 
siste dans  une  foule  de  remarques  délicates  et  judicieuses.  Il  montre,  par 
exemple,  comment  on  peut^remédier  au  défaut  de  symétrie  qui  gêne  l'observateur 
dans  l'emploi  des  électromètres  à  quadrant,  construits  avec  moins  de  précision. 

Bohek  [Charles).  —  Sur  le  lieu  géométrique  des  points  d'in- 
flexion des  courbes  d'un  faisceau.  (283-284)- 

Le  faisceau  étant  constitué  par  des  courbes  de  degré  n,  le  lieu  cherché  est 
une  courbe  K  de  degré  6  (/i  —  i)  ;  chaque  point  base  du  faisceau,  étant  un  point 
d'inflexion  pour  trois  courbes  du  faisceau,  est  un  point  triple  de  K.  Cette  courbe 
possède,  en  outre,  2>{n  —  i)-  points  doubles,  à  savoir  les  points  doubles  des 
courbes  du  faisceau,  de  sorte  que  la  classe  de  K  est  6(;i  —  2)  (4/?  —  3). 

Weyr  [Ed.).  —  Sur  les  fonctions  symétriques  des  racines  d'une 
équation.  (280-288). 

Pour  exprimer  la  fonction  symétrique  cp  =  Sa^'a,"-. .  .ol^  des  racines  a,,  a^,  ..., 
a,^  de  l'équation 

a?" -h  <2,  ^"-' +...+  «„=  O, 

par  les  coefficients  «,,  ...,  «„,  on  a  d'abord,  puisque  cp  est  isobarique, 

on  montre  ensuite  que  les  dérivées  -~-  peuvent  être  mises   sous  la  forme  de 

■       àa^ 
fonctions  entières  symétriques  de  a,,  . . .,  a,^  et  d'un  degré  moindre  que  celui  de 
9,  et  en   opérant  de  même  sur  elles,  on  arrive  enfin  à  des  constantes  ou  à  la 
fonction  linéaire  2Ia  =  —  a,. 
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Zenger  (Ch.-V.).  —  Calcul  des  racines   des  équalions  numéri- 
ques à  Taide  des  logarithmes.  (288-291). 

En  partant  d'une  valeur  approchée  u  d'une  racine  réelle  u'  de  i'équalif)n  à 
coefficients  réels 

œ"  -1-  A,  >r"-'  -h . . .  +  A„  =  o, 

^  OC 

l'auteur  pose  —  =y,  —  =  y',  ce  qui  donne  pour  y  et  y'  les  équations 

r'"  +  «'ir'"~'  +  •  ■  •+  «'«  =  o, 

A      A  A 

les  coefficients  a,,  «,,,   ...,   a,,    étant  respectivement  — '»  — ^j    ...,  _ i',  valeurs 

qu'on  calcule  facilement  à   l'aide  des  logarithmes.  La  seconde  équation  possé- 
dant la  racine  i,  on  a 

i-\-  a\  -\- . . . -h  a',i  =  0. 

En  remplaçant  u  par  u-^clu.,  où  f/w  désigne  u'  —  u,  les  valeurs  «,,  ...,  «„ 
deviennent  a\,  ...,  a'„,  de  sorte  que  les  accroissements  da^,  ...,  da,,  satisfont 
à  la  relation 

I  -f-  «,  H-  f/f/,  -i-  ...+  «„  H-  f/a,^  =  o. 

Dans  cette  relation,  l'auteur  remplace  les  accroissements  par  des  diiïérenlielles 
qu'il  tire  des  équations 

loga^  =  logA,  —  logw,         log«^=  logA,,—  2log?/,         .... 

et  obtient  ainsi  pour  du  la  valeur  approchée 

ut 


du  = 


ï  H-  «,  -H  :^  rt,  -4-  •  .  .  H-  (  /?  —  I  )  «„ 


£  désignant  la   somme    1 -f- «,+ a^-f-. .  .-i- r/„.  Il    opère  ensuite   avec    la    \;il(iir 
corrigée  u  -f-  du  de  la  même  manière,  etc. 


sin.7' 


Lei'cli  {M.).  —  Kemarcjuc  sur  la  fonction  —^'  {'?.Ç)i-i\)\). 
L'auteur  met  cette  fonction  sous  la  forme  du  produit  infini 

XXX 

cos  -  cos  7-  cos  ô  •  •  •» 
2  \  S 

et  applique  ce   résultat  à   la    délenninalioii   du    ceulrc   de   i:iM\ilé  d'un  arc  (h 
cercle. 


Le  tome  contient,  en  outre,  des  articles  destinés  exclusiviMneut  aux  clèvcs, 
des  (|uestions  et  leurs  solutions,  ces  dernières  dtinnées  par  des  élèves,  cl  ile< 
aperçus  sur  des  piiblical  ions  scieiilifi<|ues. 
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BULI.ETTINO  ni  Bibliografia  e  di  Stouia  delle  Scienze  matematiciie  e 
FisiciiE,  pubblicalo  da  B,  Boncompagm  (i). 

Tome  XVIII,  année  i885. 

Favaro  (^Antonio).  —  Documents  inédits  pour  Thistoire  des  ma- 
nuscrits galiléens  à  la  Bibliothèque  nationale  de  Florence. 

Lettres  de  Vincent  Galilée  à  V.  Viviani,  de  V.  Viviani  à  Alph.  lîorelii,  de 
Vincent  Renieri  à  V.  Viviani,  de  Corne  Galilée  à  V.  Viviani,  de  G.-B.  Barducci 
au  Grand-Duc  de  Toscane,  de  Charles  Mandessi  à  V.  Viviani,  d'Erasme  Bar- 
tholin  à  V.  Viviani,  de  V.  Viviani  à  Erasme  Bartholin,  d'Elie  Diodati  à  V.  Vi- 
viani, d'Elie  Diodati  au  Grand-Duc  de  Toscane,  de  V.  Viviani  à  Thévenot,  de 
Robert  Southwell  à  V.  Viviani,  de  Jacques  Marucelli  à  V.  Viviani,  de  Michel 
Ange  Ricci  à  V.  Viviani,  de  Constance  Pompée  à  V.  Viviani,  de  Marius  Sampieri 
à  V.  Viviani,  de  Vincent  Santini  à  V.  Viviani,  de  V.  Viviani  à  Rinaldo  Rinaldi, 
de  V.  Viviani  à  Baccio  Maria  Tolomei,  de  B.-M.  Tolomei  à  V.  Viviani,  de  Tho- 
mas Buonaventuri  à  Joseph  Averani,  de  Benoît  Bresciani  au  P.  Guido  Grandi, 
de  Thomas  Buonaventuri  au  P.  Guido  Grandi.  Documents  divers  sur  les  maJ 
nuscrits  recueillis  par  Nelli. 

GenoccJii  {Angelo).  —  Sur  les  résidus  cubiques  et  biquadra- 
tiques. 

Genocchi  (Angelo).  —  Sur  la  loi  de  réciprocité  de  Legendre 
étendue  aux  nombres  non  premiers  (Comptes  rendus,  i6  fé- 
vrier 1880). 

Genocchi  [Angelo).  —  Sur  quelques  théorèmes  qui  peuvent 
conduire  à  la  loi  de  réciprocité  de  Legendre. 

Kronecker  (Léopold).  —  Sur  l'histoire  de  la  loi  de  réciprocité 
(traduction  italienne  d'Alph.  Sparagna). 

Bladego  (  G.-B.).  —  Sur  la  vie  et  les  travaux  d'Albert  Gastigliano, 
né  le  8  novembre  1847,  ^^ort  le  25  octobre  1884,  ingénieur. 

Boncompagni  {B.).  —  Catalogue  des  travaux  d'Albert  Gasti- 
gliano. 

Favaro  {Antonio).  —   Conclusions   sur  l'académicien   inconnu, 


(')  \o\v  Bulletin,   \I  ,  i32. 
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l'adversaire  de  Galilée,  à  propos  de  son  Discorso  intorno  aile 
cose  che  staniio  in  su  V ac<iiLa,  o  clie  in  quella  si  niuovono. 

Cet  académicien  serait  Mgr  Arthur  Pannocchieschi,  des  comtes  d'EIci,  pro- 
véditeur  de  l'Université  de  Pise. 

Favaro  {Antonio).  —  Récension  du  Nicolaus  Coperniciis  de 
Léopold  Prowe,  tome  II. 

Enestrôm  {Gustave).  —  Notice  bibliographique  sur  les  traduc- 
tions en  suédois  des  Eléments  cV Euclide. 

S teinschneider  {Maurice).  —  Continuation  des  études  sur  Zar- 
kali. 

Favaro  {Antonio).  —  iVppendice  sur  la  vie  et  les  œuvres  de  Pros- 
docimus  de  Beldomandis,  mathématicien  padouan  du  xv^  siècle. 

Marre  {Aristide).  —  Notice  sur  la  vie  et  les  travaux  de  François 
Joseph  Lionnet.  Catalogue  de  ces  travaux. 

Bertauld  {P. -A.).  —  Pvécension  du  Nombre  géométrique  de 
Platon,  seconde  interprétation  par  J.  Dupuis. 

Le  Paige  {C).  —  Récension  du  Mémoire  de  Maurice  d'Ocagne  : 
Coordonnées  parallèles  et  ax^a/e,?.  Gauthier-Villars,  i885. 

Forti  {Angelo).  —  Notices  historiques  sur  les  taches  solaires. 

Catalan  {Eugène).  —  Polémique  entre  Goldbach  et  Daniel 
Bernoulli. 

Enestrôm  {Gustave).  —  Sur  un  th(''orème  de  Goldbach. 

Indications  de  l'endroit  de  la  Correspondance  niathéniat(<nie  et  phy.sitjiic, 
I,  p.  i33,  qui  présente  le  théorème  :  «  Tout  nombre  pair  est  la  somme  de  deux 
nombres  premiers.  » 

Henry  {Charles).  —  Correspondance  iu('tlile  (h*  crVlcmbcrl  a\cc 
Cramer,  Lesage,  Clairaut;  Turgot,  CastiMou,  Ucguelin,  etc.,  avec 
Notice. 

Cette  Correspondance,  qui  renlerme  cent  treize  lettres  inédites,  est  sui\  ie  de 
la  liste  des  travaux  mathématiques  inédits  de  d'Alcmbcrt. 

Genocc/ii  {.i.).  —  Sur  h^  déNch)ppcincnl   d  un  Icmmc  de  (  lauss. 


>A\ 
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Pori'o  [François).  —  Sur  la  vie  cl  les  écrils  de  Joseph  Zccclilni 
Leonelli,  géomètre  de  Crémone. 

Né  vers  177'^,  mort  vers  iiSGy,  il  est  rinvcnLcur  des  Tables  de  logarithmes,  qui 
permettent  de  trouver  immédiatement  le  logarithme  de  la  somme  ou  de  la  dif- 
férence de  deux   nombres  dont  les  logarithmes  sont  donnés  grâce  à    l'identité 


et  à  la  formule 


«  H-  ^  =   rt  (   I  H-    y  I 


log(rt  +  ^>)  3=  log^^H-  log(  1+  - 


Tome  XIX,  année  i88(). 

Favaro  (A/ilo/iio).  —  Quelques  documents  sur  Galilée,  récem- 
ment découverts  à  la  Bibliothèque  nationale  de  FJorenee. 

Un  appendice  contient  le  Catalogue  des  manuscrits  de  B.-C.  Nelli,  incorporés 
dans  la  collection  des  manuscrits  de  Galilée  qui  fut  conservée  d'abord  à  la 
T3ibliothèquc  Palatine  et  se  trouve  maintenant  à  la  Bibliothèque  nationale  de 
Florence. 

Genocchi  {Angelo).  —  Quelques  mots  sur  la  vie  de  l'ingénieur 
Savino  Réalis,  né  à  Turin  le  10  octobre  181 8,  mort  à  Turin  le 
f)  février  1886. 

Riccardi  [P.).  —  Note  sur  une  collection  complète  des  OEuvres 
mathématiques  de  Lorenzo  Mascheroni. 

L'auteur  appelle  l'attention  sur  les  Mémoires  suivants  :  Etude  d'une  pro- 
priété de  la  courbe  isoclirone;  Manière  de  mesurer  l'inclinaison  de  l'aiguille 
aimantée  ;  La  courbe  des  heures  des  anciens  sur  une  surface  plane,  et  sur  le 
cadran  solaire  que  Mascheroni  construisit  en  177G  pour  l'histoire  de  la  Gnomo- 
nique. 

Il  faut  citer  encore  son  Traité  de  l'équilibre  des  voûtes,  ses  Notes  sur  les 
cours  de  JJossut,  la  Méthode  pour  mesurer  la  surface  des  polygones  plans. 
On  possède  encore  de  lui  de  très  belles  Notes  sur  le  Traité  de  Calcul  intégral 
d'Euler,  accompagnant  la  solution  d'un  problème  de  ce  géomètre,  des  Notes 
sur  les  Éléments  des  Mathématiques  de  Wolf,  un  Livre  de  problèmes  pour  les 
arpenteurs,  avec  des  formules  empiriques,  une  lettre  sur  l'Hydraulique,  im- 
primée dans  Vifltinia  verba  de  Queri/ii  cl  aussi  rare  que  ce  Livre  lui-même,  la 
Géométrie  du  compas,  enfin  une  Notice  Sur  le  système  des  poids  et  mesures. 

Outre  ces  œuvres,  Mascheroni  a  laissé  un  iioinbre  important  de  manuscrits 
possédés  par  la  comtesse  Chiara  Barca  Albani,  et  par  la  bibliothèque  de  Bergamc. 

Favaro  (Ânlonio).  —  llecherches  ultérieures  surla  vie  etiesœuvres 
de   Rarlolomco   Sovcro,   malh('malirien   suisse   du  xvîi*'  siècle. 
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Bartolomeo  Sovero,  lecteur  et  bibliothécaire  du  cardinal  de  Savoie,  succéda 
à  Maggini  comme  lecteur  à  la  deuxième  chaire  de  Mathématiques  à  Bologne. 
Cette  place  avait  été  refusée  par  Kepler,  et  le  Sénat  de  Bologne  aima  mieux 
la  laisser  inoccupée  que  de  la  donner  à  un  maître  incapable  de  soutenir  la  re- 
nommée de  la  chaire  illustrée  par  Galilée. 

Dans  des  lettres  échangées  entre  Galilée  et  Cesare  iMarsili,  il  est  fait  mention 
des  recherches  de  Bartolomeo  Sovero  sur  les  Artifices  à  employer  pour  aug- 
menter le  poids  qu'un  aimant  peut  soutenir,  question  qui  avait  occupé  Ga- 
lilée vers  i6o4  o^  1607. 

Favaro  (A.).  —  Récension  de  V Optique  de  Claude  Ptolémée, 
par  Ammiraltis  Etigenliis  Sictilus,  écrivain  du  xii^  siècle,  tra- 
duite en  latin  stir  la  traduction  arabe  d'un  texte  grec  incomplet, 
conforme  à  un  manuscrit  de  la  Bibliothèque  Ambrosiana,  pu- 
bliée sur  une  délibération  de  l'Académie  des  Sciences  de  Turin 
par  Gilbert  Govi,  membre  de  cette  Académie.  Turin,  impri- 
merie royale  Para  via  et  Vigliardi. 

Realis  [Saviiio).  —  Notice  sur  Giovanni  Plana,  né  à  Voghera, 
le   8  novembre,  1781,  mort  à  Turin  le  20  janvier  1684. 

Henry  (Ch.).  —  Sur  quelques  billets  inédits  de  Lagrange. 

Outre  ces  billets,  l'auteur  publie  une  belle  lettre  de  d'Alembert  à  M""  Geof- 
frin  (7  janvier  1704)  pour  lui  recommander  Lagrange  qui  était  tombé  malade 
lors  de  son  passage  à  I^aris  en  175'î. 

Henry  [Ch.).  —  Lettres  inédites  d'Euler  à  d'Alembert. 

La  première  et  la  deuxième  de  ces  six  lettres  contiennent  des  rédexioiis  inté- 
ressantes sur  les  logarithmes  des  nombres  négatifs  et  imaginaires. 

Henry  (C/i.).  —  Letties  inédites  de  Laplace  publiées  avec  une 
première  rédaction  de  sa  méthode  pour  déterminer  les  orbites 
des  comètes  et  une  Notice  sur  les  manuscrits  de  Pingri'. 

Favaro  {Antonio).  —  La  bibliolhèque  de  Galilée.  Description  (>i 
éclaircissements. 

Les  pensées  intimes  de  Galilée,  pour  la  plus  grande  pari,  se  trouvent  éparses 
dans  (les  Ouvrages  qu'il  a  annotés  et  qui  sont  pres(iue  tous  perdus.  Il  était 
donc  utile  de  donner  une  liste  exacte  des  livres  que  posséda  Galilée.  Lue  partie 
devint  la  possession  de  >'incen/.o  \i\iaiu,  puis  passa  à  la  bibliothèque  de 
l'hôpital  de  Santa  Maria  INuova,  à  Florence,  par  suite  de  dispositions  testa- 
mentaires. Le  fonds,  excepté  les  Ouvrages  de  Médecine,  appartint  ensuite  à  la 
bibliothèque  Magliabechiana  et  rentra  délimliveuienl  à  la  lubiiollniine  de  l'Io 
renée  qui  avait  fusionné  avec  la  précédente,  \i\iani  iu>  put  <lomiei"  qn  un  aperçu 
de  la   bibliothèque  de  Galilée. 


?ag  seconde  partie. 

Un  inventaire  des  machines  et  outils  de  Galilée,  datant  de  iG/fi,  faisant 
partie  des  archives  de  la  famille,  est  conserve  dans  les  Archives  royales  de 
Florence. 

Il  y  est  fait  mention  de  quarante  fragments  de  livres;  mais  ces  fragments  ne 
pouvaient  constituer  le  fonds  de  sa  bibliothèque.  On  n'a  pas  trouvé  non  plus 
l'inventaire  des  objets  qui  se  trouvaient  au  moment  de  sa  mort  dans  sa  maison 
de  la  côte  Saint-Georges,  parce  que  les  deux  habitations  qu'il  possédait  étaient 
inscrites  au  nom  de  son  fils  Vincent  et  non  au  sien.  Il  faut  chercher  la  source 
principale  dans  les  manuscrits  de  Galilée  à  la  Bibliothèque  nationale  de  Flo- 
rence, avec  des  ouvrages  imprimés  de  lui  ou  d'autres  écrivains  portant  des 
corrections  de  sa  propre  main. 

M.  Favaro  catalogue  ces  Livres  sous  les  rubriques  suivantes  : 

I.  OEuvres  de  Galilée.  —  II.  Théologie.  —  HT.  Philosophie.  —  IV.  Morale. 
—  V.  Astronomie.-  —  VI.  Astrologie  et  Philosophie  occulte.  —  VII.  Cosmogra- 
phie. —  VIII.  Sciences  naturelles.  —  IX.  Optique  et  Catoptrique.  —  X.  Mathé- 
matiques en  général.  —  XI.  Traités  de  Mathématiques.  —  XII.  Traités  spéciaux 
de  Mathématiques.  —  XIII.  Mécanique  et  Hydraulique.  —  XIV.  Médecine.  — 
XV.  Agriculture.  —  XVI.  Jurisprudence.  —  XVII.  Critique  littéraire.  — 
XVIII.  Grammaire  et  Rhétorique.  —  XIX.  Classiques  latins.  —  XX.  Classiques 
italiens.  —  XXI.  Poésies  diverses.  —  XXII.  Drames.  —  XXIII.  Romans.  — 
XXIV.  Histoire.  —  XXV.  Fêtes  et  spectacles.  —  XXVI.  Architecture.  — 
XXVII.  Musique.  —  XXVIII.  Art  industriel.  —  XXIX.  Incerta  ? 

Narducci  [Enrico).  —  Vies  inédites  des  mathématiciens  italiens 
par  Bernardino  Baldi. 

Dupuis  {F.).  —  Note  sur  un  passage  géométrique   de  la   Répu- 
blique de  Platon. 
Ce  lieu  géométrique  se  trouve  à  la  fin  du  IX*  Livre. 

Dupais  {F.).  —  Note  sur  un  passage  géométrique  du  Ménon  de 
Platon. 

Ce  passage  a  donné  lieu  à  de  nombreuses  controverses.  M.  Ch.  Henry  a  publié 
dans  le  volume  suivant  de  cette  Revue  (1887)  une  solution  jusqu'ici  ignorée 
et    due   à   l'illustre  Wœpcke,  qui  parait  devoir  mettre  fin  à  la  discussion. 

Tome  XX  et  dernier;  année  1887. 

Steinschneider  {Maurice).    —  Etudes  sur  Zarkali,  astronome 
arabe  du  xi^  siècle  et  ses  Ouvrages  ('). 

D'après  Delambre,  Zarkali  est  l'auteur  des  Tables  toletanes.  Ces  Tables  se- 
raient au  contraire  le  résultat  des  observations  commentées  par  une  société  de 


(')    Voir   le   même    Bullettino,   t.    XIV,    mars  1881;  t.  XVI,  septembre   i883; 
t.  XVII,  novembre  188^1;  t.  XVIII,  juin  i885. 
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savants  juifs  et  arabes,  encouragés  par  le  kadi  Sâid  ibn  Sàid.  Zarkali  n'aurait 
donc  composé  que  les  Canones.  L'auteur  énumère  les  manuscrits  qui  renfer- 
ment probablement  les  Canones,  en  Angleterre,  en  France  et  en  Italie,  puis 
ceux  épars  dans  les  bibliothèques  de  Bàle,  de  l'Escuriale  et  de  Groningen.  Il 
réunit  également  les  écrits  du  moyen  âge  faisant  mention  des  Tables  astrono- 
miques de  Tolède  ou  des  Canones  et  divise  les  renseignements  selon  les  sources 
arabes,  hébraïques  et  chrétiennes. 

Jacoli  (^Ferdinand),  —  Récension  des  Lettres  inédites  de 
Tjcho-Brahé,  Jean  Kepler  et  d'autres  astronomes  et  mathé- 
maticiens célèbres  des  xvi^  et  xvii^  siècles  à  Giovanni  An- 
tonio Maggini,  extraites  de  la  bibliothèque  Malvezzi  de  Mé- 
dicis  à  Bologne,  publiées  avec  des  éclaircissements  par  Antonio 
Favaro  (Bologne,  Nichola  Zanichelli,  1886). 

Favaro  [Antonio),  —  Documents  pour  l'histoire  de  l'Académie 
des  Lincei.  Nouveaux  manuscrits  de  Galilée,  de  la  Bibliothèque 
Nationale  de  Florence. 

Sur  la  demande  du  prince  B,  Boncompagni,  le  professeur  Favaro  a  entrepris 
de  réunir  les  documents  relatifs  à  l'histoire  de  cette  Académie,  qui  doit  surtout 
sa  réputation  au  nom  de  Galilée.  Cette  publication  renferme  : 

I.  Le  Catalogue  des  documents  contenus  dans  la  troisième  division  des  ma- 
nuscrits de  Galilée; 

II.  \J Histoire  de  l'Académie  des  Lincei,  par  Giovanni  Battisla  Clémente 
Nelli. 

III.  Le  Catalogue  des  Lettres  échangées  entre  Galilée  et  Cesi,  Giovanni 
Faber,  César  Marsili,  Marco  Velsero. 

IV.  Trente  et  une  Lettres  inédites  on  non  entièrement  connues  de  Frédéric 
Cesi  à  Galilée,  extraites  des  manuscrits  de  Galilée  à  la  Bibliothèque  nationale 
de  Florence. 

Nardacci  {Enrico).  —  Vie  de  Pjthagore,  écrite  par  Bernardino 
Baldi. 

Les  éléments  essentiels  de  cette  biographie  ont  été  repris  par  la  critique 
moderne. 

Favaro  [Antonio).  —  Giovanni  Tarde.  Une  de  ses  visites  à  Galilée 
du  l'À  au  î5  novembre  1614. 

Giovanni  Tarde,  né  à  lîoque-Gayac,  près  Sarlat,  vers  iSC)!,  vicaire  et  clianoinr 
de  Sarlat,  s'associa  aux  progrès  que  les  sciences  firent  au  xvi"  siècle,  par  ses 
études  astronomiques.  Cette  visite  à  Galilée  le  fixa  dans  la  voie  qu'il  devait 
suivre.  Au  cours  de  la  conversation,  l'illuslre  savant  apprit  à  Tarde  (|ue  les 
quatre  satellites  qui  accompagnaient  Jupiter  et  appelés  Sidéra  MciUcca  pai- 
son  Sidcreus  nimliiis  èlaionl  dos  étoiles  fixes  et  qu'il  en  av.iit  (hcs>^(''  des  èplu-  ■ 


■ms  purmiere  partie. 

méricics.  ïnlerrogc  sur  les  rcfraclions  et  les  moyens  de  former  le  cristal  du 
télescope,  Galilée  répondit  que  cette  science  était  peu  connue  et  que,  à  part  ceux 
qui  s'occupaient  de  perspective,  F,  Kcppler  était  le  seul  f/i/i  eût  fait  un  livre 
sur  ce  sujet,  mais  si  obscur,  que  l'auteur  lui-même  semblait  tie  pas  s'y 
être  entendu. 

Tarde  a  laissé  de  ce  voyage  h  l{ome  une  relation  contenant  une  étude  sur 
les  taches  du  Soleil  et  les  moyens  de  les  ai^erccvoir,  le  matin  au  lever  de  l'astre, 
et  à  l'aide  de  l'image  produite  par  le  télescope  et  recueillie  dans  une  chambre 
obscure.  Il  s'occupa  également  de  la  construclion  d'un  mirroscope.  La  biblio- 
thèque de  Florence  possède  de  lui  un  Ouvrage  très  rare  :  Dorbonia  siclera,  ici 
est  planetœ  qui  solis  liniina  circumvolant  motu  proprio  ac  regulari,  falso 
hactenus  ab  helioscopis  maculœ  solis  nuncupati.  Ex  novis  observationibus. 
Ce  Livre  a  été  traduit  sous  ce  titre  en  1628  :  Les  astres  de  Borbon  et  apologie 
pour  le  Soleil,  monstrant  et  vérifiant  que  les  apparences  qui  se  voient  dans 
la  face  du  Soleil  sont  des  planètes  et  non  des  taches  comme  quelques  ita- 
liens et  allemands  observateurs  d'icelles  luy  ont  imposé. 

La  seconde  Partie,  qui  est  la  plus  importante,  se  compose  de  cinquante-quatre 
propositions  résumant  les  principes  d'Optique  et  s'intitule  :  Telescopium,,  seu 
demonstrationes  opticce,  quibus  docetur  qua  ratione  perspicilla  nuper  inventa 
species  visibilium  admoveant  et  augeant,  oculosque  juvent  ad  remota  distincte 
videnda. 

Favaj'O  {A.).  —  Appendice  au  Galalog-ue  de  la  Bibliothèque  de 
Galilée.  Description  et  éclaircissements  (  '  ). 

Favaro  (^i.).  —  Ri'cension  de  la  Bibliographie  générale  de 
l'Astronomie,  par  J.-C.  floiizeau,  ancien  directeur  de  l'Ob- 
servatoire de  Bruxelles,  et  A.  Lancaster,  bibliothécaire  de  cet 
établissement.  F.  Hayez,  imprimerie  de  l'Académie  Rovale  de 
Belgique,  Bruxelles. 

Favnro  {A.).  —  Récension  de  la  Science  roinaine  à  l'époque 
d'Auguste,  étude  historique  d'après  Vitruve,  par  A.  Terqucni , 
professeur  <à  la  Facidté  des  Sciences  de  Lille;  extrait  des  Mé- 
moires de  la  Société  des  Sciences  de  l'Agriculture  et  des  Arts 
de  Lille.  Paris,  F.  Alean,  éditeur. 

Henry  {C).  —  Lettre  à  M.  le  prince  D.  B.  l)oncom[)agni  sur 
divers  points  de  l'hisloire  des  Mathématiques. 


(')   Voir  le  Inmc  \I\  du  même  ItulleKino. 
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1°  Discussion  du  passage  géométrique  de  Ménon.  —  L'auteur  faiL  connaître 
une  remarquable  interprétation  due  à  Wœpeke  {Zeilsclirift  fur  das  Gymna- 
sial-Wesen,  herausgegeben  von  W.  Ilirschfelder,  F.  Ilofman,  P.  Ruhle. 
X.  Jahrgang.  i856,  Berlin,  Weidmansche  Buchhandlung,  p.  789). 

2°  Quelques  observations  sur  l'histoire  des  mathématiques  hindoues  se  rap- 
portant aux  Vorlesungen  zur  Geschichte  der  Mathematik  de  iM.  Cantor.  Les 
chiffres  indiens  ne  sont  pas  les  initiales  des  noms  de  nombres,  et  Aryabhala 
connaissait  la  valeur  de  position  dans  la  numération. 

3°  Sur  l'origine  des  signes  des  planètes.  —  L'hypothèse  de  M.  Cunningham 
qui  soude  deux  éléments  comme  une  lettre  de  l'alphabet  d'Açoka  et  une  étoile 
est  en  contradiction  perpétuelle  avec  la  linguistique. 

4°  Sur  des  notations  de  chiffres  répandues  dans  certaines  contrées  de  l'Alle- 
magne pour  le  jeu  du  «  Franzenfuss  »  et  chez  les  juifs  polonais  pour  le  jeu  du 
«  Derdé  ». 

5°  Documents  nouveaux  sur  la  machine  arithmétique  de  Pascal.  M.  Charles 
Richet  a  communiqué  à  l'auteur  de  cette  Note  une  copie  du  traité  de  Pascal 
sur  la  machine  arithmétique,  beaucoup  plus  développée  que  dans  l'imprimé. 
Dans  sa  lettre  à  Christine  de  Suède,  Pascal  parle  des  règles  de  l'usage  de  sa 
machine.  Bossut  n'a  pu  les  retrouver  :  or  «  il  est  incontestable  qu'il  a  eu  entre 
les  mains  les  manuscrits  inédits  de  Pascal.  La  copie  de  M.  Uichet  est  certaine- 
ment de  la  seconde  moitié  du  xviir  siècle  et  les  annotations  marginales  sont 
des  collations  avec  un  original.  Le  style  est  tout  à  fait  conforme  au  wu"  siècle; 
l'exposition  est  beaucoup  plus  complète  que  celle  de  Diderot.  En  résumé,  nous 
sommes  en  présence  d'un  inédit  de  Pascal,  parvenu  sans  doute  trop  tard  pour 
qu'il  pût  l'insérer  dans  son  édition.  » 

6°  M.  Henry  a  retrouvé  à  la  Bibliothèque  nationale  de  Florence  {Discepoli 
di  Galileo  XL  f"  79-80),  parmi  les  documents  concernant  Torricclli,  les  énoncés 
suivis  de  leur  solution  géométrique  des  problèmes  suivants  qui  n'ont  d'autre  in- 
térêt que  de  fixer  un  point  de  la  biographie  de  leur  auteur  :  Diviser  une  droite 
en  deux  parties  :  1°  de  manière  que  la  différence  des  carrés  soit  dans  un  rap- 
port donné  avec  le  rectangle  compris  entre  ces  deux  mêmes  parties;  2°  de  ma- 
nière que  le  rectangle  compris  entre  la  droite  entière  et  le  plus  petit  segment 
soit  dans  un  rapport  donné  avec  la  différence  des  carrés  des  segments.  La  date 
de  i63o  pour  un  document  antérieurement  publié  par  M.  Henry,  document  qui 
les  accompagnait  probablement  et  dont  la  date  était  restée  douteuse,  est  con- 
firmée par  le  caractère  élémentaire  de  ces  problèmes. 

7°  M.  Jordan,  dans  son  cours  d'Analyse  de  l'École  Polytechnique,  expose  la 
méthode  par  laquelle  M.  Halphen  est  parvenu  à  l'équation  différentielle  des 
coniques  : 

-  koy'"-^  +  45r'>"'r''  -  9.>'"^r^  =  o. 

Or  cette  formule  n'est  pas  nouvelle.  M.  le  professeur  W.  \N  .  iÙMnaii  de  11'- 
niversité  de  IMichigan,  U.  S.,  annonça  dans  une  lettre  <lu  3  avril  iSSii  à  M.  SnI- 
vesterque  la  formule  avait  été  retrouvée  à  la  bibli(>thè(|ue  du  Collège  de  ^  aie  dans 
le  Mémoire  de  Monge  «  Sur  les  équations  dilTércntielles  des  courbes  du  seoond 
degré  »  (Correspondance  sur  TLcole  impérial»'  PkIn  le(hni(|ue,  rédigée  par 
M.  Hachette,  i"'  cahier  du  •.>."  vol.,  iSio;  pages  5i-.V|  et  dans  un  résumé  de  cf 
Mémoire  publié  par  le  nouveau  Bulletin  des  Sciences  de  la  St)ciélé  philoma- 
thique  de  Paris,  lome  II,  1810,  pp.  87-SS).  Voici  ce  résumé  f(Mulamental  pour 
riiisloire  des  récipr<M|uanls  : 


l'^o  SliCONDE   PAUTIE. 

«  L'cqualion  gcncralc  des  courbes  du  second  dcgrc  éLant 

A 07-  +  2  B  xjK  +  C  j'  H-  '2  D  jc  +  'i  Ey  4-  I  =3  (), 

dans  laquelle  A,  B,  C,  D  sont  des  constantes,  IM.  Monge  donne  l'équation  diiïé- 
rentielle  débarrassée  de  toutes  ces  constantes  et  parvient  à  l'équation  du  cin- 
quième ordre 

(A)  gq-t  —  ^5  qrs -\- f\o  r^  =  o, 

les  quantités  /",  s,  t  étant  définies  parles  équations  suivantes  : 
dp  _ 


dy 
dx 


P^ 


dx 


dq  _ 
di  ~''' 


dr 
dx 


ds 


dx 


=  t. 


Il  fait  ensuite  voir  l'usage  de  l'équation  (A)  pour  trouver  l'intégrale  d'une 
équation  d'un  ordre  inférieur  qui  satisfait  à  cette  équation  (A)  ;  ainsi,  étant 
donnée  l'équation  dillerentielle 


il  parvient  à  l'intégrale 


(!  +  />')  r  =  3pq-, 


{x  —  a)-  -+-  {y  —by  =  c- 


qui  est  l'équation  d'un  cercle.   La   méthode  pourrait  s'appliquer  aux  équations 
des  courbes  d'ordre  supérieur  au  second.  » 

M.  le  professeur  Cayley,  en  une  lettre  que  M.  Sylvester  a  bien  voulu  commu- 
niquer à  l'auteur  de  cette  Notice,  a  signalé  une  formule  réciproquante  dans  un 
Mémoire  d'Arjipère  :  Sur  les  avantages  qu'on  peut  retirer  dans  la  théorie 
des  courbes  de  la  considération  des  paraboles  osculatrices,  avec  des  ré- 
flexions sur  les  fonctions  différentielles  dont  la  valeur  ne  change  pas  lors 
de  la  transformation  des  axes  (  Journal  de  l 'École  Polytechnique,  i8o8,  t.  VII, 
page  17.3). 

Cet  illustre  géomètre  y  donne  pour  le  rayon  de  courbure  l'expression 


y" 

pour  le  paramètre  de  la  parabole  osculatrice 

54  y^ 


et  pour  le  premier  terme  de  l'équation  qui  détermine  la  position  des  paraboles 
osculatrices,  la  quantité 

toutes  fonctions  qui  ne  pcuvcrit  changer  par  aucune    transformation    des  axes. 

8"  L'é»! nation 

X-  -+-  y'  =  z', 
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z  étant  quelconque,  a  été  résolue  par  Pythagore,  ^  étant  impair,  par  Plalon,  x 
étant  pair,  par  Euclidc  x  el  y  étant  tous  deux  pairs  ou  impairs. 

On  trouve  chez  un  arpenteur  romain,  Marcus  Junius  Nipsus,  une  solution  de 
l'équation 

par  un  artifice  analogue  à  celui  de  Diophantc  (  '  ). 

r.       ■  •  I  ...  I 

I"  Soit  z  pair,  -z  sera  entier,  ainsi  que  t  -'•  Faites 
2  4 

^=^^^  +  1,       y='-z^-,, 

X  cl  y  seront  les  nombres  demandés. 

2°  Soit  z  impair,  z-  sera  impair,  z^±i  sera  pair.  Faites 

x  =  -^{z^-\-i),        j.=  l(rr^_r), 

X  cl  y  seront  les  nombres  demandés. 

Le  problème  de  Nipsus  est  reproduit  avec  d'autres  chiffres  par  Abou-Bckr- 
Mohammed-ben-Alhaçan-Alkarkhi. 

Les.  règles  de  Pythagore  et  de  Platon  se  retrouvent  dans  des  fragments  ano- 
nymes sur  la  formation  des  triangles  rectangles  en  nombres  entiers,  dont 
Wœpcke  publia  la  traduction  dans  ses  Recherches  sur  plusieurs  Ouvrages  de 
Léonard  de  Pise  découverts  et  publiés  par  M.  le  prince  B.  Bonconipagni, 
et  sur  les  rapports  qui  existent  entre  ces  Ouvrages  et  les  travaux  mathéma- 
tiques des  Arabes. 

Les  auteurs  énoncent,  en  termes  explicites,  le  problème  des  nombres  con- 
gruents,  lequel  consiste  à  résoudre  le  système  des  deux  équations 

s^  -{-  k  =  M%        s-  —  k  =  V-, 

5=  étant  le  carré  inconnu  et  k  un  nombre  donné  appelé  congruent.  Ils  observent 
que  les  deux  équations  dépendent  de  la  résolution  de  l'équation 

X'  -+-  y-  =  z', 

ou  de  la  théorie  des  triangles  rectangles  on  nombres;  car,  en  faisant 

X  =  a^  —  b%        y  =  2ab,        z  ■=  a' +  b\ 
a  cl  b  étant  premiers  entre  eux,  l'un  pair,  l'autre  impair,  ils  ont 
s-=z,        k=2xy,        u  —  x-\-y,        v  =  x—y, 
et,  conséqucmment,  l'expression  du  nombre  congnicnl  est 

A-4  =  fxab{a^  —  b'). 


(')  Journal  des  Savants,  iS|()-  (Art.  de  Biot.) 
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L'un  des  auteurs  a  calculé  une  l'ahlc  des  expressions  2ûsy  et  il  trouve  dans 
les  liinites  5  — 10374  avec  les  conditions  b<.a,  l'un  quelconque  étant  pair  ou 
impair  et  ces  nombres  étant  premiers  entre  eux,  vingt-neuf  nombres  congruents 
primitifs.  INI.  Henry  fait  observer  qu'il  y  en  a  3o  :  pour  «  =  10,  h  —  (),  il  note 
190  =  6840:06;  6840  est  congruent  pour  ^  =  19,  j' =  180,  ^  =  181.  Il  serait 
curieux  de  savoir  si  la   faute  est  do  l'auteur  arabe  ou  un   oubli   du  traducteur. 

Marre  [Ai'isiidc).   —  Théorème  du  carré  de  l'hypoténuse. 

M.  Charles  Whish  a  extrait  du  Sastra  sanscrit,  intitulé  l'oucli  Bâcha,  une 
démonstration  qui,  selon  lui,  a  pu  être  connue  de  Pythagore. 

Colebrooke,  le  célèbre  traducteur  de  Brahmagupta,  a  fait  connaître  une 
démonstration  ingénieuse  basée  sur  le  développement  du  carré  de  a  —  b.  On 
arrive  à 

4«^  /  ,    X  ,  z  , 

c-  = \'  {a  —  b)-  =  d'  -\-  b-. 

2 

Le  développement  de  {a -^  by  fournirait 

4  <5^^ 

c-  =  (a-\-b)-—  - —  =  rt-  +  b\ 
■>. 

Saunderson,  le  mathématicien  aveugle,  l'une  des  célébrités  de  l'Université  de 
Cambridge,  donne  une  résolution  tenant  des  deux  procédés  précédents, 

(a  +  by  +  (a  —  by  ^       ,, 

2 

Schram  (D''  Robet^L).  —  Notice  sur  les  travaux  d'Oppolzer  avec 
liste  de  ses  publications.  Traduit  de  l'allemand  par  le  D*^  E. 
Pasquier. 

Théodore  d'Oppolzer,  né  à  Prague  le  26  octobre  iS'^i,  commença  à  étudier  la 
Médecine  à  Vienne  en  1859,  tout  en  s'occupant  d'Astronomie.  En  18G1,  il 
publiait  dans  les  Astroiiomische  Nacliricliten  son  premier  travail  astrono- 
mique, Ueber  die  Bahii  dcr  Kometen.  En  mars  1866,  il  devenait  privat-docent 
du  cours  d'Astronomie  théorique. 

De  i856  à  1870,  il  publia  un  grand  nombre  de  travaux  dans  les  Sitzungs- 
berichte  der  Wiener  Akadeinie  et  dans  les  Astronomische  Nachrichten. 
Dans  un  Mémoire  présenté  à  l'Académie  en  1867,  et  intitulé  Ueber  die  Bestim- 
mwig  der  Kometenbahn,  il  exposa  la  méthode  bien  connue  pour  déterminer 
une  orbite  cométaire. 

Il  faut  citer  le  Lehrbuch  zur  Bestimmung  der  Kometen  und  Planeten,  où 
il  expose  une  méthode  pour  déterminer  une  orbite  à  l'aide  de  3  ou  4  points 
(1870).  La  même  année,  il  fut  nommé  professeur  extraordinaire  d'Astronomie 
et  de  Géodésie  à  l'Université  de  Vienne,  et  c'est  à  lui  qu'est  dû  l'essor  des 
travaux  géodésiques  en  Autriche.  En  1879,  il  publia  la  Neue  Méthode  zur 
Bestimmung  der  Bahnelemente  gleicher  Wahrscheinlichkeit  fiir  einen  Pla- 
neten (  '  ) . 


I 


(')    Voir  dans  le  Bulletin  astronomique,  janvier  1887,  un  article  de  M.  Lœwy. 
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Dans  le  Cation  der  Finsternisse,  on  trouve  la  détcrnninalion  des  éclipses  de 
Lune  durant  33  siècles,  depuis  i2o3  avant  J.-C.  jusqu'en  2163  après  J.-C.  Il 
mourut  le  26  décembre  18SG. 

Appendice.  — ■  Liste  complète  des  publications  d'OppoIzer  de 

i86iài886. 

BarlelU  Barnablta  {P.   Tunoteo).  —  De  quelques  théories  et 
recherches  électrosismiques. 

SteinscJineider  [Maurice).  —  Etudes  sur  Zarkali.  Appendice. 

Riccardi  (P-)-  —  Sur  le   traité  de  la  Quadrature   du   cercle  de 
Jean-Baptiste  Porta. 

Govi  (Gilbert).  —  De  l'invention  du  micromètre  pour  les  instru- 
ments astronomiques. 


FIN   DE    LA    SECONDE    PARTIE    DU    TOME    Mil. 
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